
Liczby zespolone

1 Podstawowe własności

1. Oblicz:

(a) (3 + 2i)− (
√
2− i),

(b) (2− 3i) · (1 + 3i),
(c) (2− 3i) : (1 + 3i),
(d) |2− 3i|.

2. Rozwiąż równanie:

(a) z2 − 4z + 5 = 0,
(b) 4z + (1− i)z = 9− 3i,
(c) (z + i) · (z − i) + z − z = −2i,
(d) z+i

z−i = 5i.

3. Wykaż, że:

(a) Re(z) = z+z
2 ,

(b) Im(z) = z−z
2i ,

(c) z = z ⇔ z ∈ R,
(d) z = −z ⇔ z = i · b dla b ∈ R,
(e) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2 · (|z1|2 + |z2|2).

4. Podaj interpretację geometryczną zbioru:

(a) {z ∈ C : |z − i| ¬ 2},
(b) {z ∈ C : 2 ¬ |z − 1| < 4},
(c) {z ∈ C : | z−5z−1 | = 1}
(d) {z ∈ C : Arg(z) = π

4 , Im(z) < 3},
(e) {z ∈ C : |z − 2i| > |z + i|},
(f) {z ∈ C : |z − 1− i|+ |z + 1 + i| = 2

√
2}.

5. Wykaż, korzystając z liczb zespolonych, że α+ β + γ = 90o.

6. Wykaż, że jeżeli z1, z2 ∈ C, |z1| = |z2| = 1, to z1+z2
1+z1·z2 ∈ R.

1
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2 Potęgowanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych

1. Zapisz w postaci trygonometrycznej liczby: −12, −1 + i, −1− i
√
3,
√
3 + i.

2. Oblicz ze wzoru de Moivre’a:

(a) (−1 + i)45,
(b) (−1− i

√
3)76,

(c) (
√
3 + i)2020.

3. Oblicz
√
8− 6i,

√
1 + 4i

√
5.

4. Rozwiąż równania w C:

(a) x6 = 27,
(b) x2 = −3i,
(c) x4 = −1,
(d) x8 = 1,
(e) x3 = −7.

5. Niech ε0, . . . , εn−1 będą n-tymi pierwiastkami z jedności. Wykaż, że:

(a)
∑n
k=0 εk = 0,

(b)
∏n
k=0 εk = (−1)n−1.

6. Korzystając ze wzorów de Moivre’a, wykaż tożsamości trygonometryczne:

(a) cos 4x = 8 cos4 x− 8 cos2 x+ 1,
(b) sin 4x = 4 sinx cosx(1− 2 sin2 x).

7. Korzystając ze wzorów cosx = eix+e−ix
2 , sinx = eix−e−ix

2i , wykaż tożsamości:

(a) sin 2x = 2 sinx · cosx,
(b) cos 2x = cos2 x− sin2 x,
(c) cos 4x = 8 cos4 x− 8 cos2 x+ 1,
(d) sin 4x = 4 sinx cosx(1− 2 sin2 x),

(e)
∑n
k=1 r

k · sin(k · x) = r·sinx−rn+1 sin((n+1)x)+rn+1 sin(nx)
1−2r cosx+r2 .

8. Rozłóż wielomian x4−1 na iloczyn nierozkładalnychwielomianów owspółczynnikach rzeczywistych.


