KOHOMOLOGIA DE RHAMA NAKRY¢ p-GRUPOWYCH
OPIS POPULARNONAUKOWY (WYDLUZONY)

JEDRZEJ GARNEK

1. ,SYMETRIE” KRZYWYCH

W wielu dziedzinach nauki badamy rozmaite obiekty, uwzgledniajac ich
symetrie jako wazna czesé ich struktury. Filozofia ta znajduje zastosowa-
nie np. gdy rozwazamy czasteczke chemiczng lub uktad fizyczny. W wielu
przypadkach pozwala to na lepsze zrozumienie badanych obiektéw. W ma-
tematyce takie podejscie formalizuje sie, uzywajac takich poje¢ jak grupa,
dziatanie grupy na zbiorze lub reprezentacja grupy.

Projekt ten dotyczy¢ bedzie symetrii krzywych algebraicznych, tzn. jed-
nowymiarowych obiektéw zadanych réwnaniami wielomianowymi, np.
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W projekcie bede sie jednak zajmowal krzywymi modulo p, gdzie p jest
pewng liczba pierwsza. Oznacza to, ze réwnanie ma by¢ spetnione tylko z
doktadnoscia do pewnej wielokrotnosci liczby p. Przyktadowo, punkt (z,y) =
(662, 578) nalezy do krzywej o réwnaniu (*) modulo 1009, jako ze 5782 =
6623 — 662 + 287198 - 1009.
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“Klasyczna” krzywa y? = 2% — x Krzywa y* = 2* — z modulo 1009
Na lewym rysunku widzimy krzywa klasyczna, za$ na prawym — krzywa z
tym samym réwnaniem modulo 1009. Zauwazmy, ze obie krzywe maja pewna
symetrie (i w tym przypadku jest to dostownie symetria odpowiadajacego
obrazka — symetria wg osi poziomej).

Krzywe modulo p maja duze znaczenie w matematyce — przyktadowo styn-
na hipoteza Riemanna, wciaz nie rozwiazana w klasycznym przypadku, jest
znana dla krzywych modulo p. Krzywe modulo liczby pierwsze maja réwniez
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liczne zastosowania w kryptografii — stuza one m.in. do szyfrowania wiadomo-
$ci, do konstrukcji kodéw poprawiajacych btedy, a takze zapewniaja metode
cyfrowego podpisu plikdw.

2. KOHOMOLOGIE

Istnieja wiele niezmiennikéw krzywych, ktore pozwalaja je rozréznic i do-
starczaja informacji o krzywych. Projekt dotyczy dwoch takich niezmienni-
kow:

e kohomologii de Rhama: H},(X),
¢ kohomologii Hodge’a: H}{dg(X).

Obydwa niezmienniki s pewnymi przestrzeniami wektorowymi. Dla klasycz-
nych krzywych obie teorie kohomologii pokrywaja sie, ale dla krzywych mo-
dulo p nie jest to prawda. Jezeli rozpatrywana krzywa ma symetrie, to dzia-
taja one réwniez na kohomologiach. Celem projektu jest zrozumienie tych
niezmiennikéw, uwzgledniajac dziatanie symetrii na nich.

3. PUNKTY ROZGALEZIENIA

Aby wytlumaczy¢ hipoteze zwiazana z kohomologiami, musze opowie-
dzie¢ o pojeciu punktu rozgalezienia. Zamiast rozwazaé¢ krzywa X z pew-
nym zbiorem symetrii, mozemy rownowaznie bada¢ nakrycie krzywych
f: X > Y. Krzywa Y jest wowczas przestrzenig orbit, tzn. powstaje z krzy-
wej X przez utozsamienie symetrycznych punktéw. Na rysunku widzimy
przykladowa sytuacje, gdy rozpatrujemy krzywa X wraz z czterema syme-
triami.
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Zauwazmy, 7ze nad prawie kazdym punktem Y znajduja sie cztery punkty
krzywej X. Pozostale, ;wyjatkowe” punkty nazywamy punktami rozgate-
zienia. W taki sam sposéb definiuje sie punkty rozgalezienia, gdy symetrii
jest wiecej.
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4. HIPOTEZA

Moje poprzednie wyniki sugeruja, ze kohomologia de Rhama rozktada sie
na sume pewnych czesci globalnych i lokalnych. Czesé globalna powinna za-
leze¢ tylko od ,topologii” nakrycia (tzn. od rysunku nakrycia — takiego, jaki
przedstawilem powyzej), podczas gdy czesci lokalne powinny zalezeé¢ tylko
od malego otoczenia punktéw rozgatezienia nakrycia. Ponadto, czesci global-
ne kohomologii de Rhama i kohomologii Hodge’a powinny by¢ takie same.
Moéwiac krotko, kohomologie te powinny réznié sie tylko czesciami lokalny-
mi! Hipotetycznie czesci lokalne mozna opisaé za pomoca nakry¢ Harbatera-
Katza-Gabbera, tzn. nakryé¢ prostej ktore sa rozgalezione tylko w jednym
punkcie.

Hipoteza ta ma przyjemna interpretacje geometryczng. Mianowicie, ozna-
cza ona, ze kohomologia nakrycia:
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powinna by¢ taka sama jak kohomologia zdegenerowanego nakrycia przybli-
zajacego je:
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