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1. �Symetrie� krzywych

W wielu dziedzinach nauki badamy rozmaite obiekty, uwzgl¦dniaj¡c ich
symetrie jako wa»n¡ cz¦±¢ ich struktury. Filozo�a ta znajduje zastosowa-
nie np. gdy rozwa»amy cz¡steczk¦ chemiczn¡ lub ukªad �zyczny. W wielu
przypadkach pozwala to na lepsze zrozumienie badanych obiektów. W ma-
tematyce takie podej±cie formalizuje si¦, u»ywaj¡c takich poj¦¢ jak grupa,
dziaªanie grupy na zbiorze lub reprezentacja grupy.

Projekt ten dotyczy¢ b¦dzie symetrii krzywych algebraicznych, tzn. jed-
nowymiarowych obiektów zadanych równaniami wielomianowymi, np.

(�) y2 � x3 � x.

W projekcie b¦d¦ si¦ jednak zajmowaª krzywymi modulo p, gdzie p jest
pewn¡ liczb¡ pierwsz¡. Oznacza to, »e równanie ma by¢ speªnione tylko z
dokªadno±ci¡ do pewnej wielokrotno±ci liczby p. Przykªadowo, punkt px, yq �
p662, 578q nale»y do krzywej o równaniu (�) modulo 1009, jako »e 5782 �
6623 � 662� 287198 � 1009.

�Klasyczna� krzywa y2 � x3 � x Krzywa y2 � x3 � x modulo 1009

Na lewym rysunku widzimy krzyw¡ klasyczn¡, za± na prawym � krzyw¡ z
tym samym równaniem modulo 1009. Zauwa»my, »e obie krzywe maj¡ pewn¡
symetri¦ (i w tym przypadku jest to dosªownie symetria odpowiadaj¡cego
obrazka � symetria wg osi poziomej).

Krzywe modulo pmaj¡ du»e znaczenie w matematyce � przykªadowo sªyn-
na hipoteza Riemanna, wci¡» nie rozwi¡zana w klasycznym przypadku, jest
znana dla krzywych modulo p. Krzywe modulo liczby pierwsze maj¡ równie»
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liczne zastosowania w kryptogra�i � sªu»¡ one m.in. do szyfrowania wiadomo-
±ci, do konstrukcji kodów poprawiaj¡cych bª¦dy, a tak»e zapewniaj¡ metod¦
cyfrowego podpisu plików.

2. Kohomologie

Istniej¡ wiele niezmienników krzywych, które pozwalaj¡ je rozró»ni¢ i do-
starczaj¡ informacji o krzywych. Projekt dotyczy dwóch takich niezmienni-
ków:


 kohomologii de Rhama: H1
dRpXq,


 kohomologii Hodge'a: H1
HdgpXq.

Obydwa niezmienniki s¡ pewnymi przestrzeniami wektorowymi. Dla klasycz-
nych krzywych obie teorie kohomologii pokrywaj¡ si¦, ale dla krzywych mo-
dulo p nie jest to prawda. Je»eli rozpatrywana krzywa ma symetrie, to dzia-
ªaj¡ one równie» na kohomologiach. Celem projektu jest zrozumienie tych
niezmienników, uwzgl¦dniaj¡c dziaªanie symetrii na nich.

3. Punkty rozgaª¦zienia

Aby wytªumaczy¢ hipotez¦ zwi¡zan¡ z kohomologiami, musz¦ opowie-
dzie¢ o poj¦ciu punktu rozgaª¦zienia. Zamiast rozwa»a¢ krzyw¡ X z pew-
nym zbiorem symetrii, mo»emy równowa»nie bada¢ nakrycie krzywych
f : X Ñ Y . Krzywa Y jest wówczas przestrzeni¡ orbit, tzn. powstaje z krzy-
wej X przez uto»samienie symetrycznych punktów. Na rysunku widzimy
przykªadow¡ sytuacj¦, gdy rozpatrujemy krzyw¡ X wraz z czterema syme-
triami.

Zauwa»my, »e nad prawie ka»dym punktem Y znajduj¡ si¦ cztery punkty
krzywej X. Pozostaªe, �wyj¡tkowe� punkty nazywamy punktami rozgaª¦-
zienia. W taki sam sposób de�niuje si¦ punkty rozgaª¦zienia, gdy symetrii
jest wi¦cej.
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4. Hipoteza

Moje poprzednie wyniki sugeruj¡, »e kohomologia de Rhama rozkªada si¦
na sum¦ pewnych cz¦±ci globalnych i lokalnych. Cz¦±¢ globalna powinna za-
le»e¢ tylko od �topologii� nakrycia (tzn. od rysunku nakrycia � takiego, jaki
przedstawiªem powy»ej), podczas gdy cz¦±ci lokalne powinny zale»e¢ tylko
od maªego otoczenia punktów rozgaª¦zienia nakrycia. Ponadto, cz¦±ci global-
ne kohomologii de Rhama i kohomologii Hodge'a powinny by¢ takie same.
Mówi¡c krótko, kohomologie te powinny ró»ni¢ si¦ tylko cz¦±ciami lokalny-
mi! Hipotetycznie cz¦±ci lokalne mo»na opisa¢ za pomoc¡ nakry¢ Harbatera-
Katza-Gabbera, tzn. nakry¢ prostej które s¡ rozgaª¦zione tylko w jednym
punkcie.

Hipoteza ta ma przyjemn¡ interpretacj¦ geometryczn¡. Mianowicie, ozna-
cza ona, »e kohomologia nakrycia:

powinna by¢ taka sama jak kohomologia zdegenerowanego nakrycia przybli-
»aj¡cego je:


