Diamond & Shurman — najciekawsze zadania

Rozdzial 1

Podrozdzial 1.1

1.1.1 Chcemy wykazaé, ze Sly(Z) = T, gdzie I' = (A, B), za§ A = . Niech C' =

1 1 —
B = 0 1
1 0 1 0

b
l “ 1 € Sly(Z). Za pomoca algorytmu dzielenia z reszta zapiszmy d = nc+r, gdzie |r| < ¢/2. Wtedy:

c d
_ /
CAfn:ab.ln:ab
c d 1 0 c dq

dla pewnego b’ € Z. Niech C; = CA™B =

b —a a; b
] = l ! ! ] Powtarzajac ten proces dosta-
d C1 1

b
niemy ciag macierzy C,, = n dn 1, przy czym |cp41| = |dn| < |cn|/2. W konicu dostaniemy wiec
CTL n

b
C, = [ ClOn dn . Ale C,, € Sly(Z), wiec £1 = det C,, = a,d,, wiec a,,d,, = 1. Przemnazajac ewentu-

n

1 ? 1 b

alnie przez macierz _1 ] = —1I, dostajemy macierz [ 0 1” = AP € T. Ostatcznie C € T.

1.14 (a)
(b) Niech C' < min(Z;, 1, B). Niech 7 = z + iy € Q. Wtedy:
1° dla |0 < 24 mamy: |7+ 6] > [S(r +6)| = |y| > B > Z|6| > C|d],
2° dla |§] > 24 mamy: |7+ 8| > R(T +6) = |z + 6| > |§] — |z| > |6] — A > L[6] > C|d].

a ponadto |7+ d] > |S(7 +0)| = |y| = B > C dla dowolnego 7 € Q2

1.1.6

Ustalmy y > 0 i niech F(q) = f(7 +iy) = >, bng", wtedy @y, = bype™>™ Mamy:

_ 1 I (q) q - 62 ‘
— 2Ty — ? — ]
am = € P Y q=
271-7// qm+1 l 2miad ( )

1
_ e—27ryi./ f(T +,L-y)€—27rzm(7'+iy) dr =
2'/TZ 0
141y )
— / f(T)ef27mm‘rdT
T=0+1y

co dowodzi pierwszej rownosci. Z definicji funkeji f:

/1+iy f( )ef2m‘m7— d /1+iy Z 1 ef2m'm-r d (2)
T T = R E—— T =
T7=0+iy T=0+iy \ gez (T + d)k

() 1+iy 1 s
p— 67 TImT dT —
(% /T_o+iy (r+d)*



(dokonujac podstawienia t — t — d oraz korzystajac z 1-okresowosci e~ 27™m7)

d+1+iy 1 ) co+1iy )
_ § / 76—27rzm7' dr = / T—ke—Qﬂ'zm‘r dr
dezZ T=d+1iy T —oo+1iy

. . l
(b) mamy: g, (1) = 7 ke 2mimT — Y ez %Tkk — residuum to wspétezynnik przy 771, czyli

—2mim)* 1t

(¢) calkujac g,, wzdluz prostokata o wierzchotkach P, = n+iy, P, = —n+iy, Ps = —n—in, P, =n—in

i korzystajac z tw. o residuach:

271 - Resr—ogm (7) = / gm/(T)dT = (/ Jr/ Jr/ +/ Vg (T)dT
Py P2 P3Py PP PyP3 P3Py Py Py

Ponadto:
— dla 37 = —n mamy: |g,, (7)| = |77 ke 2mmT| L pkR(=2mimT) — p=ke=2mmn) e | ff;j_?n gm(7)] <
|P3Py| - sup,ep,p, |9m(T)| < 2n-n~ e 2™ — 0 przy n — oo,
— dla R7 = #:m ST <y, y < n mamy: |g,(7)| = |77 ke 2T < nThR(2mimT) — p=ke2mmy)
wige | [ g, (7)| < 2n - n ke — 0 pray n — oo,
(d) Ustalmy y > 0. Ze wzoru sumacyjnego Poissona dla funkcji h(x) = (z + iy) ™% = 7% mamy:
1 _ _ 2mima,
ZW—ZWM—Ze h(m)
ez dez. mez

gdzie
~ o0 ) ooty )
h(m) _ / h(t) e—27rzmt dt = e—27rmy/ T—ke—27rzm7' dr = e—27rmyam

—00 —oo+1iy

1.1.9 Zalézmy nie wprost, ze ¢ ¢ Im(j). Wtedy z zasady argumentu:

0= ! /Wdt 1 J(y dt

T 2mi ity —c  2mi 5 J(t) —c

gdzie v jest sumag tuku L okregu jednostkowego od P; = _H'T“/g do P, = 1+;‘/§ oraz odcinkéw P, Py, P3Py,
=j(r+1) oraz j(r) = j(=1/7)

PyPy, gdzie Py = § +iy, Py = —% + iy dla pewnego y > 0. Réwnosci j(71)

o ity
A i) = /m OEDE

(odcinki P, P3, P, P; kasuja sie; tuki od Py do ¢ oraz od Q do P tez).

pokazuja, ze

Zauwazmy, ze j(t) = J(q) = % + ..., wiec zamieniajac zmienne:
2mit
. q = € ) -1
t) "(q)d =z T —1+4+...
—c w —c w —c w @ —c
e j(t) = 2miql(a) ! ! R

gdzie w jest okregiem o §rodku w 0 i promieniu e=2™Y. Zauwazmy, ze q(J(¢) —c¢) =1+¢q-(...) — 1 dla

q — 0, wiec biorac dostatecznie duze y, funkcja J{;()‘{)c = qQ{}(Z =) bedzie miata tylko jeden biegun, tzn.

o
/m jt et =1

0 z residuum 1. Stad z tw. o residuach:

— sprzecznosé konczy dowdd.
Podrozdziat 1.2
1.2.1

1.2.2



123 (a) 777777
(b) z Chifiskicgo Tw. o Resztach Z/n 2 @, Z/p", wice Sly(Z/n) = @, SL(Z/p) oraz
| Sla(Z/n)| = H |Sla(Z/p*)| = H p*(1—1/p*) =n’ ll_[(l —1/p?)
Ponadto Sly(Z)/T'(N) 2 Sly(Z/N), wiec [Sl(Z) : T(N)] = | Sly(Z/N)|.
o[ T e

d. surjektywnosé: Ty (N) 5
(c) ad. surjektywnosé: T'1 (V) 0 1 0

ad. jadro: oczywiste.
(d) ad. surjektywnosé: niech d € (Z/N)* oraz ad =1 (mod N), ad = kN + 1. Wtedy:
N d

To(N) > [ o k ] s d € (Z/N)*

ad. jadro: oczywiste.
(e)
[Sl(Z) : T(N)] 1L, (L =1/p%) 2’ IL,, (1= 1/p%)

[Co(N) : Ta(N)]- [T(N) - T(N)] ~ [Z/N[-[Z/N) ]~ non-[L,(—1/p)

[Ta+1/p)

pln

[SI2(Z) : To(N)] =

1.2.4

1.2.6 Zalézmy, ze f(7) =3, angR, an = exp(2miT/N), |an| < Cn”. Oznaczmy: 7 = x + iy, y > 0.

rN
2my?

(a) Funkcja g(t) = t"e=2™*/N jest rosnaca w przedziale [0, ;Ir\;] i malejaca w |

00), wiec:

FOI= 1D angiyl <Y lanllan|" <ag +C Y n7e >N <
n n n

n+1 n+1
<a+C ) / g(n+1)dt+C’Z/ g(n)dt+g(%)<
n N YN

N T
0<n< £ -1 n>3

<C+C- (/ g(t)dt +1/y") = (podstawienie u = 2nty /N) = Co + C' - (— 15 / ue " du+1/y") =
0 Y 0

—_——
=I'(1)=stala

=Co+Cly"

(b) aby pokazaé, ze f[a]i jest holomorficzna w oo, wystarczy pokazaé, ze lim gy - fla]x(7) = 0. Zauwazmy, ze
y—00
f(r) = f(r + N), wiec bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze 0 < x < N — wtedy c1y < |em + d| < coy.
Z podpunktu (a) mamy:

|flalk(m)] = [(em +d) ™" fa(r))| < C- |(er + d) ™" (1 + (Im(a(7)™"))| =

< Cy'r‘fk

—C. W)T)

Y

(et +d)~F(1 + <

2y /N

Ale |gn| =€~ , wiec:

lan flai(7)] < Ce™?m/Nyr=F — 0

y— 00

1.2.8 (a) Z tozsamosci (1.2):

1 2 — m
Z T+ d)? = —(27) Zlmq

deZ (



— podstawiajac 7 := ¢7 1 sumujac po ¢ # 0:

Go(r) = Z % + Z Z ﬁ =2(¢(2) — (27)? Z Z mexp(2mwicmT) =

dezZ\{0} c#0 d€Z c£0 m=1

—2¢(2) = 2m)? 3 S mg™

c#0 m=1
— zauwazmy przy tym, ze prawa strona jest absolutnie zbiezna (jako szereg potegowy w obszarze

zbieznosci), wigc mozemy przestawi¢ wyrazy, by dostaé:
Ga(r) =20(2) = (2n)* Y | > d)q"=2¢(2) —8x Y o(n)q"
n d|n,deZ n

(b)
(e) oznaczmy Ga(r) = GafT) — 6] (jest to wtedy funkcja Sly(Z)-niezmiennicza wagi 2) — wtedy:

Gaon(T) = Go(r) — NGo(NT) = Ga(r) — NGo(N7). Niech v = l ¢ Z ] € To(N), wtedy ~' :=
c

c/aN ]\;b € Sly(Z) oraz N~(1) = ~'(NT), wigc:
Gax(77) = Ga(7) = NCo(N3(r)) = {3 Calr) = NGl (V7)) =
1 = 1 - 1
= mGz(T) - WNG2(NT) = mGQ,N(T)

Podrozdzial 1.5

W zadaniach bedziemy czesto korzystali z nastepujacego oczywistego faktu:

Fakt Niech 7/ =~7, v = [ “
c d

b ] € Sly(Z). Wtedy

1
T
ct+d

F’y B — ET/7F’Y($) :j(’V’T)ilx =

est izomorfizmem. szczegolnosci: at+b) =T cT+d) = T)=d7 — = —c7 +a.
jest i fi W gblnosci: F, (at+b) = 1/, F.(cT+d) = 1, F, (1) = dr'—b, F, (1) !

1.5.3

1.5.4 Mamy:

[ 2wty enen

wiec w,Lo(N)w;, b = To(N), wige funkcja: G(To(N)T) = [o(N)w, (1) jest dobrze okrelona (nie zalezy od
wyboru reprezentanta 7).
Wykazemy, ze G([E,C]) = [E/C, E[n]/C]. Istotnie,

1 1 1
G([ET, <N + AT>D = [Ewn(‘r)v <N + Awn(T)>] = [Efl/(N‘r)’ <N + A71/(NT)>]
. . —1 0 -1 .
(korzystajac z tego, ze > = Lo Nt oraz z izomorfizmu z Faktu: F': E_y nr) — En, F(1) =

N7, F(5%) =1 - w szczeglnosci F(% + A_1/(nr) =T + Any)

= [EN'ra (T + ANT)]



1.5.6

Ponadto:

[Br /(5 + Ar), B [N]/ (5 + A)] =

C/(Z + TT) (XZ+ £2)/(Z + 72)
vl |

(%Z +72)/(Z +77)’ (%Z +72)/(Z+ 7Z)

(ITI tw. o izomorfizmie)

B C ~Z+ %7
| EZ+12 L2472

(jednoktadno$é o skali N jest izomorfizmem)

B C 7+ 77
" |Z+N7tZ’Z+ NTZ

| = B 7+ Al =GB (5 + 43D

Zgodnie z Twierdzeniem 1.5.1(b) mozemy bez straty ogdlnosci przyjac, ze [E, C, Q] = [E;, C, % +A;].
Niech C' = (a7 + b% + A.). Ponadto C'N{Q) # {0} zachodzi wtw. gdy a =0 (mod p) oraz p|N. Stad
mamy 2 mozliwosci:

1°a € (Z/p)* — wtedy C' = (a] + b% +A) = (3 + ba_1% + A;). Stad, biorac 71 = 7, ¥ =

1
l 0 ‘i ] € Sl»(Z) dostajemy:

1 1
[ET’C77 +AT] = [ET’7<T//p+AT’>7N +A‘r']

N

2° a =0 (mod p) oraz pt N —wtedy b € (Z/p)* oraz C' = (b%—f—AT) = <%+AT>. Ponadto (p, N) =1
= Ap—BN = ldlapewnych A, B € Z. Oczywiscie L+A, = AZZELL A LA, = BN A

A 1
Stad, biorac 7’ =7, 7 = B]]if ) € Sly(Z) mamy:
(B Oy + A] = [Bp, (7 fp+ Arr) = + A
YN 7| = L7, (T /P T'aN T/

Wykazemy teraz, ze [E,, (7/p + A;), % + A = [Er, (T /p+ A, % + Ap] wtw. gdy 7 = y7' dla
pewnego v € I'Y(N,p). Istotnie, jezeli [E;,(T/p+ A;), & + A:] = [E, (7' /p + M), % + A, to z

b
Tw. 1.5.1 (b) mamy: 7 = v7’ dla pewnego v = “ J € T'1(N) oraz izomorfizm rozszerzonych
c

krzywych eliptycznych zadany jest przez F, jak w fakcie. Ale Fy((7/p+A;)) = (7//p+A.) wtw. gdy
(dr —b/p+ A;) = (7' /p+ A,), wiec musi byé b =0 (mod p) oraz v € ['{(N, p).

Odwrotne twierdzenie réwniez wynika od razu z Faktu.

Odwzorowanie T'Y(N,p) > [r] — [7/p] € T1(N) odpowiada odwzorowaniu: [E,C,Q] = [E., (T/p +
Ar)yy + A7 = [Brpp, 5 +Ar ). Ale E/C = (C/A;)/((T/p+ A7) /A) 2 C/(7/p+Ar) = C/(/pL+
Z) = E.j, oraz przy tym izomorfizmie % +Ar;p = (Q + Ar) + C przechodzi na Q + C. Stad
[E,Q,Cl— [E/C,Q +C].

Rozdzial 11

(a) Uj, Uj sa zwartymi zbiorami zawartymi w H, wiec sa zawarte w pewnych zbiorach A; = {x + iy €

b
C:lz| < My, ¢; <y < M}, gdzie ¢;, M; > 0. Wtedy dla v = [ “ J ],T—x—kinU{:
c

1° jezeli |c| > /M1 /(cac?) to

%(’T) M1 M1 M1 M1

Cx — < < = <
S(v(7)) et +d]2 7 er+d]? T S(er +d)2 0 eyl T |cer?

< co <inf{S(7) : 7 € Us}




2¢ jezeli |¢| < \/My/(cac}), |d| > /My /(cac}) My + 21 to:

S(T) Ml Ml M1 Ml

R = < < = < < inf{S(7) : U,
SO = 1R Sforv dP S Ror+ P Jeat dP < Qal =]l Jop2 ~ @ S WS 7 € Ua)
Ty b
b) wystarczy zauwazy¢, ze dla A = , B= € Sly(Z) mamy:
d d
c

AB-1 — a v d —b | |dd-Vec * 1o
e d —c a N 0 ad—be | |0 1

(¢) zauwazmy, ze dla v = l “ Z ] € Slx(R):
c

b
7izz’®az’+b:—c+di®7:l ,a?2 +b? =14y SOy (R)
Ponadto dla 7 = z +1iy, s(7) = ﬁ g alc 1 mamy: s$(7)i = 7, wiec odwzorowanie vy — i wyznacza

izomorfizm SLy(R)/SO2(R) = H.

Zalézmy, ze Uy, U} sa otoczeniami 71,72 o zwartych domknieciach w H. Jezeli y(e1) = ea, to vy o
s(e1)i = s(ea)i, czyli s(ea) L oy os(er)i =i oraz s(ex) ! oyos(er) € SO2(R), badz réwnowaznie:
v € S(er,ez) := s(ea) - SO2(R) - s(eg) L. Stad:

{y € SL(Z): U, n~(U}) # 2} C U Serex) | nSL(2)

el €U7{,€2 €U75
Wystarczy teraz zauwazyé, ze:

— dla 7 € U/ norma ||s(7)||, jest ograniczona (bo ||s(7)| jest ciagta funkcja, za$ U] jest zwarte)

a

b
,a2+b? = 1, wiec | l “ ] | =
—b a

— SO2(R) jest ograniczone (jezeli v € SO2(R), toy = [

2(a? + b%) = 2),

7z normami...]

wiec ostatecznie (Ueleﬁ e,et7 e, 62)) N Sly(Z) jest zbiorem skonczonym.
1’ 2

2.2.1 Zalézmy, ze I'; = I. Biorac w Proposition 2.2.1 my = 7o = 7 oraz U = U; N U, dostajemy:
jezeli dla pewnego v € Sly(Z) mamy: v(U)NU # &, to v(7) =7, czyli v = 1.

Stad rzutowanie 7 : U — 7(U) jest réznowartosciowe — jezeli 1y, 1m2 € U, m(n1) = w(n2), to Iyer  m1 = 102
oraz Y(U)NU # @, wiec v = I, n1 = no. Wystarczy zauwazy¢, ze 7 jest odwzorowaniem otwartym, jest

wiec homeomorfizmem.

2.2.2 Mamy:

wiec dla matych 7:

! 1 =i JJo 1)1 =]
=1y O]Tzh ZH1 0“1 z] -7



2.2.4 Biorac w Proposition 2.2.1 7 = 75 = 7 oraz U = U; N U, dostajemy:

jezeli dla pewnego v € Sl5(Z) mamy: v(U)NU # @, to v(r) =7.

b
d

wiec y(7) = 7 oraz vy € Sly(Z),. Ale ¥ moze mieé¢ co najwyzej jeden punkt staly na gérnej pdlplaszczyznie:

az+b
cz+d

Zalézmy, ze 7/ € U jest punktem eliptycznym, v = [ “ ] € SIy(Z) - \{xI}. Wtedy 7" € v~(U)NU # o,
c

rozwigzania rownania kwadratowego = z dla ¢ # 0 sa rzeczywiste lub wzajmenie sprzezone. Stad

T =T

b
2.3.2 Jezeli vy € l ¢ g ] € Sly(Z) \ {12} spelia yr = 7 dla pewnego 7 € H, to ¢ # 0 (w przeciwnym wypadku
c

at+b

v = +1I5) — dostajemy wiec réwnanie kwadratowe etd =T czyli ¢t? 4 (d — a)7 — b = 0. Réwnanie to ma

(a—d) VA
2c

rozwiazania z = — jedno z tych rozwiazan nalezy do gérnej pélplaszczyzny wtw. gdy VA € iR,

tzn. gdy A < 0, czyli:
0>A=(a—d)?+4bc=(a—d?+4(ad—1)=(a+d)? -4 |a+d <2

2.3.4 (b) Niech n € {3,4,6}, v € Sly(Z) bedzie rzedu n, za$ w bedzie n—tym pierwiastkiem z jednosci. Wtedy
Z|w] = Z + wZ jest dziedzing idealéw gléwnych (pierscien liczb calkowitych ciala kwadratowego Q(w)),
za$ L = 7Z? ma strukture skoficzenie gen. Z[w]-modutu ((a + bw) - v = (al + by)v). Z twierdzenia
klasyfikacyjnego dla skoiiczenie gen. modutéw nad PIDami: L = @F  Z[w]/I; jako Z[w] -moduly dla
pewnych idealéw I, IZ[w|. Zauwazmy, ze L nie ma torsji, wiec jest wolnym Z[w]-modulem, a poréwnujac
rangi jako Z-moduléw, stwierdzamy, ze L = Z[w]. Niech ¢ : Z[w] — L bedzie izomorfizmem. Niech
u=¢(1), v=¢(w) — wtedy yu = ¢(w - 1) = v oraz

d(—w—1)=—-u—v, dlan=3
v =¢w- w)= $(—1) = —u, dlan=4
plw—1)=—-u+wv, dlan=6

oraz w bazie u,v macierz v ma postac:

0 —1
1 e dlan=3
_ e
AyAT! = (1) o | dlan=4
_ R
(1) 1 , dlan=6

(gdzie A € GL2(Z) — macierz przejécia miedzy bazami [u,v], [(1,0), (0,1)]). Zamieniajac w razie potrzeby
baze [u,v] na [v,u] (odpowiada to zamianie kolumn) tak, by wyznacznik byl réwny 1, dostajemy teze.

2.3.5

b
2.3.7 Zauwazmy, ze I' ma punkty eliptyczne wtw. gdy do I" nalezy pewne macierz l @ i ] spelniajaca |a+d| <

c
2 (por. zadanie 2.3.2).

(a) Jezeli I'(N) ma punkty eliptyczne, to istnieja a,b,c,d € Z, a,d = 1 (mod N), b,c = 0 (mod N),
ad —bc=1,a+d € {0,%£1}.

1° jezelia = —d, to 1=a=—d = —1 (mod N), wiecc N = 2. Ale wtedy bc =0 (mod 4), wigc:
1 =ad—bc=—a*—bc=—a*® (mod 4)

co jest niemozliwe, bo —1 jest niereszta (mod 4).



20 jezelia+d==41,to2=a+d= =1 (mod N), wiecc N =3, a+d = —1. Stad bc = 0 (mod 9)
oraz:
l=ad—bc=—ala+1) (mod9) = (2a+1)>=5 (mod 9)
co jest niemozliwe, bo 5 jest niereszta (mod 9).
(b) wynika z dowodu (a).
(¢) zalézmy, ze ad —bc =1, a+d € {0,£1}, ¢ =0 (mod p) dla p = —1 (mod 12).

1° jezeli a = —d, to 1 = ad — bc = —a?® (mod p), co jest niemozliwe, bo (’71) =—1.
29 jezelia +d=+1,to 1 = ad — bc = a(+1 — a) (mod p), czyli a> +a+1=0 (mod p). Réwnanie
to ma rozwiazania (mod p) wtw. gdy wyréznik A = —3 jest kwadratem — to jednak nie jest

prawda z wlasnoéci symbolu Legendre’a:

;3) — (;1)@) — (_1)(p—1)/2 . (_1)(10—1)'(3—1)/4 . (IZ) =(=1)-(=1)-(=1) = —1

(p p D 3

(d) jezeli —I ¢ T, to mielibySmy 2 = h, = |T';|. Stad I'; musi by¢ dwuelementowa podgrupa Sl2(Z), co
(z zadania 2.3.3) oznacza ze I'; = {£1}— sprzeczno$é¢ konczy dowdd.

2.4.3 Niech {U,} bedzie dowolnym pokryciem zbiorami otwartymi. Wtedy oo € Ug dla pewnego . Z definicji
topologii na H* istnieje M > 0 tze Ny := {7 : S(7) > M} C Ug. Ale DN {7 : (1) < M} jest zwarty
jako domkniety i ograniczony podzbiér C, wiec ma skofczone podpokrycie {U;}1;. Stad {U;}7—, U{Us}
jest skonczonym podpokryciem {U,} dla D*.

1

244 (a) nlechT'(N)CT,~= [ 0

Jf ] wtedy (v) C T(N) C 6{+I}T6~, wiec (poniewaz yoo = 00):
| Slo(Z)oo / ({=I}T6 ™ )oo| < [Sl2(Z)oo/ (V)] =

IS5 [ ; 1 ] tm € L}/ ()| = (Z/2 6 Z)/(1 & NZ)| = 2N

(b)

2.4.7 Wybierzmy 7 € X(I'y) i niech (U, ¥, : Ur — V;) bedzie jego mapa z atlasu, (Uy(r), ¥y (r) : Ur — V7)
mapa w atlasie X (I's). Chcemy pokaza¢, ze W,y o F o v-l v - V(=) jest holomorficzne, gdzie
F:X(Ty) — X(Ty), F(rT') = (7)I. Rozwazmy dwa przypadki:

1° 7 nie jest cuspem. Wtedy ~7 tez nie jest cuspem.

Niech h bedzie periodem 7 w T, za§ H — periodem ~(7) w I's. Niech tez d, przeprowadza 7 na 0 oraz
7 na oo. Wtedy v(I'1)-7~! = (/717 1)yr < (I'2)4r, wiec z tw. Lagrange’a: h|H. Mamy:

H
W,y 0 F o W (2) = War (70, 1 2177) = (6,070, (="

Zauwazmy jednak, ze &Y(T)'y(;;l przenosi 0 na 0 oraz oo na 0o, jest wiec postaci l g 2 ] , czyli dziala
jak mnozenie przez o := 7:
Uy 0 FoWrt(z) =allH/h
—jest to funkcja holomorficzna.
2° 1 jest cuspem. Wtedy 7 tez jest cuspem.

Niech H bedzie szerokoscia 7 w I', za$ h — szerokoscia y(7) w I's. Niech tez d, € Sly(Z) przeprowadza
7 na co. Wtedy v(T'1),7 "~ < (I'2)4-, wiec h|H. Stad

1 —1 (HI
\I/,y(,,—) oFO‘I/;l(Z) — \I/'y('r) <’76:1 (Hgg:>) = exp (27T’L -h- (6’Y(T) O'YO(ST) 1 ( OgZ))
Y

2mi



a 0

0 b ] dla pewnego «, a ponadto poniewaz 6.,(-)oyod, €

Tak jak poprzednio, 6.,y 0y o d,(w) = [

Slx(Z), to o := § = 1. (jest to), wigc:

lIJ’y(T) oF o \IJ:1<Z) = ZH/h

jest holomorficzna.
Rozdzial 111

3.1.4 (a) zauwazmy, ze dla v = l “
c

oraz

wiec:
1° jezeli p|d, to yaz! € To(p) oraz p t ¢ (poniewaz p { ad — be = 1), wiec 70zj_1 ¢ To(p) dla
7=0,....,p—1.
2° jezeli ptd, to vozj_l € To(p) tylko dla j = ed! (mod p) oraz ya ! € To(p).
(b) niech = € QU {oo} bedzie cuspem (NWD(m,n) = 1). Rozwazmy 2 przypadki:

1° pln, ptm — wtedy:
lM N]m 1

n m n = 6 = 0
€lo(p)
gdzie M, N spetniaja: Mm + Nn = 1.
2° ptn — wtedy:
no—m|m_,
pC D n
| —
€lo(p)

gdzie C, D sa takie, ze np- D +m - C = 1 (zauwazmy, ze NW D(np, m) = 1).

a
Ponadto oo oraz 0 nie sa rownowazne — jezeli l d 1 9 = 00, to d = 0, wiec (poniewaz p { ad —bc =
c

1
Dpte
- : . . —1 0 -1
(c) jezeli v € T'o(p) jest rzedu 4 oraz ya;(i) = a;(i), to o yay; € Sh(Z); = ( Lo ). Po-

0 -1
niewaz O’f‘d(Oé;l’}/Oéj) = OTd(’}/) = 4, to a;l'yaj = =+ 1 0 . St@d takie v istnieje wtw. gdy:

0 -1 R
1 0 J

Na podstawie [DS, Corollary 2.3.5.] wszystkie eliptyczne punkty T'g(p) wysokodci 2 sa postaci

*

j*+1

0 -1
1 0
gdy 3; j?= -1 (mod p).

ﬁ:Oéj O(j_l S Fo(p). Ale :i:Oéj

*
] , wiec takie -y istnieje wtw.
*

a;(i), wige liczba punktéw eliptycznych to #{j € Z/p : j> = —1 (mod p)}.
(d) analogiczne.

()
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3.3.6 Niech A2(T) > f — w = (wi)ics € Q1(X(T)). Cheemy wykazaé, ze f € So(T) wtw. gdy w jest holomor-
ficzna. Istotnie, niech U; C H bedzie otoczeniem cuspa s o szerokosci h i niech « € Sly(Z), a(x) = s.
Wtedy: w; = 2fr"i(qq/)h dq, gdzie flala = g;(qn) (qn = exp(2miz/h)). Ale vo(w;) > 0 wtw. vo(g;) > 1 wtw.
lim, 0 ¢;(q) = 0 wtw. lim,_;00 fla]2(z) = 0 wtw. f jest cusp forma.

Pozostaje zauwazyé, ze jezeli f jest cusp forma, to w jest holomorficzna w pozostalych punktach. Niech

U; C 'H bedzie otoczeniem 7 € H, zas h = h, bedzie periodem 7. Wtedy w; = g]ﬁ—(qq) dq, gdzie zf[a]s =

-1
1 -
gi(Z"), a = ) i ] . Zauwazmy, ze vo(g;) = 1vo(zf[0]2) = M Korzystajac z:
-7
. 1 —7
Fakt vo(F) = v, (F[d]2), gdzie § = l N ]7 T EH.
-7

Dowdd: niech F(z) = > 77 v a,2", ay # 0. Wtedy

Z—T (z—1)N Z—T

F( )Z(Z_F)N(GN‘FCLN-H

+..)

Z2—=T Z2—=T

nie zeruje sie w 7

czyli: vo(F'(2)) = N = v, (F(2=%)). Wystarczy teraz zauwazy¢, ze F[6]2(z) = * F(Z=2).

nie zeruje si¢ w T

Stad vo(flalz2) = v (flad]2) = v (f). Korzystajac z:

Fakt Jezeli f € My(T), 7 € H, h=h, to v, (f) > h— 1.
Dowéd: Zatézmy, ze h > 1 i niech B = [ “ 2 ] € T, \ {£I}. Wtedy: (cz + d)*f(z) = f(Bz).
c

Podstawiajac z := 7: (e + d)?f(7) = f(7), wigc (¢t + d)? = 1 (co jest niemozliwe, bo ¢ # 0 oraz
T # =) Tub f(r) = 0.

Zatézmy, ze h = 3. Wtedy rézniczkujac (cz + d)2f(z) = f(Bz) dostajemy: 2(cz + d)f(z) + (cz +
d)?f'(z) = mf’(Bz). Podstawmy 2 := 7, dostaniemy: (cr + d)?f'(z) = mf’(ﬂ. Stad
f'(r) =0 lub (c7 +d)* =1 — to jest jednak niemozliwe, bo wtedy byloby cr + d € {£1,+i} oraz
c# 0, czylier +d € Q) \ Q. Ale h = 3, wiec ([DS, Corollary 2.3.5.]) 7SI5(Z) = u3Sl(Z), w
szezegblnoscl 7 € Q(ug). Wystarczy zauwazyd, ze Q(us) NQ(4) = Q. Stad musi byé f/(r) = f(r) =0,
wiec v (f) = 2.

dostajemy: X ) 14 (-1)
+ vr + (h —
vlgi) = ——=— > - =1

oraz vo(w;) = vo(gj—(q)) =uvp(g;) —1>0.
3.5.3
* Réwnosé M, (Sla(Z)) = S, (Sla(Z)) @ CE,:

Oczywidcie Sy, (Sla(Z))NCE,, = {0} (jezeli aE,, € S,,(Sl2(Z)), to poréwnujac zerowe wsp. Fouriera: oo = 0).
Ponadto: f(z) =), anq™ € My(Sl2(Z)) (gdzie ¢ = exp(2miz)) = [ — aoEy € Sn(Sla(Z)).

* Réwnosé Sn(SIQ(Z)) = AMnflz(Slg(Z)):

Oczywiscie S, (S12(Z)) D AM,,_12(S12(Z)). Jezeli za$ f € S,,(Sla(Z)), to (poniewaz A ma zero tylko w ico,
oraz f ma tam zero) f/A jest holomorficzng forma automorficzna wagi n — 12, czyli forma modularna.

* M(Sly(Z)) = C(E4, Eg) — sposéb I: Zauwazmy najpierw, ze Ey oraz Eg sa algebraicznie niezalezne nad
C.
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™ sy algebraicznie niezalezne

Lemat x,y sa algebraicznie niezalezne nad cialem K wtw. gdy «", y
nad K dla pewnych m,n.

Dowdd: Bez straty ogdlnoéci n = 1 (wystarczy zamienié¢ zmienne). z,y™ sa alg. zalezne nad K
= [K(z,y™") : K(z)] <00 = [K(z,y) : K(z)] = [K(z,y) : K(z,y™)] - [K(z,y™) : K(z)] <

m-[K(z,y™): K(x)] < oo = x,y sa alg. zalezne nad K. Implikacja odwrotna — oczywista.

Wystarczy wiec wykazaé, ze A = E3, B = EZ sa algebraicznie niezalezne nad C. Zalézmy nie wprost,
ze p(A,B) =0, p(X,Y) = > pa(X,Y) € C[X,Y] (pqg — czesci jednorodne). Wtedy, poréwnujac wagi
stwierdzamy, ze V4gpqa(A, B) = 0. Niech pg(X,Y) £ 0, pa(X,Y) = H?Zl(X — ;YY) dla a; € C. Wtedy
V.ecpia(A(2),B(2)) = 0= 3; A(z) = a;B(z). Ale E4, Eg maja 1 za zerowy wspdlczynnik Fouriera,
wiec aj = 1, E4(2)? = Eg(2)3. To jest jednak niemozliwe (wystarczy np. poréwnaé¢ wspélezynniki Fouriera

przy q).

Stad Mo, (Slz(Z)) ma podprzestrzen @, | gy—on (E4 E§), wymiaru doy, := #{(a,b) € Zx¢ : 4a+6b}. Wiemy,
[2n/12] — 1, 2n =2 (mod 1)2
[2n/12], 2n # 2 (mod 1)2
Wystarczy wykazaé, ze (d,,) spelnia ta sama rekurencje — warunki poczatkowe sa oczywiste, za$ poniewaz

kazde rozwiazanie 4a + 6b = 2n spelniajace b > 2 odpowiada rozwiazaniu 4a + 6(b — 2) = 2n — 12 oraz
dokl. 1 z réwnan 4a = 2n, 4a + 6 = 2n ma rozwiazanie, to da, = da,—12 + 1. Stad: M, (Sl2(Z)) =

®4a+6b:2n <E2Eg>
* M(Sly(Z)) = C(E4, Eg) — sposéb I1: Wykazemy to indukeyjnie. Dla pierwszych wartosci mamy (zauwaz-
my, ze znamy wymiary tych przestrzeni):
My (S2(Z)) = C, Mx(Sla(Z)) = 0, My (Sla(Z)) = (Es), M(Sl2(Z)) = (Ee), M10(S12(Z)) = (EsEs), M12(Sl2(Z)) = (E)
Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla liczb mniejszych od n. Niech 4a 4+ 6b = 2n (takie liczby a,b € N
zawsze istnieja). Wtedy M,,(Sla(Z)) = (E$EL) & S, (Sla(Z)) (jezeli f(z) =3, ang™ € M, (Sla(Z)), to f —

aoEjng S Sn(SIQ(Z))) Ponadto Sn(SIQ(Z)) = AMn,u(Slg(Z)) = (zal. md) = A((C[E47 EG] N Mn,12(812(Z)))
i wystarczy zauwazy¢, ze A jest (z definicji) kombinacja F4 oraz Eg.

3.5.4 (a) oczywiscie So(I'o(p))NCGa,, = {0} oraz S2(To(p)) @CG2,p, C Ma(To(p)). Réwnosé wynika z réwnosci
wymiaréw, ktére obliczamy ze wzoréw ze str. 88:

dim M3(To(p)) —dimSa(To(p)) = (g — 1)+ ex) —g =€ — 1 =1
(b)
(c)

3.7.1 (a) jezeli v € Slo(Z) generuje nietrywialna grupe izotropii, to jest Sla(Z)-sprzezona z jedna z macie-

+1
0 1 0 -1 0 -1 . PR . .
7y , , — wystarczy wiec pokazaé, ze te macierze nie

-1 -1 1 0 1 1
b
sa Gl (Q)-sprzezone ze swoimi odwrotnoéciami. Zalézmy, ze aya™! = 47! dla a = [ “ J ],
c
0 1 0 -1 0 -1
’Y e ) ) N
-1 -1 1 0 1 1
0 1
Wtedy dla v = [ 1 1 ] mamy:
—b a-b> ey enlg | O -b—d
d c—d| 7T T . b
) . . a a+c 9 2
co daje a = —d, b =a + c i w rezultacie a = ,deta=—a"—ac—c* <0
c  -a

Analogicznie w pozostatych przypadkach dostajemy: det o < 0, co daje sprzecznosé.
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3.7.6 (a)

1
(b) omac 1 o]lo =111 o
ZNaczmy: Y, = —
v n 1|1 1 n o1 n—n+1 l-n

(mod N). Wystarczy wykazaé, ze idealy J,, := Ann(L,,/Lo(N)) (odpowiadajace punktom elip-

]dlan2n+1_0

1 0
tycznym T'o(N) l ) 1g) sa rézne dla réznych n. Zauwazmy, ze
n

Sy, ={a+bus € Zjug] : (a+by)[z,y]" € Lo(N)} =

= {a +bps € Zlpg] : (a+by)[1,0]" = [,0]"  (mod N), (a +b7,)[0,1]" = [+,0]"  (mod N)} =
= {a+bus € Zlug) : [a+bn,b(n*—n+1)]7 = [x,07  (mod N),[0,a+b(1-n)]T = [*,0]T (mod N)} =
(bo Nn? —n +1)
={a+bus € Zjug) :a+b(l—n)=0 (mod N)} =
{a+bus € Zjug) : a =bn? (mod N)} = {(bn® + cN) + bug € Zue) : b,c € Z} =
= (n*+ ue)Z+ NZ

Zalézmy, ze J.,, = J,, — wtedy w szczegdlnosci m? + ug € (n? + pg)Z + NZ, czyli m? + ug = A(n* +
pe) + BN dla A, B € Z. Poréwnujac wspoétczynniki przy pg dostajemy: A = 1, wiec m? = n? + BN
orazm=m?+1=n?>+1=n (mod N) oraz m = n.

(c)

3.7.7 Chcemy pokazaé, ze zbiér reprezentantéw warstw dla T'o(M)/To(p*M) to {a1,...,01,...}. Niech v =
a b
c d
Ponadto:

€ Io(M), gdzie ¢ = MC. Zauwazmy, ze ad — bc = 1, wiec p dzieli co najwyzej jedna z liczb ¢, d.

* *

-1 _ -1 _
95 = are— dj) *] V6;

* *
M(Cmjp—d) =
Rozwazmy 2 przypadki:

1° ptd:

Z powyzszych wzoréw mamy wtedy: p { Cm,p—d, wiec fyﬂj_l & To(pe M), a ponadto 'yaj_l € Do(peM)
tylko i wytacznie dla j = d=*C (mod p°©).

2° p|d, d = pD:
Z powyzszych wzoréw mamy wtedy: p 4 C — dj (bo p 1 ¢ = MC), wiec 704{1 & To(p°M). Ponadto
Cm;p—d =0 (mod p°®) wtw. gdy C(m~+;jM) = D (mod p*~ 1), czyli wtw. gdy j = (CM )~ (D—-Cm)
(mod pe~1).

Reszta zadania wynika z teorii grup: jezeli A/B = {[a;] : i = 1,...}, B/C = {[b;] : 7 = 1,...}, to
A/C ={laibj] 14,5 =1,...}.

Rozdzial IV
Podrozdzial 4.2

4.2.2 Jezeli v1, 2 sa reprezentantami tej samej warstwy I'(N) \ T', to v1 = 72 dla pewnego v € T'(N), wiec
Ef[mlk = (EfVk) 2]k = Ef[yalk (skorzystalismy z modlarnosci B} wg I'(N)). Stad E} - nie zalezy od
wyboru reprezentantow.
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Ponadto jezeli I'(N)\ T = {[11], ..., [ym]} oraz v € T, to:

EL e =Y (BYl k_ZEk yﬂk_ZEk il
J
([vs] ¥ [ jest bijekcja w T'(IV) \ T'), co dowodzi stabej modularnosci. Holomorficznosé na H oraz w
cuspach wynika z tego, ze wszystkie sktadniki je spelniaja.

4.2.4

(a) jezelin = [[,c,pi" > 1 to:

Z wu(d (zapominajac o skladnikach podzielnych przez kwadrat) Z H i
ACJ €A
|A|
_ A= S (AN Cpye 21— 1yl 2
=Y =3 (e =a- -0
AcJ k=1
(b) .
Ej(r)=en Z (cr+d)F=en Z (et +d)7* Z u(n) =
(¢,d)=v  (mod N), (e,d)=v (mod N) n|NW D(c,d)
NW D(c,d)=1
—en > > um)(er+d)F =
(¢, d)=v (mod N) n|NWD(c,d)

Zamieniamy kolejno$é sumowania oraz sumujac najpierw po n (dla k > 3 szereg jest bezwzglednie zbiezny);
korzystamy z tego, ze NWD(c,d,N) =1 (bo (¢,d) = v (mod N))

=en Y. p(n) > (cr+d)~F| =
NWD(n,N)=1 nlc,d
(¢,d)=v (mod N)

(podstawiamy ¢ = nC, d = nD)

S S T R S R EED S L

NWD(n,N)=1 (C,D)=n—1v (mod N) NWD(n,N)=1

(grupujac wyrazy wg reszty modulo N)

—en Y. 3 “Tsl”,j) GE () =en Y. CHR)GE U(r)

n€(Z/N)* \m=n (mod N) ne(Z/N)*

Podrozdzial 4.3

4.3.2 (a) oczywiste
(b)
X = > xm)u =
n=0 nez/N
(jako ze NWD(m', N) = 1, to mnozenie przez m’ jest bijekcja na Z/N — mozemy wiec sumowaé po
nm')

= > x(m' ) =x(m!) Y x(muyl =

ne€Z/N ne€Z/N

(grupujac n wg przystawania modulo N')

N'—1 N-—1 N’'—1 N-—1
=x(m’) Y S xRl | =xm) Y S x(m) |t
n’=0 n=0 n’=0 n=0

n=n’ (mod N’) n=n’ (mod N’)
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Zalézmy, ze N' < N (tzn. g > 1). Z prymitywnosci x wynika istnienie aj,as € (Z/N)* takich,
ze a1 = ap (mod N') oraz x(a1) # x(az) — wtedy biorac a = aj'as (mod N) dostajemy: a € K,
x(@) # 1. Ale aF = K, wige: x(a) e X(1) = S X(a1) = Tnearc X(2) = S X(n), wiee
Y oner x(n) = 0.

Dla g = 1 mamy: K =1, wiec Y, x(n) = 1.
Mamy:

- x(n), g=1
SRCED SRR R R
n=0 ’

— nen' K ek g>1
n=n’ (mod N)

Jezeli g > 1, to x(m) = 0 oraz (z powyzszej linijki) N1 o x(n)pt = 0, wiec obie strony
sg rowne.

Jezelig=1,tom=m', h=1, N = N’ oraz:

N—-1 N—-1 N—-1 , N—-1 ,
> x(myuR = x(m') x(n) | ufr = x(m’) > x(n' )k = x(m)g(x)
n=0 n’=0 n=0 n’=0

4.3.3

(a) jezeli v € Ty(N), to NWD(d,,N) =1 (bo N|c, = aydy =bycy +1 =1 (mod N)), wiec 15(d,) = 1.
Stad: f € My(To(N)) wtw. gdy f[V]x = f = x(d)f dla kazdego v € To(N).

-1

(b) jezeli f #0, f € Mi(N,x), to (=1)*f = f l 0

k

4.3.4 Oznaczmy: m = ¢(N). Niech (W* = {x1,- -, Xm}, za$ {71,...,Ym} beda reprezentantami warstw
* ok
Lo(N)/T1(N) = (Z/N)*, vi = [ o g | Wtedy {di,...dn} = (Z/N)".

Niech f € I'1(N) — szukamy funkcji f1,..., fin spelniajacych réwnania:
Fle = xild) i
i=1
— zauwazmy, ze aby byly one spelnione dla dowolnego v € T'g(IN) potrzeba i wystarczy, by byly spelnione

dla 1, ..., %m (boyy; ' € T1(N) dla pewnego i, wiec f[y]x = f[7i]x). Dostajemy wigc uktad m réwnai z

m niewiadomymi:

flle =Y xild)) fi, dlaj=1,...,m
i=1
— w postaci macierzowe;j:
fimle fi
= [Xj(dﬁ]@j

-1
2%}

Relacje ortogonalnosci mozna jednak zapisa¢ w postaci: [x;(di)ij [x;(di)l;; = ml, czyli [x;(d;)]

L[Xi(d;))i,; co oznacza, ze powyzszy uklad ma dokl. 1 rozwigzanie dane wzorem:

fi flmlk

o | =N |

Im Jlvmle
czyli fi =300, Lxi(d;) f1vs]k-



Pozostaje wykazaé, ze f; € Mg(N, x;). Ustalmy d; € (Z/N)*. Mnozenie przez d; jest bijekcja na (Z/N)* =
Lo(N)/T'1(N); niech did; = dy(;y (mod N) dla pewnej permutacji o (wtedy v = Yoy (mod I'1(N))).
Niech E, bedzie macierza permutacji o (tzn. E, ma jedynki na miejscach (i, 0(i)) oraz zera na posostatych

miejscach).
filnle ) flnlelv] . flv] ) o)
- [%Xz(d )] i [EXi(dj)} 2 . [EXz(d ) . =
fmlnile flvmlelnle Flvmilw FVom)lk
1 fmle 1 flml
[7X1<d )] i+ Fo - = [77(d0(]))} .- =
flvm] flvmd]
) flnle ) flnle
= [xildidg)lig | - = diag(xa(dr), - xm(dr) - [ =X (d;)]ij - =
Flvmlk flymle
i x1(di) f1
=diag(x1(dp),...,xm(d))- | ... | =
czyli filnlk = xi(di) fi, co daje teze.
Podrozdzial 4.4
441 () T(1) = [Fetdt=[—et|F =0—(-1) =1,
(b) F(1/2) = /7 e_tt_l/2 dt = (podstawiajac s = =2["e e ds = = e ds = \/fI - yocooe 22=y* dy dx =
(przechodzac na wspoétrzedne biegunowe) = \/ . f —ore " drdg = \/27r [Zore ™ dr = \/2n[—e " J2]3° =
NG

(¢) calkujac przez czesci:
[(s+1) = / ettdt = (u=t,dv=etjdu=st*"1v=—e") = [—tseft}8°+s/ elt* "t dt = 04sI'(s)
0 0

d) mamy: (1 —t/n)"t*"x0n e~ 't*~! (znany fakt), wiec dla s € R z tw. o zbieznosci monotonicznej
(0,n]
dla calki Riemanna mamy: lim, I,,(s) = I'(s) (dla s € C mozna zastosowaé to tw. osobno do czesci

rzeczywistej 1 zespolonej funkcji podcatkowej).
Podstawiajac t — ¢/n, a nastepnie calkujac przez czesci dostajemy:

s .

1 1
In(s):ns/ (=)L dt = (1 = (1—8)", dv = £=1) = n*[—n(1—t)"~ 1t /5]l " ”/ (1—t)" 14 dt
0 0

=0+ s (:S— 711)s+1 Lioa(s+1)= %(n/(n — 1)) (s +1) =
= L= 1) e - 2) L (s 1 2) = =
lj J+1 ystn Js+nij—7l Li(s+n—1)
Ale I1(s+n—1) fo Hetn Tl = o — o wiee:
1 B 2 G+1) 1

s) = 1 ﬂ stn—j 1 . = ns.
In(s) H( j ) s+n—j—1) (s+n)(s+n+1) H”_ll(s+n ]—1)(+n)(3+“+1)
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S

s H;:f(jﬂLl) ' 1 B n
T ie+i—1) GraGrnrD)  sTIa0+s)

Stad:
1 1

—S I (L s/ —s/f)  —s* 11 (1 — 2/5%)

L(s)In(—s) =

co po przejsciu n — oo daje: T'(s)T'(—s) = *%7 wiec:
D(s)D(1 - 5) = =sD(s)0(—s) = —
S —S) = —S8 S —8) =
sin(ms)
wystarczy zauwazyé, ze (t L)) (tF) = (¢ L)(n=D(gtk) = | = k"tk; reszta jest oczywista.

mamy: (f(cX)) = X f'(e¥), wice t g = 3%
Proste obliczenia daja:

1 1 2miz 1 4miz 1
— (G(2) — 2G(22)) = — (m” - 2m'e.+> -
1

i T 627mz -1 e47r1z —1

1— e27riz e27riz 6727r7,'z

= — = — - - = —F F(—
1+62mz €2W12+1 + e—2ﬂzz+1 (Z)+ ( Z)

wiec porownujac szeregi Taylora:

| (220~ 1)C(20) by o 22— DC(L - 2m) @),
g (G(z) — 2G(2z)) g —z = ; 2n =1 z = —F(2)+F(—=2)
co daje: 2(2%_1.;)4(2") = 2(2%_1)4((217:_21"))!(2”)%71, czyli teze (I'(2n) = (2n — 1)!).
—k/2 (b) (27Tl)k (4.16) —(1=k)/2
w2160 @ ST o - ) 2w 0B (- k200 - By
——
=C/2

(—’I")S — eslnr—l—isrr — eslnreisrr — (_1)37,5

dla ®s > 1 z podpunktu (a) mamy:

SR DI D DI D SIS R »
m=n (mod N) m=n (mod N), m=n (mod N), m=n (mod N), m=-n (mod N),
m>0 m<0 m>0 m>0
(obie strony sa zbiezne, wigc grupowanie/rozgrupowywanie wyrazéw jest dozwolone)
pierwszy wzor wynika ze wzoru (% (s) = ( Z X( “DYL(s, x) ze str. 122. Granica wynika z zadania
4.4.4 oraz znanej granicy: lims_,1(s — 1){(s )
ti (1 (<1) ) s, L) = lim —n (14 (<1)7) [T (1= 7))
im —— - s,1y) = lim —— - —p s) =
s—1 (b(N) s—1 ¢(N) oIV
L+ (=) [Ln(1—p7%)
= tim T s g =
s—1 s—1 NHp|n(1 - %7)
T G DI T o
_shgi s—1 N_gLH} s—1 N
o l4eim1 0 e 11 (—im)? (—im)3 ) 1 ir
= — oy sy Iy D g ) g =

pierwsza réwno$¢ wynika z (¢). Dowdd drugiej réwnosci — mamy:

DRCEIIRNID SRTISUD SELLIES S PRI o S PRl)

X#1n X#1In =1 I=1 x#1n k>0 me(Z/N)* X#1n
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(pogrupowalismy wyrazy — w kazdej grupie jest po ¢(N); jest to dozwolone, o ile obie strony sa

_1n_ ) o(N)=1, I=n (mod N)
X;NX(" ll)_{ 1,  1#n (mod N)

zbiezne), a ponadto

wiec:

1
_Z Nk+n Z Nk+m

k>0 me(Z/N)*
i analogicznie:
_ _ ¢(N) 1
> x((=n) ML, x) = D> X(N=n) L1, x) =) NELN—n > Nitm
X#LIn X#In k>0 me(Z/N)*
co daje:
oy w1 L ! o 1 1
0= Tty 3 XN 3 a(em L0 = +§)(Nk+n e
om Ly =) | = 5+ T cot(mn/N)
“NTN n/N k+n/N k—n/N)| N NCO "

k>1
(uzasadnienie (*) - jezelia; — 0, oraz szeregi 3~ o(azi+az2i11), a0+ ;50(a2i+1+az2i12) sq 2bieine,

to sq réwne, bo ich sumy czedciowe réznig sie o elementy dgzace do zera).

* dt e d
[(a)l(b) = 2/ e 2/ w22 = 4/ et w201y 201 gy gy —
t=0 t u=0 u R2

4.4.6

(przechodzac na wspoélrzedne biegunowe)

=0

o R /2
= 4/ / e (rcos @)?* L(rsing)?*~dr dp = 4/ e " r2(a+b)_1dr-/ (cos ¢)22 L (sin )2~ dop =
r=0J¢=0 [

r=0

=0

/2 1
=2T(a +b) / (cos )2 Y (sin $)?** "1 dp = (z = cos® ¢) = T'(a + b) / 2271 —z) de
@ 0
Ostatnia w zadaniu réwnosé wynika z podstawienia x = 1 — ™.
Podrozdziat 4.7

4.74
/ Z e (rtmitys=1 gy — Z/ e~ rtts=1 gt — (podstawienie u = (r + n)t) =
—5 /0

o0

> —u, s—1 _ 1 o
_Z (n+r)s / e d“—ZmF(S)—C(W)F(s)

n=0 n=0
4.7.5 (a) stosujemy twierdzenie o residuach — funkcja ta jest holomorficzna na dowolnym pierécieniu kotowym

wokol zera tej postaci:

>_
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b) przyjmujac dla t > 0 w pierwszej calce: (—t)® = t°¢~"* oraz w drugiej calce: (—t)* = t%¢'™, a
3!

nastepnie podstawiajac z = —t dostajemy:
~ d o _ ) dt L , dt
/ fr(z)zsflfz :/ fr(it)tsflefm(sfl)i 7/ fr(it)tsflem(sfl)i _
[—o00,—€]U[—e,—0o0] z € t € t
Korzystajac z réwnosci: f,.(—t) = tfr(t):
0 ) dt o . dt
_ / fr(t)tsefm(sfl)i o / fr(t)tsflez‘n'(sfl)i _
c t o Je t

= gp(8) - (7™ — ') zad 4.7.4 —2i0(s){ (s, r) sin(ws)

(¢) funkcja fr(z) ma usuwalna nieciagto$é w zerze (licznik i mianownik maja pojedyncze zera), wiec jest

. . . . s _ R(s—2)
ciggla w 0, czyli ograniczona w pewnym otoczeniu 0: | f,.(2)| < ¢;. Ponadto: [2572| = e‘frlqziq() <eg-

|2|R(5=2) Stad: | Jowe Fr(2)2572dz| < |C(0,€)]-cre0-eR=2) = C-e®=1 oraz lim. g Jowe fr(2)2"2dz =

0.
Podrozdzial 4.8

4.8.3 Rozwijajac w szereg geometryczny:

(1) = (2m0)?/12(~1+ 24 ”iq;nm) = (2m0)? /12 (1424 3" S mgt™) =

m>1k>1

1

= (2mi)?/12- (-1 + 242 q" Zd )= % — 82 Z o(n)q" = Ga(1)
d|n

n>1 n>1

(skorzystatlem ze wzoru na Go ze str. 18 oraz ((2) = 72/6; bezwzgledna zbiezno$é pozwala na zmiane

kolejnosci sumowania).
4.8.7

(a) podnoszac réwnanie (ze str. 12) 0(;755) = V47 + 1 - 0(7) stronami do potegi s (gdzie 2|s) dostajemy:

9([ 10 ] () = 0(——— ) = (47 + 1)*/2 . g(7)° = (9(.,3)[[ i (1) ]]sm) (7)

4 1 41 +1

wiec (poniewaz 6 jest 1 okresowa oraz z zadania 1.2.3 macierze +

1
oraz +
1 ‘|

0 1 .
) generuja

1 0

ri(4). e([ i

] ,8) € M /o(T'1(4)).

(b) zauwazmy, ze dla I'; (4) mamy (z zadania 3.8.7 oraz ostatniego wzoru na stronie 102): €7 = 1, €79 = 2,
czyli et%9 > 2g — 2 = —2 (z tabeli 3.4. mamy: g = genus(I';1(4)) = 0), wiec z twierdzenia 3.6.1 mamy:
81(F1(4)) = 0, dlli(F1(4)) = 5229/2 =1.

Z tabeli 3.4 dostajemy ponadto: S3(I'1(4)) = 0, dim M3(T';(4)) = 3312 = 2, 84(I'1(4)) = 0, dim M4 (I'1(4)) =

4-143 _
L3 = 3,

Zauwazmy, ze mamy 2 charaktery modulo 4: 1 — trywialny (o przewodniku 1) oraz x spelniajacy: x(n) =
(=1)("=D/2 dla 2 { n, x(2) = 0 (o przewodniku 4). Stad M ,5(I'1(4)) = M,/2(4,1) & M/2(4,1). Ponadto
(wg oznaczen z 4.8): As1 = {({x,1},1)}, wiec z twierdzenia 4.8.1: M, (T';(4)) = (EX""). Stad: 6(r,2) €
Mi(T1(4)) = 6(r,2) = cEXY' =  poréwnujac wspélezynniki w rozwinieciach Fouriera: 7(n,2) = C -
ot (n) = C- > X(d) = C- Zd‘ng,(d(fl)(d*l)/2 (gdzie ¢, C sa stalymi). Poréwnujac strony np. dlan = 2
dostajemy C = 4.
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Dla s/2 = 3 mamy: M3(4,1) = 0 (poniewaz 1(—1) # (—1)3) oraz As3 = {(x,1,1), (1, x,1)}, wiec
Mi(T1(4) = (EXHY) @ (B

co oznacza, ze r(n, 3) = CoX* (n)+Dos*(n) = Pdn d?-(Cx(n)+Dx(n/d)) dla pewnych C, D. Poréwnujac

strony np. dla n = 2,3 dostajemy (C, D) =7

Dla s/2 = 4 mamy: My(4,x) = 0 (poniewaz x1(—1) # (—1)%) oraz As4 = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,4)},
wiec

Mi(T1(4)) = (Ey M) @ (By ) @ (Bp )

co oznacza, 7e 1(n, 4) = cos* (n )+da3 (n/2) +eas™ (n/4) dla pewnych ¢, d, e. Poréwnujac strony np. dla
n = 2,3,4 dostajemy (c,d,e) =

Podrozdzial 4.9

4.94

]?(d) = / y* Tl e 2midy gy — / y* e w(r=d) gy — <p0dstawienie —2miy(r —d) = z> =
Y y=0

=(r—d)"*(-2mi)~"° / e *2 7l dz
L

gdzie L jest pélprosta o poczatku w 0, przechodzaca przez —d. Z twierdzenia o residuach: | L e ?25 ldz =
fooo e Yy*~ldy = T'(s) (funkcja f jest holomorficzna na obszarze ograniczonym przez pétproste L oraz
(0, 00), oraz maty tuk C. wokol zera, wiec calka po tym konturze jest réwna 0. Ale | fc e #2571 < Ce®),

co daje réwnos¢ przy przejsciu € — 0). Stad:

fld) = (7 = d)*(=2mi)°T'(s)

co daje:
(—2mi) T(s) Y (r+d) " =Y F(d)e™™ =" f0+m) = > m g™
dez dez meEZ m>1
Podrozdzial 4.10
4.10.8
(a)
1
ac.p) = Y a p APHBC = (4(A,B) =0 dla vt A, za$ dla resaty: A =vA’ dla A’ € Z/u) =
A,BEZ/N
1 —w 1 _ A
= N (’UA/ ) A'D+BC __ N Z ZZJ(A/)QD(B)MH A'D+BC _
A'€Z/u,BEZL/n A'€Z/u,BEL/n
1 _ _
= ¥ Z NS sk
€Z/u BEZ/n

Zalézmy najpierw, ze uf C — wtedy 1 # u& = u§?, wiec dla S = ZBEz/n B(B)ukc

p§rs = Z B(B)ulP TP = (¢ jest charakterem  (mod v)) = Z P(v+ B)uly B¢ =
BeZ/n BeZ/n
= (podstawiajac B +— v+ B) = Z BB, =S
BEZ/n

wigc S = 0 oraz w tym przypadku a(C, D) = 0.
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Zalézmy teraz, ze u|C, C' = —cu. Wtedy:

aen) = z1v< 2 w(A’)uuA'D) - ( 2 w<B>un3”) —fv( > w(A')uuA’D) ~ ( > w(B)uvBC) =

A'€Z/u BeZ/n A'€Z/u BeZ/n
(zauwazmy, ze skladniki sumy w drugim nawiasie zaleza tylko od reszty B (mod v), wiec kazdy wyraz

wystepuje u razy)

= o X e e S e

A'€Z/u BEZ/v
Wreszcie, korzystajac z formuly (4.11) ze strony 118 (na ”przekrecone” sumy Gaussa):

= (FCDIg)) - (- o) -9(@)) = (bo N = ) = ~G(~D)p(~c)g(¥)g(?)

co$ tu nie gra ze znakami — > ¢ powinno by¢ -c

ze wzoru (4.46):
Gi(rs) = Y, a@DG () +(-1)F Y a(-C,—D)G (r,5) =
C,DEZ/N C,DEZ/N
= (uwzgledniajac zerowanie si¢ a oraz a) =
- S alewd+en)G T () + (-0 YT a(—cu, —(d+ )G (7, 5) =
c,e€Z/w,d€L/v c,e€Z/u,d€L/v
= (z podpunktu (a)) = Z w(c)E(d)G,(:u’dﬂv)(T,s)
c,e€Z/w,dEL /v
9(W)g(@ o\ leudte
b S ) =
c,e€Z/u,deL /v
= GP(r,s) + ()R RPTE) (w)vg @) gev(r,s)

z liniowosci transformaty Fouriera oraz wzoréw: g(¢) = ¢(=1)g(¥), (=1)" = (=1)p(-1), [9(¥)|* = u
dostajemy (—1)*g(y) = (-1 5

= L @p(rs) = —= (@ () + () LD e ) = BEe(r,5) + o(-DEE (7,9)

b
Gl ) 9(@) v

9(P)
Podrozdzial 4.11

Zauwazmy, ze dla p f m mamy:

> e(mr?/p)= > elk/p) - #{r:r*=m 'k (modp)t= Y e(k/p)- <1+ <m1’“)> _

rEZ/pl keZ/p kEZ/p

o (52) ()~ 5+ (2) 5, )0+ ()

keZ/p keZ/p

Ponadto g(x)? = (—1/p)p (Ireland, Rosen).

Dowéd réwnosci: zauwazmy, ze dla p # 2 liczba 2 jest odwracalna (mod p), wiec A/pA = Z[%]/pZ[%] o
Z[i/3]/pZ[iV3] = Z/p © i3 - Z/p (ostatnia réwnosé jest réwnoscia Z/p-moduléw, a nie pierscieni). Stad:

o= S e/ = Y e+ i3l = S e(b(r +313)/p) =

vEZ[iv/3]/pZ[iV/3] r1,72€ZL/p r1,72€Z/p
b\ /3 3
= ( > e(brf/p)) : ( > e(3b7'§/p)) = <p) : <p> 9(x)? = <p) g(x)* =
r€Z/p ro€Z/p

- <2> <pl> p = (prawo wzajemnosci) = (%) (1) TR ()2 (g) »
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(b) jak latwo zauwazyé, mamy:
Vwea tr(zw™) € Z & xr€B

Stad, jezeli € B t0 D e a/na e(tr(zw*)) = wea/Nal = N2, Jezeli za$ x ¢ B, to istnieje wy € A
takie, ze e(tr(zwg)) # 1. Wtedy:

e(tr(zwg)) - Z e(tr(zw®)) = Z e(tr(z(w + wp)*)) = Z e(tr(zw™))

WEA/NA WEA/NA WEA/NA
wiee > me a4 €(tr(zw™)). Analogicznie dowodzimy drugiej réwnosci.

(c) zauwazmy, ze A/p'A={v+p~lw:v e A/p~1A, we A/pA}, wiec:

onp = Y, eOuPp)= Y Y ello+pTulpt) =

uEA/ptA TEA/pt-1ATWEA/pA

= S el + 2wl + pf T tr(ow®)) /') =

vEA/pt—1AwWEA/pA

= Y el D eltr(bow®))/p) =
vEA/Ppt—1A weA/pA
(z (b) ta suma jest réwna p? dla bv/p € B oraz 0 w przeciwnym wypadku. Ale b € (Z/p)*,
wiec bv € pB & v EpB,czylivepBNA=pA < T=pwdlawe A/p'~?A)

= ) e(lpwl/p)p* = pPppp2 = (valozenie indukeyine) = p*(p'~?/3)p' "% = (p'/3)p’
wEA/pt—2A

(d) Zauwazmy, ze z Chinskiego Tw. o resztach, dla (d1,d2) = 1 mamy: A/d1Ax A/ds A = A/d1d2 A, (u1,uz) —
urdy + Uady. Stad:

Podidy = > el /(dida) = > > elblurdy + ugdy|?/(drdp)) =
TEA/d1ds A U EA/dy ATa €A dy A
= Z Z e(bdy|u1|?/ds) - e(bda|ua|?/dy) - e(tr(buju})) = (mamy: tr(bujul) = 1,
51€A/d1A52€A/d2A
wiec e(tr(bujuy)) =1) = Z e(bdy|ui|?/ds) | - Z e(bda|us|?/dy) | =
EleA/dlA E2€A/d2A

= Qbdy,ds * Pbdy,dy = (d2/3)d2 - (d1/3)dr = (d1d2/3)d1d2

Rozdzial V

5.2.5 (a) splot funkcji multyplikatywnych (tutaj: v»(m) oraz ¢(m)m*~1) jest multyplikatywny,

(b)
e+1
o (np) = o) o () = o () - (Z w(pe“‘%(pl)p“’“‘”) =
=0

o) - (BT () + DL pl ) =

= P(p)op % (n) + ¢(ptHpetVE=N % (1)

Druga formule dostajemy, podstawiajac w pierwszej n — n/p oraz mnozac stronami przez x (p)p*~*.

Trzeci wzér wynika ze zsumowania dwdch pierwszych.
(c)

Qn (TPEI?’(ﬁ’t)

anp (B ") + 1n(p) - P L ansp (VL") = anp(EL ") + 1n(p) - x(0)P (B ) =
= 200 (np/t) +2-1n(0) - x(0)P* Lol % (n/ (tp))
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Jezeli p{ N, to prawa strona to:
= 2005(np/t) + 2 X(P)p" 0l () (1)) = 2(0(p) + S(R)P* )0 (n) = () + S an (B
Jezeli p|N, uv = N to p|u lub p|v, wiec 15(p) = x(p) = 0 oraz prawa strona to:
= 200500p/t) + 2 X()p" 0} (0 (tp)

5.3.1 Niech f =", a;¢'. Mamy:

k—1
3 Zf(”/d J)w— S de("/d J) ah (LI

d|n 7=0 din =0
(n/d N) 1 (n/d,N)=1
d—1
- Z an Y 2mil - AT+ o k=1g—k, 2milnT/d? lj
= 1exp | 2me y = Z Zn d "ae ng —
120 dn 10 =0
(n/d N) (n/d,N)=1
1 .0 0, dtl
korzystajac ze wzorw: > 0_t ¢4 = ’
( ysta]q ZJ_O Cd d, d|l )

_ Z an ld—k-‘,-l ay - eQwi‘lnT/d2 _ (podstawiaj@c 1 — ld) _ Z Z(n/d)k—l ayg - e?ﬂ'i-ln‘r/d _

dji dln 120
(n/d N) 1 (n/d,N)=1
= (zamieniajac d na n/d) = Z Z dh1 “Aip/d - eld
d|n >0
(d,N)=1

Zastanéwmy sie, ile razy e2™"™" wystepuje w danej sumie — w tym celu sumujemy wspélezynniki dla I, d

spelniajacych m = ld, d|(m,n), (d, N) =1 (pamietajac, ze | = m/d):

— Z Z i /2 e?‘/ri~’rn7' — Z Z 1N(d)amn/d2 6271'1377”' _ Tnf(T)
m d|(m,n) m - \d|(m,n)
(d,N)=1
co wynika z Proposition 5.3.1., jako ze f € My(To(N)) = My(1n,N).
5.4.3 Niech Slp(Z)/T = {Tay,...,Tay} oraz I'/T' = {I"6y,..., "B} — wtedy Sk(Z)/I" = {Ta;8;,: i =
1,...,m, j=1,...,n}. Stad dla dowolnych f, g € S;(T):

(oo = VF,Z / F(sBy(0))geesBy(6)) (Tm (a3 (1)))" dp = (staba modularnosé) =

4 k
= 3 Gl B0 Glew 0 a05,0) (G ) =

- VF,Z/ FB;)g(B; () Im(3;(t)* dp =

- L Z/ F(85(1))g (85 () Tm(B;(1))* dys =

- Z [5G0 0 dn = (5.0
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5.4.4
Ve tirge = =3 [ (F)ﬂt)-g[ai]k(t)-(zmu))kduz
B Z /Xm (#(ai,t)*g(ai(t))) - (Im(t))" dyu = (slaba modularnos¢ f) =
= 3 G eue)) (e o) - (o It (6)" =
= Z/X(F (ci(t)) - gle(t)) - Im(ai(t))*dp =

- / f@)-g(t) - Im(t)*dp = Vi - (f, g)r
X(I)

5.6.3 Przez Tq(M) bedziemy oznaczali operator Heckego na My (I'1 (M)).
T(N/p) 0
0 T(N/p)

(TWN/P)g)[a],. Ponadto dla T = (d) (NWD(d,N) = 1) lub T = T, (dla g # p) mamy TN) = TW/P) | ().
Wystarczy wiec wykazaé, ze T'(glay]) = (T'g)[alp.

(a) Zauwazmy, ze (i,0 ])(f, g) = T(N/p)f+T(N/p)( [a,]) oraz T (N/p) o4 o(f,9) = TW/P) f 4

Niech T' =Ty, q # p. Jezeli ¢ { p, to wybierzmy ¢’, N’ takie, ze gq¢' — NN’ = 1. Wtedy za ostatnig macierz

! N/ / N/
w definicji Tq(N/ ) mosna przyja¢ zaréwno 1 b , jak i a .
N/p q N ¢

(e[ ¢ Np||la 0 PO =
T(gley)) = (jzog[lo . Je + a1 N] g[[N/p q Ho 1]@[[0 1]]1@_

= p 0 ¢ N'p q O p 0

—;9[[0(]][01]k—’—[qTN]g[[N/p q][o 1][0 1]]k

I S dap N

= J_Og[[o . Je + gt N] g[[ N¢ g bk

S [p o] p Ol d N|la 0 _
(Tg)led, = j_og[[o 1][0 q Je +[q 1 N] 9[[0 1][]\] q 1[0 11]1@_

R A p Ol d N ||a O _

- j—og[[o ]’“qu'g[[@ 1HN a HO 1%_

Zauwazmy, ze mnozenie przez p jest automorfizmem na Z/q, oraz

g[lg z;j]]k:g[l(l) [p]'l/q1]]k[[§ (pj (I;odq))]}k:g[[l? (pj (modq))]]k

wiec:

(Tolaly = Fog[[g ot lat N [[’; ?va fng (1’]1k=
- ]_Og[[g o+ latN) [qu g ]1

co dowodzi przemiennosci.
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pl N/

(b) jezeli pt N/p, to niech p'p — N’ = 1. Wtedy (p)(N/P) = |
: N/p p

]]k. Mamy:

. TZSN/p) P! - (N/p) k—1 (N/p) (N/p) k—1 N/

Z;UO _<p>(N/p) 0 (fag) :ZP(TP f+p N ga_<p> P f) :TP f+p - g — (<p>( p)f)[ap}k =
[yt LI . PN {]p 0 b1 . Y N ||p O
—< i~ 1 Jk +[pt N/pl f[[ Nip p [0 ) M) +p" g~ [Pt N/p| f[l Ny p ] lo ) ]]k

=§jjfﬂé i]k+w*g

oraz

p—1
T}SN) oip(f,g) = T}SN)(f—i-g[Oé]p) = : f[[ (1)
1

1] prpi, =1 0]
=S/ I+ Y o p gl )=/ kY o pTlg(r 4 4) =
= 0 » =0 P i=0 0 j=0

co dowodzi przemiennosci.

(c) powyzsze diagramy pokazuja, ze dla T' = (d), T,, T, mamy: T o iy(f,g) = ip(*), wiec operatory Heckego
od staroformy przyjmuja wartoéci w staroformach. Dla T' = Ti», T}, wystarczy skorzystaé z rekurencji —
T =id, T,, Ty, (q), (p) = 0 zachowuja staroformy, wiec Tyr+1 = T4 Tyr — q’“_1<q>Tq7-71 oraz Tpri1 = TpTyr
rowniez.
(d) jezeli f € Sp(T1(N))"¥ = (Sk(T1(N))' )L to Ty f € Sk(T1(N))™*, bo dla dowolnego g € Si(I';(V))°H
mamy:
(Tnfo9)=(f, Thg )=0
~—~
€8 (I'1(N))otd
wiee T f € (Sp(T1(NV))?)* = Sp(Ta (M)

(e)
, I ket 0 1 0 1 _
| wn N (f;9) = ip(@" gl _NJp 0 T f1 _NJp 0 Jx) =
=pk_lg[[ _](\),/p H]Hf[[ _]?]/p é]]k[[g ?]]kZpk_lg[[ —J(\)T/p é]]/ﬁ-f[[ —(1\[ é]]k
wxoip(fig) = (F+glaol| ébkﬁ[j} o hrat| ? ?][f; é]u
= fl —3\[ (1)_]1@4-9[ _3\] ](;]]’“:f[[ —(;V (1) Jk + gl _](\)]/p é]]k[[g (1)]]k:

= (macierze skalarne dzialaja na formach mnozeniem przez potege wyznacznika) =

= [l j\/’ (1) I +pk_19[l ](\),/p (1) ]]k
co dowodzi przemienn_oéci. _
5.7.2 Niech g B €Ty =T1(N)NTY(N/d) — z definicji mamy wtedy:
A, D=1 (mod N), C=0 (mod N), B=0 (mod N/d) (%)
Niech B’ = B

N/d:
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B||[1 oNja |
Wykazemy, ze istnieje dokladnie jedno 0 < b < d takie, ze [ c D 0 b 1/d 1 € T'(N). Istotnie:
A B 1 bN/d A B 1 —bN/d A A (-YH+B
/ fd | _ ( glv)Jr el(N) =
C D 0 1 C D 0 1 c C-(-YH+D
bN bN
& A=1 (mod N), A~(—7)+BEO (mod N), C=0 (modN), C-(— 7)+D—0 (mod N)

Z kongruencji (*) dostajemy, ze wszystkie te kongruencje zachodza automatycznie, za wyjatkiem drugiej,

wiec:
-1
A B 1 bN/d bN bN
I'(N A-(——)+B= N 1-(——)+B= N
c D 0 1 ] eT(N) < ( d)—l— 0 (mod N)&1-( d)—|— 0 (mod N) &

E'(B'—b)z() (mod N)

&= BE@ (modN)@d

d

za$ ostatnia kongruencja jest réwnowazna: b = B’ (mod d). To oznacza, ze b istnieje i jest wyznaczone

jednoznacznie (mod d).

5.8.4 Jezeli ai(f) = 0, to z rozumowania na koncu strony 195 wynika, ze f € S°4(T'\(N)). Zatézmy wiec, ze
f = g+ h jest unormowang forma wlasna (a;(f) = 1) oraz g € S?4T'Y(N)), h € S™*(T'(N)). Niech
Tof = Anf, wtedy:
An = A - a1(f) = a1(Anf) = a1 (Tn(f)) = an(f) (*)
)9

Ponadto Tp,g+Toh = Tnf = an(f)f = an(f)g+an(f)h oraz (n)g+(n)h = (n) f = x(n)f = x(n)g+x(n)h.
Ale Ty,g € SPTY(N)), T,,h € S™*(T'(N)) oraz S°4(T'H(N)), S™¥(T'1(N)) sa liniowo roztaczne, wiec z
réwnosci Tr,g+Tnh = an(f)g+an(f)h wynika, ze T,g = an(f)g, Tnh = an(f)h; analogicznie (n)g = x(n)g,

(nYh = x(n)h.

Ale to oznacza (na mocy Theorem 5.8.2 lub rozwazan podobnych do (*)), ze a,,(h) = ¢-a,(f) dla pewnego
¢ € C i wszystkich n. Stad jednak: h = > a,(h)q™ = ¢>_an(f)g"™ = cf. Jezeli ¢ = 0, to h = 0, wiec
f =g €S UYN)). Jezeli c # 0, to f = ¢ th € S*"*(T'(N))

5.8.6

(a) niech {f1,..., fr} beda wszystkimi nowoformami rzedu dzielacego N. Zal6zmy nie wprost, ze dla kazdego
i istnieje p; { N takie, ze ap,(g) # ap, (fi). Zgodnie z twierdzeniem 5.8.3 mamy: g(7) = >, ¢; ; fi(n; ;7) dla
pewnych ¢; ; € C. Rozwazmy operator [[,(Tp, — ap,(fi)). Zauwazmy, ze (T}, — ap, (fi))(f;) = (ap,(f;) —

ap, (fi)) - fj, wiec:

1Ty = an. (5 (f3) = [ L@ (£3) = ap.(£)) - fi = 0

co daje:

H(Tpi —ap, (fi))(9) = H( pi — ap,(fi)) (chfz N T ) =0

i i
(zauwazmy, ze p; { N, wiec p; { n; j — to gwarantuje, ze Tj, o o, ;] = [an, ;] 0 Tp,; wynika to np. z zadania
5.6.3 a. Stad Tp,,(f(n-))(t) = T(f)(n7)) Z drugiej strony, g jest unormowana forma wtasna, wiec
Tpig = Xig = Xi = ar(T}:(9)) = ap,(9)

czyli Ty, g = ap,(g)g oraz

0= —ap, (Fi))(9) = [ (ap: (9) = ap,(£1)) - 9

4 %

czyli ap, (g) = ap, (fi) dla pewnego i. Sprzecznosé konczy dowdd Proposition 5.8.4.



(b)

5.9.1

5.9.3
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niech fi bedzie funkcja znaleziona w poprzednim podpunkcie. Niech g(7) = Z” ¢ jfi(ng ;7). Zatbzmy
nie wprost, ze ¢s ¢ # 0 dla pewnych (s,t), s # k Wtedy:

=T,0>_cijfi(nigm) = cijap(fi) fi(ni )
7,7 1,7

a z drugiej strony:

w(9(7)) = ay(9)g = ap(g) - Z cijfi(nim)

wiece >3, s ¢ijap(fi) fi(ni;m) = 32, ; ap(g)cij fi(ni;7) oraz z liniowej niezaleznosci (Theorem 5.3.3) mamy:
cijop(fi) = cijap(fi). W szczegblnosci a,(fs) = ap(g) = ap(fx) dla kazdego p t N, co przeczy Strong
Muliplicity One. Stad g(1) = 3_; cxj fr(nij7) € Span{fi(nT) : nM|N}.

I k/2. EH
rozwazmy funkcje g : X(I') — R, g(7) = [ Tm(7) Fl ) g — zauwazmmy najpierw, ze
0, T jest cuspem

jest ona dobrze okreslona: jezeli o € I, to z modularnosci mamy:

Im(T)F/?

o i (e 4 d) £ ()| = |Im(r) 72 f()] = g(r)

gla(r)) = [Im(a(7))*/* - f(a(r))| =

Ponadto jest ona ciagla — dla 7 € H jest ona ciagla, wiec wystarczy sprawdzi¢ ciaglosé w cuspach. Niech
s bedzie cuspem, za$ 3 € Sla(Z), G(c0) = s. Wtedy wystarczy sprawdzié¢ ciaglo$é g o f w co. Ale f jest
cusp forma, wiec f[Bli(T) = (caT +do)*f(B(T)) = q- >, ang™. Stad:

T k/2 I k/2 )
m( ) Zanq | \a0| m( ) 6—27'”[771(7') -0

hm g(B(T)) = m(7-)—>oo |C T+d |k

li _
Im(7t)—o0 Im(ir)n—m)o | |Ca7' + dy |k R

Stad funkcja g jest ciggla na zwatej przestrzenii, wiec ma maksimum, i jest ograniczona.

mamy:
nkfl 4 41k Edndk_l -
L < k-1 = T‘Lk—l =>_(d/n)*!
d|n
= (podstawiajac d' = n/d) = z:(l/d’)k_1 << z:(l/cl’)k_1 =((k-1)
d'|n d'>0

Dowolny szereg Eisensteina wagi k jest kombinacja szeregéw E} dla 7 € (Z/N)?, wigc wystarczy to

sprawdzi¢ dla tych szeregéw. Ale ich wspélczynniki Fouriera dane sa wzorami:

¢ oia(n) =c- Y sgn(d)py™md" !

(c to stata) wiec wartosci bezwzgledne ich wspétezynnikéow sa < op_1(n) < C-nF~L

k—l),

Wsp6lezynniki Fouriera %E;f‘p dane sa wzorem ok S =@ *(¢-pe_1))(n) (gdzie pp_1(n) = n za$

splot odpowiada mnozeniu szeregdéw Dirichleta, wiec:
e k—1
o T d(n)n
L(S,gEk ) = Z (Z )(;ns _
(Z ) (Z s— k+1> =L(y,s)  L(¢,s — k+1)

Z zadania 5.9.1 (b) wynika, ze |a;f_¢1(n)| < op_1(n) < C(k —1) -nF1 wiec L(s, %E}f(b) jest zbiezne dla
R(s) > k.

Chyba nie trzeba pokazywaé, ze jest rozbiezny dla R(s) < k — "what is a half plane...”
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5.11.3

(a) Niech:
{E,f"p : ¢, v sa charakterami modulo u,v; ¢ = ¥, tuwv|M} = {Ey,...,E.}

— wiemy, ze (M, ) = Span{ E;(tT) : tu;v;|M}.

Wykazemy, ze jezeli g € Ex(M, ) jest unormowang forma wlasng to dla pewnego i zachodzi Vs ap(Ei/2) =
ap(g). Dowdd przebiega dokladnie jak w zadaniu 5.8.6(a). Zauwazmy najpierw, ze g jest unormowana for-
ma wlasng, wiec

Tp.9 = Nig = Ni = a1(Tp,(9)) = ap,(9)

czyli Tp, g = ap,(g9)g 1 podobnie dla E; /2.

Zalézmy nie wprost, ze dla kazdego i istnieje p; { M takie, ze ap, (9) # ap, (3 ;). Wtedy g € Span{E;(t7) :
i=1,...,m tww|M}, wiee g(1) = 32,57, cij3Ei(ti;7) dla pewnych ¢; € C. Rozwazmy operator

Hi(TPi - apl(%El)) Zauwazm% ze (Tm - a%(%El))(%EJ) = (api(%Ej) - a%(%EZ)) ! %Ejv WiQC:

1 1 1 1 1
11T - ap, (5 E2))(5E5) = H(am(iEy‘) —ap(5Ei)) - 5B =0
(zauwazmy, ze p; { M, wiec p; { t; ; — to gwarantuje, ze Tj, o [ay, ;] = [, ;] o Tp,; wynika to np. z zadania
5.6.3 a. Stad Ty, (3 Ei(ti; ) (1) = T(3E;) (i ;7)) co daje:

[1T — an (BN @) =TT T — an GED) | S iz Btism) | =0

7 drugiej strony:
1
0=T1(T — ap (E)(0) = [T(an.(9) — a (5E0) -9

czyli ap, (9) = ap, (3 E;) dla pewnego i. Sprzeczno$¢ koticzy dowod.

(b) z podpunktu (a) (zauwazmy, ze z Section 5.9 6, jest unormowana forma wlasna): a,(6,) = ap(%E,f’“’). To
daje:

2 p=1 (mod 3), d jest szeScianem (mod p)

1
d(p) + o(p) = o0 (p) = ap(iE,f’“o) =ap(fy) =49 —1 p=1 (mod 3), d nie jest szeScianem (mod p)
0 p=2 (mod3), dlubp|3d (mod p)

Stad dla dowolnego p = 2 (mod 3): ¢(p) + ¢(p) = 0. Wybierzmy dowolne n € (Z/3N?)*, n = 2
(mod 3) — wtedy z twierdzenia Dirichleta o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych istnieje

p=n (mod 3N?) oraz ¢(n) + p(n) = ¢(p) + ¢(p) = 0, tzn. é(n) = (=) ¢(n).

3
~~
=1
Jezeli n = 1 (mod 3), to —n = 2 (mod 3), wiec z powyzszych rozwazan i wzoru ¢(—1)p(—1) = —1
dostajemy: ¢(n) = ¢(=1)¢(—n) = o(=1)¢(—n) = ¢(=1)p(—n) = ¢(n). Stad dla 3 { n mamy: ¢(n) =

(5)e(n).

(c) dlap=1 (mod 3) mamy:

{2,711 2.6(0) + ¢(p) = 6(p)(1 + (5)) = 26(0)

wige ¢(p) = 1. Stad: (§)x(p) = ¢(p)e(p) = (§)¢*(p) = (§) dla p # 3, wiec x(p) = 1. Korzystajac znowu
z twierdzenia Dirichleta: x(n) = 1 dla wszystkich n € (Z/3N?)*. Sprzecznoéé¢ koniczy dowéd — charakter
X nie moze by¢ nietrywalny.

1z rozwiazania wynika, ze ¢2 jest trywialne — x(n)? = x(n2) = 1, bo n2 = 1 (mod 3) — ale nie jest mi to potrzebne w dalszej

czesci



