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1. Varieties

Podrozdział 1.1

1.1.1 (a) odwzorowanie ΦpP px, yqq :� P px, x2q indukuje izomorfizm krx, ys{py�x2q � krxs. Istotnie, zapisując P px, yq
za pomocą algorytmu dzielenia z resztą jako: P px, yq � Spxq�py�x2q�T px, yq dostajemy ΦpP px, yqq � Spxq,
więc P P ker Φ ô Spxq � 0 ô y � x2|P px, yq, czyli ker Φ � py � x2q. Ponadto ΦpP pxqq � P pxq, więc Φ
jest ”na”.

(b) jeżeli Ψ : krx, ys{pyx � 1q Ñ krzs byłoby izomorfizmem k-algebr, to 1 � Ψp1q � Ψpxyq � ΨpxqΨpyq, więc
degpΨpxqq � degpΨpyqq � 0 oraz imΨ � k (bo x, y generują krx, ys{pyx� 1q jako k-algebrę) – sprzeczność!

(c) (dla char k � 2) Zauważmy, że odwracalne odwzorowania afiniczne między rozmaitościami (tzn. x ÞÑ
ax� by � c, y ÞÑ a1x� b1y � c1, ab1 � a1b � 0) indukują izomorfizmy odpowiednich ciał funkcyjnych.

Niech C : a2x
2�a1x�b2y2�b1y�cxy�d � 0 będzie nierozkładalną krzywą stopnia 2. Wtedy jeżeli a2, a1 � 0,

to podstawienia typu x ÞÑ x � α, y ÞÑ y � β sprowadzają krzywą do postaci a12x
2 � b12y

2 � cxy � d1 � 0.
Dalej podstawienie typu x ÞÑ x � γy daje postać: a12x

2 � b12y
2 � d2 � 0. Skalując zmienne, dostajemy:

x2 � y2 � d3 � 0, a następnie (zauważmy, że d3 � 0 – inaczej wyjściowy wielomian byłby rozkładalny)
x2 � y2 � 4. Podstawiając u � x�y

2 , v � x�y
2 dostajemy krzywą uv � 1.

Jeżeli a2 � 0, a1 � 0, to analogiczne podstawienia sprowadzają krzywą do postaci y � x2.

Jeżeli a2, a1 � 0, c � 0, to podstawienia typu x ÞÑ x�α, y ÞÑ y�β dają krzywą w postaci C : cxy�d1 � 0,
gdzie (tak jak poprzednio) d1 � 0, więc po przeskalowaniu jednej ze zmiennych: C : xy � 1 � 0.

1.1.2 Oczywiście Y � Zppy�x2, z�x3qq. Aby wykazać, że Y jest rozmaitością afiniczną wymiaru 1 wystarczy wykazać
izomorfizm: ApY q � krx,y,zs

py�x2,z�x3q � krxs – jest on indukowany przez odwzorowanie P px, y, zq ÞÑ P px, x2, x3q
(dowód jak w 1.1a).

1.1.3 Zauważmy, że:#
x2 � yz � 0
xz � x � 0

ô
�#

0� yz � 0
x � 0

lub

#
x2 � y � 0
z � 1 � 0

�
ô

�#
y � 0
x � 0

lub

#
z � 0
x � 0

lub

#
x2 � y � 0
z � 1 � 0

�

więc Y � Zppx, yqq Y Zppx, zqq Y Zppx2 � y, z � 1qq. Ponadto krx, y, zs{px, yq � krzs, krx, y, zs{px, zq � krys,
krx, y, zs{px2 � y, z � 1q � krys (izomorfizm jest indukowany przez P px, y, zq ÞÑ P px, x2, 1q) – są to dziedziny
całkowitości, więc te trzy zbiory są nierozkładalne.

1.1.9 Składowe nierozkładalności Zpaq odpowiadają minimalnym ideałom pierwszym zawierającym ideał a (tzw. skła-
dowe izolowane). Niech p będzie jednym z tych ideałów. Wtedy z Wniosku 11.16 z Atiyaha-Macdonalda mamy:
ht ppq ¤ r (szybki dowód: ht ppq � dimpkrx1, . . . , xnspq ¤ ilość generatorów ideału p-prymarnego a), zaś z The-
orem 1.8A(b) z Hartshorne’a mamy: dimpZppqq � dimpkrx1, . . . , xns{pq � dimpkrx1, . . . , xnsq � ht p ¥ n� r.

1.1.11 Zauważmy, że Y � Zppq, gdzie p � tf P krx, y, zs : fpt3, t4, t5q � 0u (w szczególności p jest ideałem pierwszym,
bo fpx, y, zq ÞÑ fpt3, t4, t5q indukuje zanurzenie krx, y, zs{p ãÑ krts, zaś krts jest dziedziną całkowitości).
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Mamy: htppq � dimpkrx, y, zsq � dimpkrx, y, zs{pq � 3 � dimpkrx, y, zsq (gdzie x, y, z są obrazami x, y, z w
krx, y, zs{p). Ale x jest algebraicznie niezależne nad k (jeżeli P pxq P p, to P pt3q � 0, więc P � 0), zaś y, z są
algebraicznie zależne nad kpxq (bo x4 � y3, x5 � z3 P p), co daje:

dimpkrx, y, zsq � trdimpkpx, y, zq : kq � trdimpkpxqpy, zq : kpxqq � trdimpkpxq : kq � 0� 1

oraz htppq � 2.

Ponadto minimalna liczba generatorów p jest niemniejsza od liczby generatorów ideału P :� pkrx, y, zsp, czyli
dimκpP {P 2q (gdzie κ � krx, y, zsp{P ). Aby pokazać, że p nie jest generowany przez 2 elementy, wystarczy więc
pokazać, że rxz � y2s, rx4 � y3s, ry5 � z3s P P {P 2 są liniowo niezależne nad κ. Niech:

pxz � y2q �Apx, y, zq � px4 � y3q �Bpx, y, zq � py5 � z3q � Cpx, y, zq P P 2

dla pewnych A,B,C P krx, y, zsp. Wtedy po podstawieniu py, zq ÞÑ pt4, t5q wielomian

pxt5 � t8q �Apx, t4, t5q � px4 � t12q �Bpx, t4, t5q � 0 � Cpx, t4, t5q

ma podwójny pierwiastek w x :� t3 (bo poprzedni wielomian należał do P 2). Stąd po podzieleniu przez x� t3,
stwierdzamy, że wielomian

t5 �Apx, t4, t5q � px3 � t3x2 � t6x� t9q �Bpx, t4, t5q

ma pierwiastek w x :� t3, więc:
t5 �Apt3, t4, t5q � 4t9 �Bpt3, t4, t5q � 0

Analogicznie dostajemy układ równań:$'&'%
t5 �Apt3, t4, t5q �4t9 �Bpt3, t4, t5q �0 � Cpt3, t4, t5q � 0
�2t4 �Apt3, t4, t5q �3t8 �Bpt3, t4, t5q �5t16 � Cpt3, t4, t5q � 0
t3 �Apt3, t4, t5q �0 �Bpt3, t4, t5q � � 3t10 � Cpt3, t4, t5q � 0

o wyznaczniku: �������
t5 4t9 0
�2t4 �3t8 5t16

t3 0 �3t10

������� � t5 � t4 � t3 �

�������
1 4t4 0
�2 �3t4 5t12

1 0 �3t7

������� � 0

więc Apt3, t4, t5q � Bpt3, t4, t5q � Cpt3, t4, t5q � 0 czyli Apx, y, zq, Bpx, y, zq, Cpx, y, zq P P , co daje liniową
niezależność.

Podrozdział 1.2

1.2.4 (b) Niech I :� IpY q i załóżmy, że Y jest nierozkładalne. Niech a � b P I. Bez straty ogólności (zastępując a, b
przez ich części jednorodne o największej gradacji) możemy przyjąć, że a, b są jednorodne. Wtedy:

Y � ZpIpY qq � pZpaq X Y q Y pZpbq X Y q ,

zatem z nierozkładalności Zpaq X Y � Y lub Zpbq X Y � Y . Załóżmy, że Zpaq X Y � Y , tzn. Y � Zpaq. Wtedy
a P IpZpaqq � IpY q � I, zatem I jest ideałem pierwszym.

1.2.5

(a) Niech V1 � V2 � . . . będzie dowolnym ciągiem zstępujących domkniętych zbiorów Pn. Z zadania 2.4 (a) ciąg
Ik :� IpVkq jest wstępującym ciągiem radykałowych ideałów jednorodnych zawartych w krx0 . . . , xns. Z noethe-
rowskości ciąg ten musi się stabilizować, więc ciąg Vk � ZpIkq również.

(b) teza wynika z podpunktu (a) oraz Stwierdzenia 1.5 – zbiory domknięte w Pn to zbiory algebraiczne, zaś zbiory
domknięte nierozkładalne to nierozkładalne algebraiczne zbiory.
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1.2.6 Załóżmy, że Yi � ∅ – wtedy xi � 0 w pierścieniu SpY qxi , więc możemy rozpatrywać lokalizację SpY qxi . Oznaczmy
przez S0 elementy wagi 0 w pierścieniu z gradacją SpY qxi .

Zauważmy, że ApYiq � S0 – istotnie, jeżeli X1, . . . , Xi�1, Xi�1, . . . , Xn są afinicznymi współrzędnymi, to izomor-
fizm dany jest przez:

ApYiq Q fpX1, . . . , Xnq ÞÑ fpx1

xi
, . . . ,

xn
xi
q P S0

(dowolny element S0 jest z definicji postaci gpx1, . . . , xnq{xmi gdzie g jest jednorodny stopnia m, czyli jest równy
gpx1xi , . . . , xnxi q – to daje izomorfizm odwrotny).

Stąd: SpY qxi �
À

kPZ x
k
i S0 �

À
kPZ x

k
iApYiq � ApYiqrxi, x�1

i s.

Zauważmy jeszcze, że SpY qxi oraz SpY q są skończonymi k-algebrami oraz mają to samo ciało ułamków, więc
mają ten sam wymiar (jako że dla skończonych k-algebr, będących dziedzinami całkowitości wymiar jest równy
wymiarowi przestępnemu). Ponadto dimApYiqrxi, x�1

i s � dimApYiq� 1 (xi jest przestępny nad ApYiq). To daje:

dimSpY q � dimSpY qxi � dimApYiqrxi, x�1
i s � dimApYiq � 1 � dimYi � 1

Stąd dimYi � dimSpY q � 1 (o ile tylko Yi � ∅). Pozostaje zauważyć, że pYiqi jest otwartym pokryciem Y , więc
z zadania 1.10: dimY � supi dimYi � dimSpY q � 1.

1.2.7

(a) dimPn � (poprzednie zadanie) dimSpPnq � 1 � dim krx0, . . . , xns � 1 � n

(b) z dowodu zad. 2.6 wynika, że dimY � dimY i, o ile tylko Y i � ∅. Ze stwierdzenia 1.10: dimY i � dimYi �
dimYi (zauważmy, że φi zadaje homeomofizm między Ui oraz An – stwierdzenie 2.2, więc φipY q � φipY q). Stąd
(ponieważ Yi jest otwartym pokryciem Y ) z zadania 1.10: dimY � supi dimYi � dimY .

1.2.9

(a) niech α : krx0, . . . , xnshom Ñ kry1, . . . , yns oraz β : kry1, . . . , yns Ñ krx0, . . . , xnshom będą przekształceniami
zdefiniowanymi w Proposition 2.2.

Niech f P IpY q będzie dowolnym wielomianem jednorodnym. Wtedy αpfq należy do IpY q (bo αpfqpy1, . . . , ynq �
fp1, y1, . . . , ynq � 0 jako że p1, y1, . . . , ynq P Y oraz f P IpY q), więc f � βpαpfqq P βpIpY qq. Stąd IpY q X
krx0, . . . , xnshom � βpIpY qq, więc (jako że ideał jednorodny jest generowany przez wielomiany jednorodne)
IpY q � pβpIpY qqq.

Na odwrót, niech g P IpY q. Wtedy φ0pY q � Zpβpgqq, więc Y � φ0pY q � Zpβpgqq, czyli βpgq P IpY q. Stąd
βpIpY qq � IpY q, więc pβpIpY qqq � IpY q.

(b) z zadania 1.1.2:

IpY q � tf P krx, y, zs : fpx, x2, x3q � 0u � px2 � y, x3 � zq � px2 � y, xy � zq

Niech J � px2 � yw, xy � zw, y2 � xzq; wykażemy, że:

(1) IpY q � tf P krw, x, y, zs : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0 w pierścieniu kra, bsu,
(2) J � IpY q,
(3) Y � Y Y tp0 : 0 : 0 : 1qu,
(4) pβpx2 � yq, βpxy � zqq � px2 � yw, xy � zwq � J

ad. (1) Zauważmy, że z podpunktu (a):

IpY q � pβpIpY qqq � ptβpfq : fpx, x2, x3q � 0uq �
�
tf P krw, x, y, zshom : fp1, x, x2, x3q � 0u



�

� ( z jednorodności) �
�
tf P krw, x, y, zshom : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0u
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Zauważmy jednak, że jeżeli F P krw, x, y, zs jest wielomianem o częściach jednorodnych F0, F1, . . ., to F pa3, a2b, ab2, b3q P
kra, bs jest wielomianem o częściach jednorodnych Fipa3, a2b, ab2, b3q (i � 0, 1, . . .), więc

F pa3, a2b, ab2, b3q � 0 ô @i Fipa3, a2b, ab2, b3q � 0

Stąd:

IpY q �
�
tf P krw, x, y, zshom : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0u



� tf P krw, x, y, zs : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0u

ad. (2) Zauważmy, że J � IpY q � tf P krw, x, y, zs : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0u. Aby pokazać drugą implikację, niech
f P IpY q będzie jednorodny, wtedy fp1, a, a2, a3q � 0.

Fakt Każdy jednomian przystaje modulo J � px2 � yw, xy � zw, y2 � xzq do jednomianu postaci zawb,
x � zawb lub y � zawb.

Dowód: niech xαyβzγwη będzie dowolnym jednomianem. Jeżeli α ¥ 2, to

xαyβzγwη � xα�2x2yβzγwη � xα�2 � yw � yβzγwη � xα�2yβ�1zγwη�1 pmod Jq

– dostajemy więc jednomian o mniejszym α1�β1 � α�β� 1. Analogicznie dla β ¥ 2. Jeżeli zaś α � β � 1,
to xyzγwη � zγ�1wη�1 pmod Jq.

Z Faktu wynika, że f przystaje pmod Jq do wielomianu postaci: P pz, wq�x �Qpz, wq�y �Rpz, wq, gdzie P,Q,R
są jednorodne. Ale P pz, wq�xQpz, wq�yRpz, wq P IpY q, więc P p1, x3q�xQp1, x3q�x2Rp1, x3q � 0. Porównując
współczynniki przy potęgach x przystających odpowiednio do 0, 1, 2 pmod 3q dostajemy: P p1, x3q, Qp1, x3q, Rp1, x3q �
0, więc z jednorodności: P,Q,R � 0 oraz f P J .

ad. (3) Zauważmy, że ZpJq � Y Y tp0 : 0 : 0 : 1qu. Istotnie:

pw : x : y : zq P ZpJq ô

$'&'%
x2 � yw

x3 � zw2

y3 � wz2

ô

$'''&'''%
w � 0

px{wq2 � y{w
px{wq3 � z{w
py{zq3 � w{z

lub

$'&'%
w � 0
x � 0
y � 0

ô

ô p1, x{w, y{w, z{wq P Y lub px : y : z : wq � p0 : 0 : 0 : 1q
Ale IpY q � J , więc Y � ZpJq.

ad. (4) Łatwo sprawdzić, że Zppx2 � yw, x3 � zw2qq � Y Y tp0 : y : z : 0q P P3u � ZpJq, więc pβpx2 � yq, βpx3 � zqq �
px2 � yw, x3 � zw2q � J .

1.2.10

(a) niech pa0, . . . , anq P kn�1 oraz niech f1, . . . , fm będą wielomianami jednorodnymi generującymi ideał jednorodny
SpY q. Mamy:

pa0, . . . , anq P CpY q ô pa0 : . . . : anq P Y lub pa0, . . . , anq � 0 ô @i fipa0, . . . , anq � 0

ô pa0, . . . , anq P ZpIpY qq
więc CpY q � ZpIpY qq oraz IpCpY qq � IpZpIpY qqq � IpY q (IpY q jest ideałem zbioru algebraicznego, więca
IpY q � IpY q).

(b) zbiory te mają ten sam ideał, zaś nierozkładalność jest równoważna z pierwszością tego ideału.

(c) dimCpY q � dimApCpY qq � dim pkrx0, . . . , xns{IpY qq � dimSpY q � (zad. 2.6 + zad. 2.10 a) � dimY � 1

1.2.12 Przed rozwiązywaniem zadania zauważmy, że:

(Fakt 1) fpρdpP qq � pθfqpP q.
(Fakt 2) obrazem θ są wielomiany jednorodne stopnia podzielnego przez d i wszystkie ich kombinacje.
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Dowód faktu 2: Wystarczy pokazać, że wszystkie jednomiany stopnia k � d należą do obrazu θ, ale to jest
oczywiste – dowolny jednomian stopnia k � d jest iloczynem k jednomianów stopnia d, zaś te są obrazami
y0, . . . , yN .

(a) jeżeli fpy0, . . . , yN q P a, to wszystkie części jednorodne wielomianu f należą do a – istotnie, wystarczy
porównać części tego samego stopnia w równości 0 � θpfq � fpM0px0, . . . , xnq, . . . ,MN px0, . . . , xnqq � 0
(wszystkie jednomiany Mi są stopnia d).

Ponadto a musi być ideałem pierwszym – jest jądrem odwzorowania w dziedzinę całkowitości.

(b) inkluzja imρd � Zpaq:
– wynika ona z równości: fpρdpP qq � pθfqpP q.
inkluzja Zpaq � imρd:

załóżmy, że R � py0, . . . , yN q P V paq. Przenumerowując zmienne, niech Mipx0, . . . , xnq � xdi dla i �
0, . . . , n � 1. Wykażemy, że przynajmniej jedna z liczb y0, . . . , yn�1 jest niezerowa. Istotnie, wielomian
T pY0, . . . , YN q � Y dr � MrpY0, . . . , Yn�1q należy do a (bo T pM0px0, . . . , xn�1q, . . . ,MN px0, . . . , xn�1qq �
Mrpx0, . . . , xn�1qd �Mrpxd0, . . . , xdn�1q � 0), więc ydr � Mrpy0, . . . , yn�1q dla dowolnego r i gdyby y0 �
. . . � yn�1 � 0, to wszystkie zmienne zerowałyby się.

Bez straty ogólności niech yn�1 � 0. Dla uproszczenia przenumerujmy zmienne tak, by Mipx0, . . . , xn�1q �
xd�1
i xn�1 dla i � 0, . . . , n � 1 (tak by Mipx0,...,xn�1q

Mnpx0,...,xn�1q � xi
xn�1

). Niech P � py0, y1, . . . , yn�1q; wykażemy, że

ρdpP q � R. Istotnie, ustalmy r i niech Mrpx0, . . . , xnq � xβ00 . . . xβnn . Rozważmy wielomian:

WrpY0, . . . , YN�1q � YrY
d�1
n�1 � MrpY0, Y1, . . . , Yn�1qloooooooooooomoooooooooooon

�Mrp Y0Yn ,...,
Yn�2
Yn

,1q�Y d
n�1

i zauważmy, że Wr P a. Istotnie,

WrpM0px0, . . . , xnq, . . . ,Mn�1px0, . . . , xnqq �Mr �Md�1
n�1�

�
p M0

Mn�1
qβ0p M2

Mn�1
qβ1 . . . pMn�2

Mn�1
qβn�2



�Md

n�1 �

�Mr�xd�pd�1q
n�1 �

�
p x0

xn�1
qβ0 � p x1

xn�1
qβ1 � . . . � pxn�2

xn�1
qβn�1



�xd2n�1 �Mr�xd�pd�1q

n�1 �
�
xβ00 � . . . � xβn�2n�2

	
x
d2�β1�...βn�2
n�1 �

�Mr � xd�pd�1q
n�1 �

�
xβ00 . . . x

βn�2
n�2 x

βn�1
n�1

	
� xd2�dn�1 � 0

więc ponieważR P Zpaq, toWrpRq � 0, czyli yr � 1
yn�1

MrpP q, co dajeR � p 1
yn�1

M0pP q, . . . , 1
yn�1

MN pP qq �
pM0pP q, . . . ,MN pP qq � ρdpP q.

(c) mamy:

– ρd jest różnowartościowe: niech P � pp0, . . . , pnq, Q � pq0, . . . , qnq P Pn oraz ρdpP q � ρdpQq. Niech
bez straty ogólności: p0 � 0, Mi � xdi , Mn�i � xd�1

i x0 (i � 0, . . . , n) – wtedy porównując współrzędne
w równości ρdpP q � ρdpQq dostajemy: pdi � qdi (w szczególności q0 � 0), pd�1

i p0 � qd�1
i q0 – dzieląc te

dwie równości dostajemy pi{p0 � qi{q0, więc P � Q.

– ρd jest ciągłe: obrazy zbiórów domkniętych są domknięte: ρ�1
d pZpIqq � ZpθpIqq – istotnie:

P P ZpθpIqq ô @fPIpθfqpP q � 0 ô @fPIfpρdpP qq � 0 ô ρdpP q P ZpIq ô P P ρ�1
d pZpIqq

– ρd jest domknięte: mamy ρdpZpJqq � Zpθ�1pJqq – istotnie, dla ρdpP q P ρdpZpJqq mamy:

@fPθ�1pJq fpρdpP qq � pθpfqqpP q � 0 ñ ρdpP q P Zpθ�1pJqq

Na odwrót, niech R P Zpθ�1pJqq, zaś f P J będzie jednorodny. Mamy: Zpθ�1pJqq � Zpaq � imρd, więc
R � ρdpP q. Z Faktu 2 mamy fd � θpgq dla pewnego g P θ�1pJq. Mamy więc: R � ρdpP q P Zpθ�1pJqq
ñ 0 � gpρdpP qq � θpgqpP q � fdpP q, więc fpP q � 0 oraz P P ZpJq, R P ρdpZpJqq.

(d) w zadaniu 1.2.9 wykazałem, że IpY q � tf P krw, x, y, zs : fpa3, a2b, ab2, b3q � 0 w pierścieniu kra, bsu, zaś
zbiór po prawej stronie to ker θ. Stąd: Y � ZpIpY qq � Zpker θq � imρd.
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1.2.13 Niech C � P2 będzie przeciwobrazem Z – wtedy C jest również krzywą (wymiar jest własnością topologiczną, nie
zmienia się przy homeomorfizmach), jest więc hiperpowierzchnią w P2, musi więc być zadany przez pojedyncze
równanie (co wynika np. z zad. 2.8): C � Zppfqq, gdzie f jest jednorodny oraz bez straty ogólności ma parzysty
stopień (możemy zastąpić f przez f2). Z poprzedniego zadania wynika jednak, że obraz C to Zpθ�1ppfqqq
oraz że obrazem θ są kombinacje wielomianów jednorodnych stopni podzielnych przez 2. Stąd f � θpgq, więc
θ�1ppfqq � θ�1ppfqq – istotnie, oczywiście θ�1ppfqq � pgq � ker θ, zaś jeżeli h P θ�1ppfqq, tzn. θphq � af , to
(patrząc na stopnie części jednorodnych) a P im θ, a � θpAq oraz θph�A�gq � θphq�af � 0, więc h�A�g P ker θ,
h P pgq � ker θ.

Stąd: Z � Zpθ�1ppfqqq � Zppgq � ker θq � Zppgqq X Zpker θq � Zppgqq X Y .

1.2.15

(a) z zadania 2.14 wystarczy wykazać, że Q � ker a, tzn. że

ker
�
P px, y, z, wq ÞÑ P pXZ, YW,XW,Y Zq



� pxy � zwq

Inkluzja ker pP px, y, z, wq ÞÑ P pXZ, YW,XW,Y Zqq � pxy�zwq jest oczywista. Załóżmy, że P pXZ, YW,XW,Y Zq �
0 – wtedy wszystkie części jednorodne P spełniają to samo równanie (wystarczy porównać części jednorod-
ne obu stron), więc bez straty ogólności można założyć, że P jest jednorodny. Wtedy jednak podstawiając
pX,Y, Z,W q :� pz, 1, w, 1q w równości P pXZ, YW,XW,Y Zq � 0 mamy: P pwz, 1, z, wq � 0, czyli wielomian
P px, 1, z, wq P krz, wsrxs ma pierwiastek w x � zw oraz P px, 1, z, wq � px� zwq �Rpx, z, wq, czyli ujednorodnia-
jąc: P px, y, z, wq � pxy � zwq � rRpx, y, z, wq P pxy � zwq.

(b) Niech:
Lpx0:z0q � Zpx0y � z0w, xz0 � zx0q
Mpx0:w0q � Zpx0y � zw0, xw0 � wx0q

– wtedy Lt,Mt są prostymi (izomorfizm z P1 dany jest przez Lt Q px : y : z : wq ÞÑ py : wq P P1), są zawarte w Q

(px : y : z : wq P Lpa:1q ñ ay � w, x � az ñ xy � azy � zw) a ponadto dla a � b Lpa:1q X Lpb:1q jest zbiorem
rozwiązań układu:$'''&'''%

ay � w

x � az

by � w

x � bz

ñ

$'''&'''%
pb� aq � y � 0
pb� aq � z � 0

by � w

x � bz

ñ (ponieważ b� a � 0) ñ x � y � z � w � 0

–układ nie ma więc rozwiązań w P3. Podobnie pokazujemy, że Lpa:1q X Lp1:0q � ∅.

Układ równań: $'''&'''%
ay � w

x � az

by � z

x � bw

ô

$'&'%
x � aby

z � by

w � ay

ô px : y : z : wq � pab : 1 : b : aq

pokazuje zaś, że Lpa:1q XMpb:1q � tpab : 1 : b : aqu

(c) Z zadania 2.9 widzimy, że ”twisted cubic curve” jest zawarte w Q, ale jest różne od Lt,Mt (łatwo to sprawdzić,
obliczając np. przekrój tych krzywych z równań). Stąd Ψ : P1 � P1 Ñ Q nie jest homeomorfizmem (inaczej
wszystkie krzywe w Q byłyby postaci Lt lub Mt)

1.2.17

(a) niech p :� IpY q, R :� krx0, . . . , xnsp . Wtedy:
?
a � IpZpaqq � p, więc ideał aR jest p–radykałowy; w szczególno-

ści (z jednej z definicji wymiaru pierścienia lokalnego): q � ilość generatorów a ¥ ilość generatorów aR ¥ dimR

Stąd:
dimY � dimSpY q � 1 � pdim krx0, . . . , xns � 1q � dimR � n� dimR ¥ n� q

(b) (por. http://mathoverflow.net/q/15584/)
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Lemat Niech I E krx0, . . . , xns będzie wielomianem jednorodnym. Jeżeli I jest generowany przez s elemen-
tów, to jest również generowany przez s elementów jednorodnych.
Dowód: Niech I � pf1, . . . , frq będzie minimalnym zbiorem generatorów jednorodnych I. Oznaczmy:
m � px0, . . . , xnq, A � krx0, . . . , xnsm. Zauważmy, że A jest pierścieniem z gradacją – elementy jednorodne
stopnia d są postaci f{g, gdzie f jest jednomianem stopnia d, zaś g R m. Rozważmy przekształcenie:

M :�
rà

k�1

AÑ I Ñ 0, pyiq ÞÑ
¸
i

yifi

i niechK :� kerpM Ñ Iq. Zauważmy, żeK � mM . Istotnie, w przeciwnym wypadku istniałoby pa0, . . . , arq P
M takie, że

°
i aifi � 0 oraz indeks i taki, że ai R m. Bez straty ogólności i � 1. Wtedy jednak:

f1 � �
¸
j¥2

aj
a1
fj ,

przecząc minimalności pf1, . . . , frq (zauważmy, że I � m, więc minimalna liczba generatorów jednorodnych
jest taka sama nad krx0, . . . , xrs oraz nad A). Stąd K � mM .

Tensorując ciąg dokładny
0 Ñ K ÑM Ñ I Ñ 0

przez k � A{m dostajemy (jako że K � mM) M bA k � I bA k, czyli:

dimkM bA k � dimk I bA k.

Z lematu Nakayamy:
dimk I bA k � minimalna liczba generatorów I � s.

dimkM bA k � r.

To kończy dowód.

Załóżmy, że IpY q � pf1, . . . , fn�rq dla pewnych wielomianów jednorodnych fi – wtedy: Y � Zppf1, . . . , fn�rqq �
Zppf1q � . . .� pfn�rqq �

�n�r
i�1 Zppfiqq.

(c) Niech: H1 � Zpx2 � ywq, H2 � Zpz2w � y3 � 2xyzq. Wtedy:

p0 : x : y : zq P H1 XH2 ô
#

x2 � 0
0� y3 � 2xyz

ô
#
x � 0
y � 0

ô r0 : x : y : zs � r0 : 0 : 0 : 1s

oraz

px : y : z : 1q P H1 XH2 ô
#

x2 � y

z2 � y3 � 2xyz
ô px : y : z : 1q P H1 XH2 ô

#
x2 � y

z2 � y3 � 2xyz
ô

ô
#

x2 � y

z2 � x6 � 2x3z
ô

#
x2 � y

pz � x3q2 � 0
ô

ô
#
x2 � y

z � x3 ô px : y : z : 1q P Y

więc H1 XH2 � Y Y tp0 : 0 : 0 : 1qu � Y .

Z drugiej strony, IpY q � px2 � yw, xy � zw, y2 � xzq nie może być wygenerowane przez 2 elementy. Istotnie,
załóżmy nie wprost, że IpY q � pApw, x, y, zq, Bpw, x, y, zqq. Niech Ai, Bi będą częściami jednorodnymi stopnia i
dla A,B. Zauważmy, że A0, A1, B0, B1 � 0 (ideał IpY q jest jednorodny i nie występują w nim elementy stopnia
  2, bo wszystkie jego generatory są stopnia 2). Niech x2� yw � F p1qpw, x, y, zq �A�F p2qpw, x, y, zq �B – wtedy
biorąc części jednorodne stopnia 2 dostajemy:

x2 � yw � px2 � ywq2 � pF p1qpw, x, y, zq �A� F p2qpw, x, y, zq �Bq2 � f1 �A� f2 �B



8

gdzie fi � F piqp0, 0, 0, 0q P k są wyrazami wolnymi wielomianów Fi. Analogicznie:

xy � zw � g1 �A� g2 �B

y2 � xz � h1 �A� h2 �B
dla pewnych gi, hi P k. Reasumując: Spankpx2 � yw, xy � zw, y2 � xzq � SpankpA,Bq, więc x2 � yw, xy �
zw, y2 � xz powinny być liniowo zależne nad k. To jednak nie jest możliwe, bo wielomiany te składają się z
różnych jednomianów.

Podrozdział 1.3

1.3.1 Fakt Dowolny zbiór skończony w An jest domknięty. Zbiory domknięte w A1 to dokładnie zbiory skończone.

Dowód: Aby pokazać pierwsze stwierdzenie, wystarczy zauważyć, że punkty są domknięte – ale pa1, . . . , anq �
Zppx1 � a1, . . . , xn � anqq.
Dowolny zbiór domknięty w A1 jest postaci ZpIq dla pewnego ideału I. Ale krxs jest dziedziną ideałów
głównych, więc I � pfq dla pewnego fpxq � a � px� a1q � . . . � px� anq P krxs – wtedy Zpfq � ta1, . . . , anu.

(a) z zadania 1.1 wiemy, że dowolna krzywa stożkowa jest izomorficzna z krzywą C1 : y � x2 lub C2 : xy � 1.
Pierwsza z tych krzywych jest izomorficzna z A1 – izomorfizmy są dane przez:

C1 Q rx, ys ÞÑ x P A1

A1 Q x ÞÑ rx, x2s P C1

zaś druga z A1zt0u – izomorfizmy to:

C2 Q rx, ys ÞÑ x P A1zt0u

A1zt0u Q x ÞÑ rx, 1{xs P C2

(b) załóżmy nie wprost, że A1 � U – wtedy z Faktu: U � A1ztP1, . . . , Pnu. Wystarczy więc dowieść, że
krxs � ApA1q � OpUq � krxsS , gdzie S � krxsz�imPi jest zbiorem multyplikatywnym. To jest jednak
oczywiste – jeżeli Φ : krxsS Ñ krxs byłoby izomorfizmem k-algebr, to Φp 1

x�a q � 1
Φpxq�a , więc deg Φpxq � 0

oraz imΦ � k – sprzeczność kończy dowód.

(c) niech Y będzie stożkową w P2, zaś Y 1 jej dowolną niepustą afiniczną częścią. Wtedy z zadania 1.1 Y 1 jest
izomorficzna z krzywą y � x2 lub xy � 1 – stąd Y � Y 1 jest izomorficzne z krzywą yz � x2 lub xy � z2.
Wystarczy więc zauważyć, że C : xy � z2 jest izomorficzne z P1 – izomorfizmy dane są przez:

Φ : A1 Ñ C, Φps, tq � ps2, t2, stq

Ψ : C Ñ A1, Ψpx, y, zq �
#
px, zq dla x � 0
pz, yq dla y � 0

(d) założmy nie wprost, że Ψ : A2 Ñ P2 jest homeomorfizmem. Niech C0, C1 będą dowolnymi krzywymi w A2

takimi, że C0XC1 � ∅ (np. C0 : x � 0, C1 : x � 1). Wtedy ΨpCiq muszą być krzywymi w P2, spełniającymi
ΨpC0q XΨpC1q � ∅. To jest jednak niemożliwe – sprzeczność z zadaniem 3.7 (a).

(e) załóżmy, że Y � X, gdzie Y jest rozmaitością afiniczną, zaś X – rzutową. Wtedy z Theorem 3.2 oraz
Theorem 3.4 wynika, że mamy ApY q � OpY q � OpXq � k (jako k-algebry). Stąd: krx1, . . . , xns{IpY q � k

jest dziedziną całkowitości, więc IpY q jest ideałem maksymalnym. Ale ze „słabego” Nullstellensatz wiemy,
że każdy ideał maksymalny w krx1, . . . , xns (dla k � k) jest postaci px � a1, . . . , x � anq dla pewnego
P � pa1, . . . , anq P An. Stąd: Y � ZpIpY qq � Zppx� a1, . . . , x� anqq � tP u.

1.3.2 (a) jeżeli φptq � φpuq, czyli pt2, t3q � pu2, u3q to albo t � u � 0, albo t, u � 0– wtedy t � t3{t2 � u3{u2 � u.
Ponadto φ jest ”na” – mamy φp0q � p0, 0q, zaś jeżeli y2 � x3 dla x, y � 0, to przyjmując t � y{x mamy:
φptq � pt2, t3q � py2{x2, y3{x3q � px3{x2, y3{y2q � px, yq.
Ponadto φ jest morfizmem (współrzędne są zadane przez wielomiany), jest więc ciągłe. Aby pokazać do-
mkniętość, zauważmy, że z Faktu zbiory domknięte w A1 są skończone, więc obraz zbioru domkniętego
przez φ jest skończony, a więc domknięty.
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Aby pokazać, że ϕ nie jest izomorfizmem, skorzystamy z faktu z rozdziału I.5: gładkość krzywej jest nie-
zmiennikiem izomorfizmu. Wystarczy zauważyć, że A1 jest gładkie, zaś y2 � x3 ma osobliwość w p0, 0q.

(b) jeżeli φptq � φpuq, to tp � up, więc pt�uqp � 0 oraz t�u � 0, t � u. Ponadto k � k, więc dowolny element
ma p-ty pierwiastek oraz φ jest surjekcją.

Ale obraz/przeciwobraz zbioru skończonego jest skończony, więc z Faktu φ jest ciągłe i domknięte, co
dowodzi biciągłości.

Aby zauważyć, że nie jest to izomorfizm, wystarczy zauważyć (Proposition 3.5), że φ� : A1 Ñ A1 nie jest
izomorfizmem – to jest jednak oczywiste, bo φ�pkrxsq � krxps � krxs nie jest surjekcją.

1.3.3

(a) jeżeli f P OϕpP q,Y jest funkcją regularną w otoczeniu U punktu ϕpP q, to ϕ�ϕpP q,Y pfq :� f � ϕ jest regularna
w punkcie P z definicji morfizmu i określona na zbiorze otwartym ϕ�1pUq. Nie zależy ona również od wyboru
„reprezentanta kiełka”. Jest to oczywiście homomorfizm.

(b) Niech ψ � ϕ�1 : Y Ñ X będzie odwrotnym homeomorfizmem – chcemy sprawdzić, że jest on morfizmem.
Niech U � X będzie otwarty, zaś f : U Ñ k będzie regularne; pokażemy, że f � ψ jest regularne w każdym
punkcie ψ�1pUq. Niech P P ψ�1pUq – wtedy z założenia ϕ� : OϕpP q,Y Ñ OP,X jest izomorfizmem, niech
F : OP,X Ñ OϕpP q,Y będzie izomorfizmem odwrotnym. Zauważmy, że

F pfqpQq � F pfqpϕ � ψpQqq � pϕ� � F qpfqpψpQqq � fpψpQqq

więc f � ψ � F pfq P OϕpP q,Y jest regularne w punkcie P – to kończy dowód.

(c) załóżmy, że f jest funkcją określoną na otoczeniu U � Y punktu ϕpP q P Y oraz f P kerϕ�ϕpP q,Y , tzn.
@QPϕ�1pUq 0 � ϕ�ϕpP q,Y pfqpQq � fpϕpQqq. Stąd ϕpϕ�1pUqq � tR P U : fpRq � 0u, czyli U X imϕ �
tR P U : fpRq � 0u. Ale imϕ � Y , więc U X imϕ � U (domknięcie rozpatrujemy w topologii indukowanej na
U ; patrz lemat poniżej). Zbiór tR P U : fpRq � 0u jest jednak w tej topologii domknięty (jako przekrój zbioru
algebraicznego z U), więc tR P U : fpRq � 0u � U oraz f � 0.

Lemat Niech Y będzie nierozkładalną przestrzenią topologiczną, Z � Y – gęstym podzbiorem, zaś U � Y

– niepustym otwartym zbiorem. Wtedy Y X U jest gęsty w U , tzn. clU pY X Uq � U .
Dowód: mamy: Y � clY pZq � clY ppZXUqYpZXU 1qq � clY pZXUqYclY pZXU 1q, więc z nierozkładalności
Y � clY pZ XUq lub Y � clY pZ XU 1q. Ale Z XU 1 � U 1, więc clY pZ XU 1q � U 1 � Y . Stąd clY pZ XUq � Y ,
więc clU pZ X Uq � clY pY X Uq X U � U .

1.3.5 H jest hiperpowierzchnią, więc H � Zpfq dla pewnego f P krx0, . . . , xnshom stopnia d (zadanie 2.8). Niech
ρd : Pn Ñ PN będzie d-tuple embedding (gdzie N � �

n
d

��1) – wtedy z zadania 2.12: ρdpZpfqq � Zpθ�1ppfqqq. Ale
f � θpgq dla pewnego wielomianu g P kry0, . . . , yN s stopnia 1, więc ρdpZpfqq � Zppgq�ker θq � ZpgqXimρd oraz
ρdpPnzZpfqq � imρdzρdpZpfqq � imρdzZpgq. Ale PNzZpgq jest izomorficzne z AN (zawsze możemy zamienić
zmienne liniowo tak, by g � y1) – stąd (i z zadania 3.4)

PnzH � imρdzρdpZpfqq � imρd X
�
PNzZpgq�

jest rozmaitością afiniczną (afiniczną częścią rozmaitości rzutowej imρd).

1.3.6 Krok I: OpXq � krx, ys („algebraiczny lemat Hartshoga”).

Dowolna funkcja regularna na X jest funkcją wymierną na A1, więc należy do kpx, yq. Niech fpx, yq{gpx, yq P
OpXq. Bez straty ogólności, możemy założyć, że NWDpf, gq � 1 (krx, ys ma jednoznaczność rozkładu). Z re-
gularności, dla każdego P � p0, 0q istnieją wielomiany F,G takie, że f{g � F {G oraz GpP q � 0 – ze względnej
pierwszości mamy jednak f |F , g|G, więc gpP q � 0.
Stąd Zpgq � tp0, 0qu. Ale, jeżeli g byłby niestały, to dimZpgq � 1, sprzeczność! Stąd gpx, yq � c jest stały oraz
f{g P krx, ys, czyli OpXq � krx, ys. Druga inkluzja jest jasna.
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Krok II: z twierdzenia I.3.5, jeżeli X byłoby afiniczne, to ponieważ ApXq � krx, ys � ApA2q, to byłoby X � A2.
Załóżmy nie wprost, że F : X Ñ A2, G : A2 Ñ X są izomorfizmami. Wtedy F px, yq � rf1px, yq, f2px, yqs dla
pewnych fi P OpXq � krx, ys, więc F można przedłużyć do odwzorowania rF : A1 Ñ A1. Morfizmy G � rF :
A2 Ñ A2 oraz idA2 są równe na zbiorze gęstym X, więc są równe, co jest niemożliwe – wtedy Gp rF p0, 0qq � p0, 0q,
przecząc temu, że p0, 0q R GpA2q. To kończy dowód.

1.3.7

(a) niech C1, C2 będą krzywymi w P2 – wtedy z zadania 2.8: Ci � Zpfiq dla pewnych wielomianów fi P krx, y, zshom.
Ale

apf0q � pf1q � S� – istotnie, w przeciwnym przypadku pf0, f1q byłby S�–radykałowym ideałem o dwóch
generatorach, więc htpS�q ¤ 2. Ale 0 � pxq � px, yq � px, y, zq � S�, więc htpS�q ¥ 3. Stąd (bo ZpIq � ∅ wtw.
gdy

?
I � S�): Zpf0q X Zpf1q � Zppf0q � pf1qq � ∅.

(b) załóżmy nie wprost, że Y � PnzH – wtedy z zadania 3.5 PnzH jest rozmaitością afiniczną, więc Y (jako
podrozmaitość rozmaitości afinicznej oraz Pn) jest afiniczna oraz rzutowa. Z zadania 3.1 (e) oznacza to, że Y
jest jednopunktowa – sprzeczność z dimY ¥ 1 kończy dowód.

1.3.8 Niech f P OpPnzpHi XHjqq – wtedy f P OpPnzHiq � SpPnqpxiq, więc na zbiorze PnzHi: f � gi
x
ni
i

dla pewnego

gi P krx0, . . . , xnsni . Analogicznie na zbiorze PnzHj : f � gj

x
nj
j

dla pewnego gj P krx0, . . . , xnsnj . Oznacza to, że

x
nj
j � gi � xnii � gi. Wtedy z jednoznaczności rozkładu na wielomiany nierozkładalne w krx0, . . . , xns: xnii |xnjj � gi,

więc xnii |gi, więc (ponieważ deg gi � ni) gi � c � xnii dla pewnej stałej c P k oraz f � c P k.

1.3.9 Mamy: ρ2pS : T q � rS2 : ST : T 2s : P1 Ñ P2. Niech V � trx : y : zs P P2 : xz � y2u. Rozważmy funkcję
Ψ : V Ñ P1:

Ψpx : y : zq �
#
px : yq, dla x � 0 lub y � 0
py : zq, dla y � 0 lub z � 0

– wtedy ρ2 �Ψ � id oraz Ψ � ρ2 � id, więc ρ2pP1q � V .
Z drugiej strony SpP1q � krS, T s, zaś SpV q � krx, y, zs{pxz � y2q � krx, y, zs – pierwszy pierścień posiada
własność jednoznaczności rozkładu, zaś drugi nie, ponieważ rozkłady y2 � y � y � x � z są różnymi rozkładami
na elementy nierozkładalne.

1.3.10 Niech U 1 � Y 1 będzie dowolnym zbiorem otwartym, V 1 :� ϕ�1pUq XX 1 � X 1 oraz P P V 1, zaś f : X 1 Ñ Y 1 –
dowolną funkcją regularną. Pokażemy, że f � ϕ|V 1 jest regularne w P . Bez straty ogólności: f � F

G dla pewnych
wielomianów F,G (G nie zeruje się na V ) – wtedy f jest dobrze określone i regularne na zbiorze otwartym
V :� DY pGq :� tR P Y : GpRq � 0u, więc (jako że ϕ : X Ñ Y jest morfizmem) f � ϕ : X Ñ Y jest regularne
oraz f � ϕ : X 1 Ñ Y 1 również.

1.3.11 Bez straty ogólności załóżmy, że X jest rozmaitością afiniczną (jeżeli X jest quasi-rzutowy/afiniczny, to możemy
go domknąć, a następnie zastąpić przez dowolną część aficzniczną X 1, do której należy punkt P – podrozmaitości
w X 1 będą odpowiadały podrozmaitościom w X przez wzięcie domknięcia).
Wtedy OP � ApXqmP � pkrx1, . . . , xns{IpXqqmP , więc ideały pierwsze w OP odpowiadają bijektywnie ideałom
pierwszym p spełniającym: IpXq � p � mP . Te zaś ideały będą odpowiadały bijektywnie rozmaitościom V ppq,
spełniającym: tP u � V pmP q � V ppq � V pIpXqq � X, co dowodzi tezy.

1.3.12 Bez straty ogolności możemy najpierw założyć, że X jest rozmaitością afiniczną lub rzutową (jeżeli jest quasia-
finiczna/quasirzutowa to X spełnia z zadania 2.7: dimX � dimX; ponadto OP nie zmieni się – są to funkcje
zdefiniowane w otoczeniu P ). Następnie możemy zastąpić X przez jego dowolny niepusty afiniczny kawałek (do-
wód zadania 2.6 pokazuje, że nie zmienia to wymiaru).
Jeżeli zaś X jest rozmaitością afiniczną, to z Twierdzenia 3.2: OP � ApXqmP . Ale k jest uniwersalnie łańcucho-
wym pierścieniem (wykład z Algebry Przemiennej), więc dimApXqmP � dimApXq, co dowodzi równości

dimOP � dimApXqmP � dimApXq � dimX

1.3.13 Niech
mY,X :� txf, Uy P OY,X : @PPYXU fpP q � 0u
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Zauważmy, że dowolna funkcja z OY,X może być rozpatrywana jako funkcja wymierna na Y – to daje epimorfizm
OY,X Ñ KpY q, którego jądrem jest (z definicji) mY,X , co daje: OY,X{mY,X � KpY q. W szczególności ideał mY,X
jest maksymalny.

Wykażemy, że OY,XzmY,X � O�Y,X , co dowiedzie lokalności OY,X . Istotnie, niech xf, Uy P OY,XzmY,X oraz
W � Dpfq. Wtedy x1{f,W y jest elementem odwrotnym do xf,W y.

Bez straty ogólności możemy znów założyć, że X,Y są rozmaitościami afinicznymi – krótkie uzasadnienie:

niech X,Y będą rozmaitościami rzutowymi oraz niech X 1, Y 1 będą częściami afinicznymi, spełniającymi
X 1, Y 1 � ∅. Wtedy mamy izomorfizm OX,Y � OX1,Y 1 – zadany jest on przez obcięcie: OX,Y Ñ OX1,Y 1 ,
xf, Uy Ñ xf |UXY 1 , U X Y 1y. Oznaczmy przez clX domknięcie w przestrzeni X. Obcięcie jest:

• iniekcją – jeżeli f |UXY 1 � 0, to z równości clY pY 1q � Y mamy: clU pY 1 X Uq � U oraz f � 0 na U .

• surjekcją – jeżeli xf, Uy P OY 1,X1 , to U jest również otwarty w Y , więc xf, Uy P OY,X .

Ponadto (zad. 1.2.7b) mamy: dimX � dimX 1 oraz dimY � dimY 1.

Dla rozmaitości afinicznych mamy jednak: OY,X � ApXqIpY q. Istotnie, jeżeli funkcja wymierna f{g P KpXq �
ApXq należy do OY,X , to istnieje punkt P P Y spełniający gpP q � 0, więc g R IpY q. Na odwrót, dowolny element
ApXqIpY q poprawnie określa element OY,X .

Ideały pierwsze w ApXqIpY q odpowiadają jednak ideałom pierwszym pEkrx1, . . . , xns spełniającym IpXq � p �
IpY q. Z własności „uniwersalnej łańcuchowości” ciała k (Wykład z Algebry Przemiennej) oraz Tw. 1.8A (b):

dimOY,X � dimApXqIpY q � heightpIpY qq � heightpIpY qq �

� dim
�
krx1, . . . , xns{IpXq



� dim

�
krx1, . . . , xns{IpY q



� dimX � dimY

1.3.14

(a) niech P � r1 : p1 : . . . : pn�1s oraz Q � rq0 : . . . : qn�1s – wtedy prosta przez punkty P i Q to zbiór

taP � bQ : a, b P k, pa, bq � 0u � tcP �Q : c P ku Y tP u � trc� q0 : cp1 � q1 : . . . : cpn�1 � qn�1s : c P ku

oraz jej przekrój z Pn � tr0 : s1 : . . . : sn�1su to punkt �q0P �Q � r0 : �q0p1 � q1 : . . . : �q0pn�1 � qn�1s. Stąd:

ϕpQq � r0 : �q0p1 � q1 : . . . : �q0pn�1 � qn�1s

Wystarczy więc zauważyć, że ϕ jest dane przez wielomiany jednorodne bez wspólnego zera różnego od P

(wtedy na każdym kawałku afinicznym Pn możemy skorzystać z kryterium z zadania 3.6, aby dowieść, że
φ jest morfizmem) – istotnie, jeżeli @i � q0pi � qi to q0 � 0 (w przeciwnym wypadku @iqi � 0) oraz
Q � rq0 : . . . : qn�1s � rq0 : q0p1 : . . . : q0pn�1s � r1 : p1 : . . . : pn�1s � P .

(b) z zadań 1.2.9 oraz 1.2.12 (po przenumerowaniu zmiennych): Y � Zpyz � xw, y2 � xz, z2 � ywq. Zauważmy, że
φprx : y : z : wsq � rx : y : 0 : ws. Wykażemy, że Q � rx : y : 0 : ws P φpY q wtw. gdy y3 � wx2, tzn. że
ϕpY q � Zpy3 � wx2q.

• jeżeli x, y � 0 to Q P Y wtw. gdy istnieje z spełniające 0 � yz�xw � y2�xz � z2�yw. Po wyznaczeniu z
z pierwszego i drugiego równania: z � y2{x � xw{y, więc y3 � x2w. Na odwrót, jeżeli y3 � x2w to z dane
przez z � y2{x � xw{y spełnia też trzecie równanie: z2 � y2{x � xw{y � yw.

• jeżeli x � 0, to Q P Y wtw. gdy istnieje z spełniające 0 � yz � y2 � z2� yw, wtw. gdy 0 � y � z wtw. gdy
Q � r0 : 0 : 0 : 1s. Jest to jednak jedyny punkt na C : y3 � x2w (C � P2) spełniający x � 0.

• jeżeli y � 0, to Q P Y wtw. gdy istnieje z spełniające 0 � �xw � �xz � z2, wtw. gdy 0 � z oraz xw � 0,
wtw. gdy Q � r0 : 0 : 0 : 1s lub Q � r1 : 0 : 0 : 0s. Są to jednak jedyne dwa punkty na C : y3 � x2w

spełniające y � 0.
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1.3.17

W zadaniu będziemy kilkakrotnie korzystali z podpunktu (d):

(d) Z Atiyaha–MacDonalda (Stwierdzenie 5.13):

ApY q jest całkowicie domknięty wtw. gdy dla każdego ideału maksymalnego m pierścień ApY qm jest całkowicie
domknięty. Mamy jednak: ApY qm � OP , gdzie P –punkt odpowiadający ideałowi maksymalnemu m. To dowodzi
tezy.

(a) Dowolna stożkowa w P2 jest postaci Y : x2 � yz. Wystarczy więc pokazać, że jej części afiniczne: Y1 : x2 � y

oraz Y2 : 1 � yz są normalne. Ale pierścienie:

ApY1q � krx, ys{px2 � yq � krxs

ApY2q � kry, zs{pyz � 1q � kry, 1{ys � krysy
są całkowicie domknięte – pierwszy jest dziedziną ideałów głównych, zaś drugi jest całkowicie domknięty jako
lokalizacja krys na elemencie y (Stwierdzenie 5.12 z Atiyah–MacDonalda).

(b) Powierzchnia Q1 : xy � zw:

Analogicznie wystarczy sprawdzić, że pierścienie współrzędnych części afinicznych są całkowicie domknięte. Niech
Q1 : xy � z, Q1 � P2 – wtedy:

ApQ1q � krx, y, zs{pxy � zq � krx, ys
(izomorfizm dany jest przez fpx, y, zq ÞÑ fpx, y, xyq). Ale krx, ys jest całkowicie domknięte jako dziedzina z
jednoznacznością rozkładu.

Powierzchnia Q2 : xy � z2:

Rozważmy afiniczne części:

• Q1 � QX tpx : y : z : wq : z � 0u o równaniu Q1 : xy � 1,

• Q2 � QX tpx : y : z : wq : y � 0u o równaniu Q2 : x � z2,

• Q3 � QX tpx : y : z : wq : z � 0u o równaniu Q3 : y � z2.

– wtedy Q � Q1 YQ2 YQ3 Y tp0 : 0 : 0 : 1qu. Rozmaitości afiniczne Q1, Q2, Q3 są normalne:

• ApQ1q � krx, y, ws{pxy � 1q � krx,wsx jest całkowicie domknięte jako lokalizacja całkowicie domkniętego
pierścienia,

• ApQ2q � krx, z, ws{px� z2q � krz, ws jest całkowicie domknięte jako pierścień z jednoznacznością rozkładu;
analogicznie dla ApQ3q.

Aby pokazać, że punkt P � p0 : 0 : 0 : 1q jest normalny, zauważmy, że:

OP �
�
krx, y, zs
pxy � z2q



mP

�
�
krx, y, zs
pxy � z2q



px,y,zq

�

� krx, y, zspx,y,zq
pxy � z2q � krx, y, zspx,y,zq

py � z2{xq � krx, zspx,zq

– ostatni izomorfizm indukowany jest przez

φ : krx, y, zspx,y,zq Ñ krx, zspx,zq, φpfpx, y, zqq � fpx, z2{x, zq

Istotnie – φ jest ”na” (φpfpx, zqq � fpx, zq) oraz kerφ � pxy�z2q, ponieważ jeżeli fpx, y, zq � gpx, y, zq{pxyzqn P
kerφ (gdzie g P krx, y, zs), to fpx, z2{x, zq � 0, więc gpx, z2{x, zq � 0, więc (traktując g jako element krx, zspx,zqrys)
y � z2

x dzieli gpx, z2{x, zq w krx, zspx,zqrys, więc g P pxy � z2q, co daje f P pxy � z2q.

Pierścień krx, zspx,zq jest zaś całkowicie domknięty, jako lokalizacja całkowicie domkniętego.
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(c) Pierścień R � krx, ys{py2 � x3q � krx, ys nie jest całkowicie domknięty, ponieważ y{x P FracpRq jest pierwiast-
kiem P pT q � T 2 � x P Rrxs (bo y2{x2 � x3{x2 � x), ale nie należy do R. Istotnie, gdyby y{x � P px, yq P R, to
y � x � P px, yq P py2 � x3q, tzn. y � x � P px, yq � py2 � x3q � Rpx, yq dla pewnego R P krx, ys. Ale w wyrażeniu
py2 � x3q � Rpx, yq nie może występować y (pojawiają się tam tylko jednomiany stopnia ¥ 1) – to dowodzi, że
y{x R R.

(e) Będziemy korzystali z tego, że kategorie rozmaitości afinicznych oraz skończonych k-algebr będących dziedzinami
calkowitości są rownoważne.

Niech B będzie domknięciem całkowitym ApXq w KpXq – wtedy B jest skończoną k-algebrą (z Twierdzenia
3.9A), dziedziną całkowitości oraz jest całkowicie domknięta. Spełnia więc: B � AprY q, gdzie rY jest pewną roz-
maitością normalną. Ponadto inkluzja ApY q ãÑ AprY q odpowiada odwzorowaniu π : rY Ñ Y .

Niech ϕ : Z Ñ Y będzie dominującym morfizmem z rozmaitości normalnej Z. Wtedy ϕ� : ApY q Ñ ApZq jest
monomorfizmem:

• jeżeli
@P 0 � ϕ�pgqpP q � gpfpP qq

to fpZq � g�1p0q, więc Y � fpZq � g�1p0q oraz z twierdzenia Hilberta o zerach: g � 0 w ApY q
tak więc przedłuża się do odwzorowania między ciałami ułamków: ϕ� : KpY q Ñ KpZq. Oczywiście ϕ� jest
izomorfizmem na swój obraz, więc ϕ�pAprY qq jest domknięciem całkowitym ϕ�pApY qq w ϕ�pKpY qq. Ale pierścień
ApZq (zawierający ϕ�pApY qq) jest z założenia całkowicie domknięty, więc ϕ�pAprY qq � ApZq. Niech θ : Z Ñ rY
będzie odwzorowaniem odpowiadającym złożeniu AprY q �ÝÑ ϕ�pAprY qq ãÑ ApZq. Zauważmy, że ϕ� : ApY q Ñ
ApZq odpowiada złożeniu ApY q π�ãÑ AprY q oraz AprY q θ�

ãÑ ApZq, więc ϕ � π � θ.
1.3.18

(a) Niech Yi będzie i-tą częścią afiniczną Y – wtedy ApYiq � SpY qpxiq (nawias oznacza, że rozpatrujemy tylko
elementy gradacji 0). Ale SpY q jest całkowicie domknięty, więc lokalizacja SpY qxi również (lokalizacja całkowi-
cie domkniętego pierścienia jest całkowicie domknięta – Stwierdzenie 5.12/Atiyah-Macdonald). Wystarczy więc
pokazać:

Lemat Jeżeli R �À
iRi jest całkowicie domkniętym pierścieniem z gradacją, to R0 jest również całkowicie

domknięte.

Dowód: jeżeli r P FracpR0q jest całkowite nad R0:

rn �
¸
i

air
i � 0, (gdzie ai P R0 ) p�q

to jest też całkowite nad R, więc r P R. Niech r � r0 � . . . � rd (gdzie rd � 0) będzie rozkładem na części
jednorodne i załóżmy nie wprost, że d ¥ 1. Wtedy porównując części stopnia nd w równaniu p�q dostajemy
rd � 0 – sprzeczność oznacza, że r P R0.

(b) normalność wynika z podpunktu (c).

Niech SpY q � krx, y, z, ws{IpY q � krx, y, z, ws. Zauważmy, że IpY q � tf P krx, y, z, ws : fpt4, t3u, tu3, u4q � 0u
oraz że pxw � yz, z3 � yw2, y3 � x2zq � IpY q. Element xz

y P FracpSpY qq jest całkowity nad SpY q, bo spełnia
równanie T 2 � yz � 0 – mamy bowiem:�

xz

y


2

� px2zq � z
y2 � y3 � z

y2 � yz

Element ten nie należy jednak do SpY q – gdyby xz
y � fpx, y, z, wq dla f P krx, y, z, ws to xz�y�fpx, y, z, wq P IpY q

oraz rozpatrując części jednorodne stopnia 2 (zauważmy, że IpY q jest jednorodny) możemy założyć bez straty
ogólności, że fpx, y, z, wq � ax� by � cz � dw jest stopnia 1. Wtedy jednak:

0 � t4 � tu3 � t3 � u � fpt4, t3u, tu3, u4q � t5 � u3 � t3 � u � pat4 � bt3u� ctu3 � du4q
co jest niemożliwe, bo wszystkie jednomiany powyżej są różne.
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(c) izomorfizmy Y � P1 dane są jako:

P1 Q pt, sq ÞÑ pt4, t3u, tu3, u4q P Y

Y Q pX,Y, Z,W q ÞÑ
#
pZ,W q, dla W � 0
pX,Y q, dla X � 0

P P1

– są one zadane przez wielomiany bez wspólnych zer należących do dziedziny, a ponadto składają się do iden-
tyczności.

Pierścień SpP1q � krx, ys jest oczywiście całkowicie domknięty, jako dziedzina z jednoznacznością rozkładu.

1.3.19

(a) niech ψ będzie izomorfizmem odwrotnym – wtedy φ�ψ � id, więc (z własności macierzy Jakobiego) rDφs�rDψs �
I, więc detrDφs � detrDψs � 1 w krx1, . . . , xns. Iloczyn wielomianów może być jednak stałą wtw. gdy są one
wielomianami stałymi.

1.3.20

(a) Bez straty ogólności możemy założyć, że Y jest rozmaitością quasiafiniczną. Skorzystamy z następującej charak-
teryzacji pierścieni całkowicie domkniętych (znalezionej na Wikipedii):

Fakt Niech R – noetherowska dziedzina całkowitości. Wtedy R jest całkowicie domknięty (CD) wtw. gdy
spełnia następujące warunki:

(A) @htppq�1 Rp jest pierścieniem dyskretnej waluacji,

(B)
�
htppq�1Rp � R.

Dowód:

• pCD ñ Aq: R jest całkowicie domknięty ñ (Stwierdzenie 5.13/Atiyah-Macdonald) @htppq�1 Rp

jest całkowicie domknięty ñ Rp jest całkowicie domknięty, wymiaru htp � 1 oraz noetherowski
ñ Rp jest lokalnym pierścieniem Dedekinda ñ Rp jest DVR.

• pCD ñ Bq: Hartshorne, Proposition II.6.3 A, str. 132.

• pA� B ñ CDq: niech xn �°
aix

i � 0, ai P R, x P FracpRq. Ustalmy p spełniające htppq � 1 i niech
vp będzie dyskretną waluacją związaną z p. Załóżmy nie wprost, że vppxq   0 – wtedy

n � vppxq � vppxnq � vpp�
¸
aix

iq ¥ min
i
tvppaixiqu � min

i
tvppaiq � ivppxqu ¥

¥ min
i
t0� ivppxqu ¥ pn� 1qvppxq n � vppxq ¥ pn� 1qvppxq

czyli vppxq ¥ 0 - sprzeczność. Stąd vppxq ¥ 0, więc x P Rp oraz x P �htppq�1Rp � R.

Niech f P OpY ztP uq, zaś p1, . . . , ps będą wszystkimi ideałami pierwszymi wysokości 1 w OP . Ustalmy i oraz
niech W :� V ppiq. Wtedy (zadanie 3.13) OW,Y � pOP qpi , więc z całkowitej domkniętości OP oraz z pCDq ñ pAq
pierścień OW,Y jest DVR; niech v będzie związaną z nim waluacją oraz niech mW,Y � hOW,Y . Widzimy też, że
1 � dimOW,Y � dimY � dimW ¥ 2� dimW , tzn. dimW ¥ 1.

Załóżmy nie wprost, że vpfq � �n   0. Wtedy f � g
hn dla pewnego g P O�W,Y . Oznacza to, że g nie zeruje się

na pewnym podzbiorze otwartym U � W . Ale dimU � dimW ¥ 1, więc możemy wybrać R P UztP u – wtedy
gpW q � 0. Wtedy jednak fpRq � gpRq

hnpRq jest nieokreślone, co daje sprzeczność z regularnością f na Y ztP u!

Stąd f P OW,Y � pOP qpi oraz (z warunku pCD ñ Bq) f P �ipOP qpi � OP , co kończy dowód.

(b) rozważmy dowolną krzywą eliptyczną E : y2z � x3 � Axz2 � Bz3. Wtedy, jeżeli rx : y : zs P E oraz z � 0, to
x � 0 oraz rx : y : zs � r0 : 1 : 0s. Funkcja y

z jest więc regularna poza punktem r0 : 1 : 0s – w nim nie może być
określona (bo w mianowniku jest zero, zaś w liczniku nie).

1.3.21
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(a) odwzorowanie µ jest oczywiście regularne (jest wielomianem) i spełnia aksjomaty grupy (pochodzi od działania
grupowego na k). Odwzorowanie „elementu odwrotnego” jest dane jako: a ÞÑ �a i również jest regularne.

(b) odwzorowanie µ jest oczywiście regularne (jest wielomianem) i spełnia aksjomaty grupy (pochodzi od działania
grupowego na k�). Odwzorowanie „elementu odwrotnego” jest dane jako: a ÞÑ 1{a i również jest regularne.

(c) działanie na HompX,Gq jest zadane jako dodawanie „po współrzędnych”, tzn. jako: pf, gq ÞÑ µpf, gq – jest to
morfizm (jako złożenie mofizmu P ÞÑ pfpP q, gpP qq z morfizmem µ). Działanie to spełnia aksjomaty grupy, jako
że spełnia je µ.

(d) Elementy HompX,Gaq są regularnymi funkcjami f : X Ñ Ga � A1 wraz z dodawaniem „po współrzędnych”,
więc z definicji HompX,Gaq � OpXq.

(e) Elementy HompX,Gmq są regularnymi funkcjami f : X Ñ Gm � A1zt0u wraz z mnożeniem „po współrzędnych”,
tzn. regularnymi funkcjami f : X Ñ A1, które nie przyjmują zerowych wartości (a więc są odwracalne jako
elementy OpXq). Z definicji mamy więc HompX,Gmq � OpXq�.

Podrozdział 1.4

1.4.3

(a) f jest określona tam, gdzie ma niezerowy mianownik, czyli na zbiorze otwartym: tx0 � 0u.

(b) teraz mamy: fpx0, x1, x2q � rx1x0 , 1s � rx1, x0s. Aby funkcja była dobrze określona, przynajmniej jedna współ-
rzędna musi być niezerowa. Stąd jest ona określona na zbiorze P2ztp0, 0, 1qu.

1.4.4

(a) w zadaniu 3.1 (b) udowodniłem, że dowolna kwadryga jest izomorficzna z P1, w szczególności jest biwymierna z
P1.

(b) izomorfizmy między ciałami funkcyjnymi kpx, yq � Fracpkrx, ys{py2 � x3qq oraz kptq dane są przez:

Φ : kpx, yq Ñ kptq, indukowane przez rΦ : krx, ys Ñ kptq, rΦpP px, yqq � P pt2, t3q
Ψ : kptq Ñ kpx, yq, ΨpP ptqq � P py{xq

– istotnie:

• Φ jest dobrze określone, bo ker rΦ � py2�x3q – istotnie, mamy: rΦpy2�x3q � t6�t6 � 0, więc py2�x3q � ker rΦ.
Na odwrót, jeżeli fpt2, t3q � 0, to działając w kr?xsrys i podstawiając t � �?x mamy fpx,�x?xq � 0,
więc fpx, yq ma (jako wiemlomian zmiennej y) pierwiastki w y � �x?x oraz py�x?xq�py��x?xq � y2�x3

dzieli fpx, yq.
Stąd rΦ : krx, ys{py2 � x3q Ñ krts jest iniekcją, więc indukuje odwzorowanie między ciałami ułamków:
Φ : kpx, yq Ñ kptq.

• Φ �Ψ � id, bo Φ �ΨpP ptqq � ΦpP py{xqq � P pt3{t2q � P ptq,
• Ψ � Φ � id, bo Ψ � ΦpP px, yqq � ΦpP pt2, t3qq � P ppy{xq2, py{xq3q � P px, yq (równość y2 � x3 implikuje, że
py{xq2 � x oraz py{xq3 � y3{y2 � y),

(c) Niech

kpx, y, zq � KpY q �
�

krx, y, zs
py2 � z � x2 � px� zqq



pp0qq

Rzutowanie z zadania dane jest wzorem: φppx, y, zqq � px, yq. Zauważmy, że równanie y2 � z � x2 � px � zqq jest
równoważne z � x3

y2�x2 tak więc φ� : kpx, yq Ñ kpx, y, zq, dane wzorem φpP px, yqq � P px, yq jest izomorfizmem:

• jest ono ”na”, bo P px, y, zq � P px, y, x3

y2�x2 q � φ
�
P px, y, x3

y2�x2 q
	

,

• jest ono iniekcją, bo jeżeli φpP {Qq � 0 dla pewnych wielomianów P,Q, to P px, yq � 0, czyli P px, yq P
py2 � z � x2 � px� zqq, więc P px, yq � 0 (w przeciwnym razie P musiałoby mieć dodatni stopień ze względu
na zmienną z).
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To oznacza, że φ jest biwymierne.

1.4.6

(a) mamy:

pφ � φqpa0, a1, a2q � φpa1a2, a0a2, a0a1q � pa0a2 � a0a1, a1a2 � a0a1, a1a2 � a0a2q �

� pa0a1a2 � a0, a0a1a2 � a1, a0a1a2 � a2q � pa0, a1, a2q
Zgodnie z treścią zadania, φ jest dobrze określone na zbiorze otwartym U � P2ztp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu –
istotnie, jeżeli pa1a2, a0a2, a0a1q � p0, 0, 0q, to przynajmniej 2 z liczb a0, a1, a2 muszą być zerowe.

(b) mamy: φpUq � U oraz φ � φ � id, więc φ : U Ñ U jest izomorfizmem.

(c) funkcja φ � φ�1 jest określona na zbiorze otwartym U (zdefiniowanym powyżej) i w żadnym punkcie poza
nim, co łatwo wynika z jednoznaczności rozkładu w kra0, a1, a2s – istotnie, gdyby dla pewnych jednorodnych
f, g P kra0, a1, a2s funkcje a1a2fpa0,a1,a2q

gpa0,a1,a2q , a0a2fpa0,a1,a2qgpa0,a1,a2q , a0a1fpa0,a1,a2qgpa0,a1,a2q nie zerowałyby się jednocześnie w p0, 0, 1q,
to musiałoby zachodzić: a0a1|g oraz a0, a1 - f – wtedy jednak funkcje te nie byłyby dobrze określone w p0, 0, 1q
(zero w mianowniku).

1.4.7 Konstrukcja przebiega podobnie jak w Theorem 4.4. Bez straty ogólności możemy założyć, że X,Y są quasia-
finiczne. Niech φ : OP,X Ñ OQ,Y oraz θ : OQ,Y Ñ OP,X będą izomorfizmami k-algebr, zaś x1, . . . , xn oraz
y1, . . . , ym generatorami algebr odpowiednio ApXq oraz ApY q. Wtedy φpx1q, . . . są funkcjami regularnymi w
pewnym otoczeniu UQ,Y punktu Q oraz analogicznie dla θpx1q, . . .. , które są określone w otoczeniu UP,X . Niech:

Φ : UQ,Y Ñ An, ΦpRq � pφpx1qpRq, . . . , φpxnqpRqq

Θ : UP,X Ñ Am, ΘpSq � pθpy1qpSq, . . . , θpymqpSqq
Wtedy:

• imΦ � X, bo jeżeli f P IpXq, to

fpΦpRqq � fpφpx1qpRq, . . . , φpxnqpRqq � φpfpx1, . . . , xnqqpRq � 0

(skorzystałem z tego, że φ jest homomorfizmem k-algebr, więc P pφpy1q, . . .q � φpP py1, . . .qq oraz z tego, że
fpx1, . . . , xnq jest trywialne w OP,X).

• Φ �Θ � id, bo

Φ �Θ � Φpθpy1q, . . . , θpymqq �
�
φpxiq

�
θpy1q, . . . , θpymq

	

i

�
�
pθ � φqpxiq

�
y1, . . . , ym

	

i

� px1, . . . , xnq

(skorzystałem z tego, że θ jest homomorfizmem k-algebr, więc P pθpy1q, . . .q � θpP py1, . . .qq oraz z tego, że
θ � φ � id)

• ΦpP q � Q, bo jeżeli f P mQ, to φpfq P mP (φ jest bowiem izomorfizmem), więc fpΦpP qq � φpfqpP q � 0
oraz ΦpP q P ZpmQq � tQu

Analogicznie imΘ � Y , Θ�Φ � id, ΘpQq � P . Oczywiście Θ oraz Φ są ciągłe (są zadane funkcjami wymiernymi).

Pozostaje dobrać otoczenia otwarte punktów P oraz Q, na których Θ oraz Φ będą wzajemnie odwrotne.

Bez straty ogólności (zastępując UQ,Y przez UQ,Y X Θ�1pUP,Xq) można założyć, że UQ,Y � Θ�1pUP,Xq. Niech
U :� UQ,Y oraz V :� Θ�1pUQ,Y q � ΦpUQ,Y q – wtedy Φ : U Ñ V oraz Θ : V Ñ U są wzajemnie odwrotne, więc
U � V .

1.4.8

(a)
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(b) niech C będzie dowolną krzywą, zaś f : C Ñ P1 dowolną bijekcją. Zauważmy, że zbiory domknięte w P1 to
zbiory skończone. Ale obraz/przeciwobraz zbioru skończonego jest skończony, wystarczy więc wykazać, że zbiory
domknięte w C to zbiory skończone. Istotnie, każdy zbiór domknięty jest skończoną sumą nierozkładalnych. Jeżeli
zaś pewien podzbiór C jest nierozkładalny, to musi on być podrozmaitością wymiaru 0 (jedyna podrozmaitość
wymiaru 1 to całe C), czyli punktem. To kończy dowód.

1.4.9 Będziemy potrzebowali twierdzenia o elemencie pierwotnym w mocniejszej wersji niż podana w książce:

Twierdzenie o elemencie pierwotnym
Jeżeli F jest ciałem, zaś α, β P F sep, to dla prawie wszystkich a P F mamy: F pα, βq � F pα� aβq.

Wniosek
Jeżeli k � F są nieskończonymi ciałami, oraz α1, . . . , αm P F sep, to istnieją a1, . . . , am P k takie, że
F pα1, . . . , αmq � F pa1α1 � . . .� amαmq.
Dowód: indukcja po m : dla m � 1 nie ma czego dowodzić. Z założenia indukcyjnego, istnieją a11, . . . , a

1
m�1 P

k takie, że mamy: F pα1, . . . , αm�1q � F pa11α1 � . . . � a1m�1αm�1q. Z powyższego twierdzenia, ponieważ
|k| � 8, to istnieje a P k takie, że

F pα1, . . . , αmq � F pa11α1 � . . .� a1m�1αm�1, αmq � F pa11α1 � . . .� a1m�1αm�1 � aαmq

co kończy dowód.

Bez straty ogólności możemy założyć, że X jest rozmaitością afiniczną. Niech KpXq � kpx1, . . . , xnq, gdzie xi
są funkcjami współrzędnymi „indukowanymi” z danego zanurzenia w Pn. Wtedy z twierdzeń 4.8 A oraz 4.7A
możemy bez straty ogólności założyć, że x1, . . . , xr tworzą rozdzielczą bazę transcendentną. tzn. że

kpx1, . . . , xrqpxr�1, . . . , xnq{kpx1, . . . , xrq

jest skończonym rozdzielczym rozszerzeniem. Z powyższego Wniosku wiemy, że dla y � °n
i�r�1 αixi (dla

pewnych αi P k) mamy:
kpx1, . . . , xrqpxr�1, . . . , xnq � kpx1, . . . , xrqpyq

Bez straty ogólności możemy założyć (po liniowej zamianie zmiennych), że y � xr�1. Zauważmy, że r � 1   n,
więc xn � xr�1. Rzutowanie z punktu P � p0, 0, . . . , 0, 1q na płaszczyznę An � txn � 0u jest dane wzorem:
φpp1, . . . , pnq � pp1, . . . , pn�1q oraz indukuje naturalne zanurzenie: KpX 1q � kpx1, . . . , xn�1q ãÑ kpx1, . . . , xnq �
KpXq. Zanurzenie to jednak jest na, bo xr�1 P kpx1, . . . , xn�1q oraz:KpXq � kpx1, . . . , xrqpxr�1q � kpx1, . . . , xn�1q �
KpX 1q. Równość KpXq � KpX 1q oznacza, że X oraz X 1 są biwymierne.

1.4.10 Zbiór ϕ�1pY q � A2 � P1 zadany jest równaniami: y2 � x3 oraz xu � ty. Niech rY1 � rY X tt � 0u, zaśrY2 � rY X tu � 0u – wtedy rY � rY1 Y rY2.
Obliczmy rY1: niech t � 0, bez straty ogólności t � 1. Wtedy ϕ�1pY q X tt � 0u dany jest wzorami: y2 � x3 oraz
xu � y, czyli x2 � u2 � x3 oraz xu � y. Dzieląc przez x2 (pochodzi to od przeciwobrazu O), stwierdzamy, że rY1

jest zadane wzorami u2 � x oraz xu � y, czyli:

rY1 � Dptq X Zpu2 � xt, xu� ytq

Analogicznie, ϕ�1pY q X tu � 0u dane jest wzorami: y2 � x3 oraz x � yt, czyli y2 � y3 � t3 oraz xu � y. Dzieląc
przez y2 (pochodzi to od przeciwobrazu O), stwierdzamy, że rY2 jest zadane wzorami 1 � y � t3 oraz xu � y.
Zauważmy, że rY1 � rY2 Y tpp0, 0q, r1 : 0squ – istotnie, jeżeli ppx, yq, rt : usq P rY2zrY1, to t � 0, co daje sprzeczność z
równością 1 � y � t3. Jeżeli zaś ppx, yq, rt : usq P rY1zrY2, to u � 0, więc 0 � x3 oraz 0 � y, czyli ppx, yq, rt : usq �
pp0, 0q, r1 : 0sq.
Stąd rY � rY1 Y rY2 � rY1. Ale rY1 � A1, izomorfizmy zadane są przez:

rY1 Q ppx, yq, rt : usq ÞÑ u P A1 oraz A1 Q u ÞÑ ppu2, u3q, r1 : usq P rY1
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Podrozdział 1.5

1.5.3

(a) Niech P � p0, 0q oraz f � f1 � . . . będzie rozkładem na części jednorodne. Wtedy f1 �
°
i
Bf
BXi pP q �Xi, więc:

µP pY q � 1 ô f1 �
¸
i

Bf
BXi

pP q �Xi � 0 ô
� Bf
BX1

pP q, . . . , BfBXn
pP q



� p0, 0, . . . , 0q ô

ô (z definicji) P nie jest osobliwy

(b) w każdym z podpunktów punktem osobliwym jest p0, 0q, wystarczy więc odczytać numer największej niezerowej
części jednorodnej – odpowiedzi to kolejno: 2, 2, 2, 3.

1.5.4

(a) skończoność pY � ZqP :
zauważmy, że pOP {pf, gqq ma skończoną długość jako OP -moduł wtw. gdy jest pierścieniem Aritnowskim, czyli
wtw. gdy (Atiyah-MacDonald, Twierdzenie 8.5) jest noetherowski i wymiaru 0. Noetherowskość jest oczywista
(jest to skończona algebra nad ciałem). Aby wykazać, że wymiar to 0, załóżmy nie wprost, że istnieje ideał
pierwszy pf, gq � p � mP � OP . Mamy jednak: z twierdzenia Krulla o ideałach głównych: htppfqq � htppgqq � 1
oraz (np. z zadania 3.12) dimOP � dimA2 � 2, więc 0 � pfq � mP jest maksymalnym łańcuchem ideałów
pierwszych. Rozważając łańcuch 0 � pfq � p � mP dostajemy sprzeczność.

nierówność pY � ZqP ¥ µP pY q � µP pZq:
(z pomocą [Fulton, William Fulton – Algebraic Curves: An introduction to Algebraic Geometry])

Niech P � p0, 0q, Y : f � 0, Z : g � 0, µP pY q � a, µP pZq � b.

Lemat lengthOP pOP {mrP q � 1� 2� . . .� r � rpr�1q
2 .

Dowód: z filtracji OP {mrP � mP {mrP � m2
P {mrP � . . . � mr�1

P {mrP � 0 dostajemy:

lengthOP pOP {mrP q �
r�1̧

i�0

lengthOP ppmiP {mrP q{pmi�1
P {mrP qq �

r�1̧

i�0

lengthOP pmiP {mi�1
P q

Ale
miP {mi�1

P � xi � k ` xi�1y � k ` . . .` xyi�1 � k ` yi � k
więc lengthOP pmiP {mi�1

P q � dimOP {mP pmiP {mi�1
P q � dimkpmiP {mi�1

P q � i� 1.

Mamy: lengthOP pOP {pf, gqq ¥ lengthOP pOP {pf, g,ma�bP qq, bo pOP {pf, g,ma�bP qq jest modułem ilorazowym pOP {pf, gqq.
Rozważmy ciąg dokładny OP -modułów:

OP {mbP �OP {maP αÝÑ OP {ma�bP
βÝÑ OP {pf, g,ma�bP q Ñ 0

gdzie αpApx, yq, Bpx, yqq � Apx, yqfpx, yq �Bpx, yqgpx, yq (warunki f P maP , g P mbP łatwo implikują, że α jest
dobrze określone), zaś β jest naturalnym odwzorowaniem ilorazowym. Istotnie, sprawdźmy dokładność:

• pβ � αqpA,Bq � Af �Bg � 0 pmod pf, g,ma�bP qq, więc imα � kerβ,

• jeżeli βphq � 0, to h P pf, g,ma�bP q, więc h � Af �Bg � h1 dla h P ma�bP , czyli h � αpA,Bq.
Stąd, z addytywności długości dla ciągu: 0 Ñ kerβ Ñ OP {ma�bP Ñ OP {pf, g,ma�bP q oraz z dokładności powyż-
szego ciągu:

lengthOP pOP {pf, g,ma�bP qq � lengthOP pOP {ma�bP q � lengthOP pkerβq � lengthOP pOP {ma�bP q � lengthOP pImαq ¥
¥ lengthOP pOP {ma�bP q � lengthOP pOP {mbP �OP {maP q �
� lengthOP pOP {ma�bP q � lengthOP pOP {maP q � lengthOP pOP {mbP q �

� pa� bqpa� b� 1q
2

� apa� 1q
2

� bpb� 1q
2

� ab

(b)
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Lemat Dla Y : fpx, yq � 0, L : y � αx� β, P � pa, bq mamy:

pL � Y qP � krotność a jako pierwiastka wielomianu fpx, αx� βq

Dowód: podstawiając x ÞÑ x � a, y ÞÑ y � b, możemy bez straty ogólności założyć, że P � p0, 0q – wtedy
również β � 0. Zauważmy, że y�αx|fpx, yq�fpx, αxq, więc: pfpx, yq, y�αxq � pfpx, αxq, y�αxq. Oczywiste
jest, że

OP
pfpx, αxq, y � αxq �

krx, yspx,yq
pfpx, αxq, y � αxq �

krxspxq
pfpx, αxqq

(naturalna iniekcja krxspxq{pfpx, αxqq ÞÑ krx, yspx,yq{pfpx, αxq, y � αxq jest też surjekcją, bo y jest wy-
rażone przez x). Niech fpx, αxq � xr � f1pxq, gdzie f1p0q � 0. Wtedy f1pxq jest odwracalne w krxspxq
oraz fpx, αxqkrxspxq � xrkrxspxq. Ale krxspxq jest pierścieniem dyskretnej waluacji i wszystkie jego ideały
to pxq, px2q, px3q, . . . - stąd łańcuch ideałów pxrq � pxr�1q � . . . � pxq � krxspxq jest maksymalny oraz

pL � Y qp0,0q � lengthpkrxspxqxr q � r, co kończy dowód lematu.

Bez straty ogólności P � p0, 0q. Niech f � fr � . . . dla fr � 0. Wtedy wielomian frp1, tq jest niezerowy (w
przeciwnym wypadku frpx, yq � xr � frp1, y{xq � 0), ma więc skończenie wiele pierwiastków. Jeżeli α nie jest
jego pierwiastkiem (czyli, równoważnie, jeżeli y � αx nie jest styczna do Y w P ) to frpx, αxq � xrfrp1, αq oraz

fpx, αxq � xr � �frp1, αq � fr�1p1, αq � x� fr�2p1, αq � x2 � . . .
�

więc 0 jest pierwiastkiem krotności r oraz Lα : y � αx spełnia pY � Lαqp0,0q � µp0,0qpY q.

(c) Niech fdpx, yq będzie częścią jednorodną f największego stopnia. Bez straty ogólności (zmieniając współrzędne
za pomocą rzutowych transformacji afinicznych danych macierzami 3 � 3) możemy założyć, że L : y � 0 oraz
że r1, 0, 0s R Y – wtedy wszystkie punkty przecięcia L oraz Y znajdują się w A2. Wartość „ujednorodnienia”
wielomianu f w r1, 0, 0s to: fdp1, 0q � 0. Stąd: fdpx, 0q � fdp1, 0q � xd jest wielomianem stopnia d, więc również
degpfpx, 0qq � d. Z powyższego Lematu oraz Zasadniczego Twierdzenia Algebry:¸

pa,bq
pY � Lqpa,bq �

¸
pa,bq

(krotność a jako pierwiastka fpx, 0q) � degpfpx, 0qq � d

1.5.6

(a) node: zbiór algebraiczny dany układem:

#
xy � x6 � y6

xu � ty
(gdzie rt, us P P1, rx, ys P A2) będzie miał dwie

składowe – „rozdmuchaną” krzywą rY oraz prostą x � y � 0. Istotnie, bez straty ogólności przyjrzyjmy się
części afinicznej dla t � 0. Podstawiając t � 1, a następnie równość y � xu do pierwszego równania dostajemy:

x2 � pu�x4�x6u6q � 0, więc część afiniczna rY dana jest przez

#
u � x4 � x6u6

xu � y
. Licząc macierz Jacobiego

dla tych równań, dostajemy: �
�u 1 �x
�4x3 0 1� 6x4u5

�
– macierz ta mogłaby mieć rząd 1 tylko gdyby drugie wiersz był zerowy, ale to nie jest możliwe dla char k � 2
(jeżeli �4x3 � 0, to 1 � 6x4u5 � 1). Stąd ta część afiniczna rY jest nieosobliwa, podobnie sprawdzamy to dla
części danej przez u � 0.

ostrze: analogicznie – rozpatrujemy zbiór algebraiczny dany układem:

#
x3 � y2 � x4 � y4

xu � ty
. Podstawiając

t � 1 oraz y � xu w pierwszym równaniu i wydzielając je przez x2 dostajemy jedną z części afinicznych rY –
jest ona zadana równaniami x � u2 � x2 � x2u4 oraz y � xu. Analogicznie druga część jest zadana równaniami:
yt3 � 1� y2t4 � y2 oraz x � yt. Macierze Jacobiego odpowiednich części to:�

�u 1 �x
1� 2x� 2xu4 0 �2u� 4x2u3

�
oraz

�
1 �t �y
0 t3 � 2yt4 � 2y 3yt2 � 3y2t3

�
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Jeżeli więc punkt px, y, uq na pierwszej części byłby osobliwy, to:$'&'%
x � u2 � x2 � x2u4

1 � 2x� 2xu4

2u � �4x2u3

Wtedy x � 0 (z drugiego równania) oraz u � 0 (z pierwszego równania byłoby wtedy x � x2, zaś z drugiego:
1 � 2x), więc z trzeciego równania: u2 � �1

2x2 . Podstawiając to do pierwszego i drugiego równania:#
x � �1

2x2 � x2 � x2 � 1
4x4

1 � 2x� 2x � 1
4x4

ô
#

4x3 � 4x4 � 1
2x3 � 4x4 � 1

Dodając i odejmując te równania stronami dostajemy: 6x3 � 8x4 oraz �2x3 � 2, czyli x � 2{3 oraz x3 � 1 –
sprzeczność oznacza, że pierwsza część jest nieosobliwa.

Dla drugiej części dostajemy analogiczny układ:$'&'%
yt3 � 1� y2t4 � y2

t3 � 2yt4 � 2y
3yt2 � 3y2t3

Łatwo zauważyć, że t, y � 0. Z trzeciego równania mamy więc yt � 1 – podstawiając to do pierwszego i drugiego
dostajemy t2 � �1 oraz t4 � �2 – sprzeczność oznacza, że druga część jest nieosobliwa.

(b) bez straty ogólności załóżmy, że P � p0, 0q jest nodem dla Y : fpx, yq � 0, zaś proste styczne w P dane są
wzorami: y � αx, y � α1x dla α � α1; tzn. fpx, yq � pαx � yq � pα1x � yq � f3px, yq � f4px, yq � . . .. Wtedy

zbiór algebraiczny dany układem:

#
fpx, yq � 0
xu � ty

(gdzie rt, us P P1, rx, ys P A2) będzie miał dwie składowe –

„rozdmuchaną” krzywą rY oraz prostą x � y � 0. Rozważmy składową afiniczną dla t � 1. Podstawiając y � xu

do pierwszego równania:

0 � fpx, xuq � x2 � �f2p1, uq � x � f3p1, uq � x2 � f3p1, uq � . . .
�

Stąd część afiniczna rY jest dana równaniami: 0 � °
i¥2 fip1, uqxi�2 oraz y � xu. Podstawiając x � y � 0

dostajemy 0 � f2p1, uq � pu�αq�pu�α1q, więc do przeciwobrazu p0, 0q należą punkty px, y, uq � p0, 0, αq, p0, 0, α1q.
Sprawdzając drugą składową afiniczną (u � 0) nie dostajemy innych punktów w przeciwobrazie. Aby sprawdzić,
że są one nieosobliwe, zauważmy, że macierz Jacobiego (na części afinicznej) dana jest wzorem:� BF

Bx
BF
By

BF
Bu

BG
Bx

BG
By

BG
Bu

�
�

� °
i¥1 ifi�2p1, uqxi�1 0

°
i¥2 x

i�2 � BfiBu p1, uq
�u 1 �x

�

i podstawiając px, y, uq � p0, 0, αq dostajemy:�
f3p1, uq 0 Bf2

Bu p1, αq
�u 1 �x

�

zaś Bf2
Bu p1, αq � 0, bo α nie jest podwójnym pierwiastkiem. Stąd macierz ta ma rząd 2, więc p0, 0, αq nie jest

osobliwy.

(c) analogicznie jak poprzednio, rY ma dwie części afiniczne:#
x2 � p1� u4q � 0

y � xu
oraz

#
t2 � y2 � y2t4 � 0

x � yt

Podstawiając px, yq � p0, 0q nie dostaniemy rozwiązań w pierwszym układzie, zaś w drugim dostaniemy t � 0
– oznacza to, że na rY leży dokładnie jeden punkt z przeciwobrazu p0, 0q, mianowicie px, y, tq � p0, 0, 0q. Druga
część afiniczna jest w oczywisty sposób izomorficzna z krzywą t2 � y2 � y2t4 � 0 w A2, zaś punkt p0, 0q na tej
krzywej jest nodem (bo f2py, tq � pt� yq � pt� yq).
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(d) punkt p0, 0q jest trzykrotny, bo f1 � f2 � 0, f3 � y3.

Analogicznie jak poprzednio (podstawiając y � xu i wydzielając równanie przez x3, a następnie podstawiając
x � yt i wydzielając równanie przez y3), rY ma dwie części afiniczne:#

u3 � x2

y � xu
oraz

#
1 � y2t5

x � yt

Podstawiając px, yq � p0, 0q stwierdzamy, że jedynym punktem w przeciwobrazie p0, 0q jest px, y, uq � p0, 0, 0q na
pierwszej części. Jest to punkt podwójny (część dwujednorodna to x2). Pierwsza część afiniczna jest izomorficzna
z krzywą u3 � x2 w A2. Rozdmuchując tą krzywą:#

u � ξ2

x � uξ
oraz

#
xη3 � 1
u � xη

(gdzie rξ, ηs P P1) jedyny przeciwobraz p0, 0q znajduje się na pierwszej części i jest on oczywiście nieosobliwy –
krzywa u � ξ2 w A2 jest gładka.

1.5.7 Niech d � deg f .

(a) jeżeli punkt px, y, zq � p0, 0, 0q P A3 byłby osobliwy na X, to punkt px, y, zq P P2 byłby osobliwy na Y (bo
wtedy pochodne cząstkowe zerowałyby się na nim). Punkt p0, 0, 0q P X jest osobliwy, bo pochodne cząstkowe f
są jednorodne stopnia d� 1 ¡ 0 – w szczególności zerują się na p0, 0, 0q.

(b) zbiór algebraiczny $'''&'''%
fpx, y, zq � 0
xY � Xy

yZ � Y z

zX � Zx

(gdzie rX,Y, Zs P P2) jest sumą rX oraz przeciwobrazu 0. Rozważmy część afiniczną rX1 tego zbioru zadaną przez
X � 0. Podstawiając X � 1:$'''&'''%

fpx, y, zq � 0
xY � y

yZ � Y z

z � Zx

ô

$'''&'''%
fpx, xY, Zxq � 0

xY � y

yZ � Y z

z � Zx

ô

$'&'%
xd � fp1, Y, Zq � 0

xY � y

z � Zx

(równość yZ � Y z wynika z równości z � Zx oraz xY � y). Stąd rX1 dane jest przez:$'&'%
fp1, Y, Zq � 0

xY � y

z � Zx

oraz px, y, z, Y, Zq ÞÑ px, Y, Zq zadaje izomorfizm z A1 � Y1 (gdzie Y1 – część afiniczna Y , dana równaniem
fp1, Y, Zq � 0). Iloczyn gładkich rozmaitości jest gładki (macierz Jacobiego iloczynu jest dana przez „sumę
prostą” macierzy Jacobiego czynników, więc jej rząd jest sumą rzędów), więc rX1 jest gładkie. Analogicznie
sprawdzamy pozostałe kawałki afiniczne.

(c) z poprzedniego podpunktu widzimy, że ϕ�1pP q ma część afiniczną opisaną równaniami: x � y � z � 0 oraz
fp1, Y, Zq � 0 dla X � 1, bądź równoważnie x � y � z � 0 oraz fpX,Y, Zq � 0 dla X � 0. Rozpatrując
analogicznie pozostałe części afiniczne: ϕ�1pP q jest dane równaniami fpX,Y, Zq � x � y � z � 0 i jest
izomorficzne z Y .

1.5.8 Zauważmy najpierw, że rząd macierzy } BfiBxj pP q}i,j nie zależy od wyboru reprezentanta P P Pn. Istotnie, niech

P � ra0, . . . , ans � rλ �a0, . . . , λ �ans – wtedy wielomiany Bfi
Bxj dla j � 1, . . . są jednorodne stopnia deg fi�1, więc

po podstawieniu odpowiednich reprezentantów wiersze macierzy } BfiBxj pa0, . . . , anq}i,j oraz } BfiBxj pλ�a0, . . . , λ�anq}i,j
będą różniły się o niezerowe skalary (potęgi λ), co oznacza, że mają one taki sam rząd.
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Lemat (tożsamość Eulera) jeżeli f – jednorodny stopnia d, to
°
i xi

Bf
Bxi � d � f .

Dowód: obie strony równości są liniowe wg f , więc wystarczy ją sprawdzić dla jednomianów stopnia d. Ale
dla f � xa00 � . . . xann : ¸

i

xi � aixa00 � xai�1
i . . . xann �

¸
i

ailoomoon
�d

xa00 � xaii . . . xann � d � f

Bez straty ogólności niech P � ra0, . . . , an�1, 1s – wtedy z tożsamości Eulera: Bfi
Bxn pP q � �°n�1

j�0 aj
Bfi
Bxj pP q, co

oznacza, że ostatnia kolumna w macierzy } BfiBxj pP q}1¤i¤t,0¤j¤n
jest liniowo zależna od pozostałych – ma ona więc ten

sam rząd co macierz: } BfiBxj pP q} 1¤i¤t,
0¤j¤n�1

i teza wynika z definicji ze strony 39.

1.5.9 Załóżmy nie wprost, że f jest rozkładalny: f � f1 � f2. Wtedy z zadania 3.7 krzywe Ci � V pfiq muszą przecinać
się w pewnym punkcie P . Ale wtedy f1pP q � f2pP q � 0, więc:

∇fpP q � ∇pf1f2qpP q � f1pP q �∇pf2qpP q � f2pP q �∇pf1qpP q � 0

(gdzie ∇f � p BfBx0 , . . .
Bf
Bxn q to ”gradient” f). Sprzeczność kończy dowód.

1.5.10

(a) Mamy: dimk TP pXq � dimkpmP {m2
P q� � dimk mP {m2

P (skończenie wymiarowe przestrzenie wektorowe są izo-
morficzne ze swoimi przestrzeniami dualnymi) oraz dimX � dimOP (zadanie 1.3.12), więc teza jest przeformu-
łowaniem Twierdzenia 1.5.2A.

(b) ϕ : X Ñ Y indukuje homomorfizm k-algebr: ϕ�P : OϕpP q,Y Ñ OP,X (zadanie 3.3 (a)). Zauważmy, że ϕ�P pmϕpP q,Y q �
mP,X oraz ϕ�P pm2

ϕpP q,Y q � m2
P,X – istotnie, jeżeli fpϕpP qq � 0, to ϕ�P pfqpP q � 0, więc ϕ�P pfq P mP,Y . Druga in-

kluzja wynika z pierwszej i z tego, że f jest homomofizmem algebr. Stąd homomorfizm ϕ�P : mϕpP q,Y {m2
ϕpP q,Y Ñ

mP,X{m2
P,X jest dobrze określony. Z algebry liniowej wiemy więc, że mamy homomorfizm na przestrzeniach

dualnych, w przeciwną stronę: TP pϕq : pmP,X{m2
P,Xq� Ñ pmϕpP q,Y {m2

ϕpP q,Y q�

(c) niech krx, ys{px� y2q � krx, ys. Mamy: ϕpx, yq � x, więc ϕ�P : O0,A1 Ñ Op0,0q,C dane jest wzorem:

O0,A1 � krxspxq Q fpxq ÞÑ fpxq P Op0,0q,C � pkrx, ysqpx,yq

Aby pokazać, że TP pϕq � 0, wystarczy pokazać, że ϕ�P pm0,A1q � m2
p0,0q,C – wtedy dla dowolnego funkcjonału

Φ : m0,A1{m2
0,A1 Ñ mp0,0q,C{m2

p0,0q,C będziemy mieli TP pϕqpΦq � Φ � ϕ � 0.

Zauważmy, że m0,A1 � pxq oraz m2
p0,0q,C � px2, xy, y2q. Niech fpxq � a1x� a2x

2� . . . P m0,A1 – wtedy z równości
x � y2:

ϕP pfpxqq �
¸
i¥1

aix
i �

¸
i¥1

aipy2qi P m2
p0,0q,C

co kończy dowód.

1.5.11 Rzutowanie to jest oczywiście dane wzorem: ϕpx, y, z, wq � px, y, zq. Niech Z : y2z � x � px� zq � px� zq.

Izomorfizm Y ztp0, 0, 0, 1qu Ø Zztp1, 0,�1qu:

Z układu równań definiujących Y :

#
x � px� zq � y � w

yz � px� zq � w dostajemy od razu: px � zqy � w � y2z �

x �px�zq�px�zq, czyli (o ile mianowniki są niezerowe) w � x�px�zq
y � yz

x�z . Wynika stąd, że jeżeli px, y, zq P imϕ,
to y2z � x � px� zq � px� zq, tzn. imϕ � Z. Na odwrót, niech ψ : Zztp1, 0,�1qu Ñ P3,

ψpx, y, zq �
#
px, y, z, x�px�zqy q, dla y � 0

px, y, z, yz
x�z q, dla x� z � 0

(zauważmy, że jeżeli y � 0, x � z � 0, to px, y, zq � px, 0,�xq � p1, 0,�1q). Z poprzednich rozważań widać od
razu, że imψ � Y , ψ � ϕ � id, ϕ � ψ � id.
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Uwaga: ϕ, ψ dają się przedłużyć do izomorfizmów między Y oraz Z, definiując:

ϕpx, y, z, wq �
#

px, y, zq, x � 0 lub y � 0 lub z � 0
p1, x�zw , w

y�w q w � 0 oraz y � w � 0

(obie definicje zgadzają się na części wspólnej – z równań definiujących Y wynika, że x�z
w � y

x , w
y�w � z

x ) oraz:

ψpx, y, zq �

$'&'%
px, y, z, x�px�zqy q, dla y � 0

px, y, z, yz
x�z q, dla x� z � 0

pxy, y2, zy, x � px� zqq, dla x � px� zq � 0

(w gruncie rzeczy każde odwzorowanie wymierne z krzywej gładkiej da się przedłużyć do morfizmu, przemnażając
w każdym punkcie współrzędne przez odpowiednie potęgi uniformizatora - [Silverman, AEC, Proposition
II.2.1.])

Y jest nierozkładalną gładką krzywą:

Y jest izomorficzne z Z, więc wystarczy sprawdzić gładkość i nierozkładalność Z. W tym celu wystarczy (z

zadania 5.9) zbadać wspólne zera pochodnych cząstkowych:

$'&'%
�3x2 � z2 � 0

2yz � 0
y2 � 2zx � 0

Wtedy y � 0 lub z � 0

(druga równość). Jeżeli z � 0, to x � 0 (z pierwszej równości) – ale p0, 0, 0q R P2. Jeżeli jednak y � 0, to (z 3.
równości) z � 0 lub x � 0, więc z � x � 0. Sprzeczność oznacza, że Z jest nierozkładalna i gładka.

1.5.13 Twierdzenia wystarczy dowieść dla rozmaitości afinicznych. Niech A � ApXq będzie pierścieniem współrzędnych
rozmaitości afinicznej X.
Niech C będzie domknięciem całkowitym A – wtedy z Twierdzenia 3.9A C jest skończenie generowane jako
k-algebra. Ponadto C jest całkowite nad A, więc C jest skończonym A-modułem: C � Ac1 � . . . � Acn dla
ci P FracpAq. Niech a P Azt0u będzie iloczynem „mianowników” c1, . . . , cn – wtedy @i aci P A, więc aC � A.

Rozważmy ilorazowyA-moduł C{A. Zauważmy najpierw, że punkt P nie jest normalny wtw. gdy mP P SuppApC{Aq :�
tp P SpecpAq : pC{Aqp � 0u. Istotnie: P nie jest normalny ô AmP nie jest całkowicie domknięty ô AmP �
CmP ô pC{AqmP � 0.

Ponadto C{A jest skończenie generowanymA-modułem, więc (fakt z wykładu z algebry przemiennej) SuppApC{Aq �
V pAnnApC{Aqq. Ale AnnApC{Aq � 0, bo apC{Aq � 0 – stąd V pAnnApC{Aqq � SpecpAq. Stąd zbiór punktów
„nienormalnych” to V pAnnApC{Aqq – jest to właściwy podzbiór domknięty X.

1.5.14

(a) niech Y : f � 0 oraz bez straty ogólności P � p0, 0q. Wykażemy, że

µP pY q � minti : dimkppmiP {pmi�1
P q   i� 1u

– równość ta będzie oznaczała, że µP pY q zależy tylko od klasy izomorfizmu k-algebry pOP,X .

Istotnie, niech f � fa � fa�1 � . . . dla fa � 0. Wtedy w pierścieniu pOP,X mamy:

fa � �fa�1 � fa�2 � . . . P pma�1
P ñ fa � 0 pmod pma�1

P q
– dostajemy więc nietrywialną zależność k-liniową między jednomianami xa, xa�1y, . . . , xya�1, ya, generującymipmaP {pma�1

P , więc dimkppmaP {pma�1
P q   a� 1.

Na odwrót, niech b   a i załóżmy nie wprost, że dimkppmbP {pmb�1
P q   b�1 – wtedy jednomiany xb, xb�1y, . . . , xyb�1, yb

byłyby k-liniowo zależne w pmbP {pmb�1
P , tzn.¸

i

αix
iyb�i � 0 pmod pmb�1

P q

Wtedy jednak w krrx, yss musielibyśmy mieć:¸
i

αix
iyb�i � fpx, yq � gpx, yq P px, yqb�1

co nie jest możliwe, bo fpx, yq � gpx, yq ma wszystkie składniki jednorodne stopnia co najmniej a. To kończy
dowód.
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(b) (jest to wersja lematu Hensla, pozwalająca „podnieść” faktoryzację)

Lemat Jeżeli gs, ht – jednorodne stopni s, t i względnie pierwsze, to pgs, htq � ms�tP .
Dowód: Istotnie, ustalmy i; pokażemy, że xiys�t�i P pgs, htq. Mamy NWDpgs, htq � 1, więc również (z
jednorodności) NWDpgspx, 1q, htpx, 1qq � 1. Stąd istnieją Gpxq, Hpxq takie, że Gpxqgspx, 1q�Hpxqhtpx, 1q �
xi oraz degG   t� i, degH   s� i, („Bézout’s identity”). Po ujednorodnieniu:�

yt�iG
�
x

y




� gspx, yq �

�
ys�iH

�
x

y




� htpx, yq � xiys�t�i

gdzie (z warunków na stopień) yt�iGpx{yq, ys�iHpx{yq są wielomianami.

Aby dostać tezę, wystarczy wykazać indukcyjnie, że istnieją takie jednorodne gs, gs�1, . . ., ht, ht�1, . . . że fk �°
a�b�k gahb (przyjmuję gi � hj � 0 dla i   s, j   t). Dla k � r teza jest spełniona z założenia: fr �

gsht. Załóżmy, że wybraliśmy gs, gs�1, . . . , gs�m, ht, ht�1, . . . , ht�m. Wtedy mamy mieć: fr�m�1 � gs�m�1ht �
gs�mht�1 � . . .� gsht�m�1 – dostajemy więc równanie z dwiema niewiadomymi pgs�m�1, ht�m�1q:

gs�m�1ht � gsht�m�1 � fr�m�1 �
m̧

j�1

gs�m�1�jhj�tlooooooooooooooooomooooooooooooooooon
�:F

(gdzie F – jednorodny st. pr �m � 1q). Z warunku pgs, htq � ms�tP Q F widzimy, że istnieją A,B spełniające
Aht �Bgs � F i wystarczy wziąć odpowiednie części jednorodne: gs�m�1 � As�m�1, ht�m�1 � Bt�m�1

(c) udowodnimy najpierw lemat zostawiony w Przykładzie (5.3.6) bez dowodu:

Lemat: Jeżeli f � f1�f2�. . . P krrx, yss, g � g1�g2�. . . P krrx, yss oraz f1px, yq � ax�by, g1px, yq � cx�dy
są liniowo niezależne, to endomorfizm algebry krrx, yss dany przez: Φpxq � fpx, yq, Φpyq � gpx, yq jest
automorfizmem.
Dowód: łatwo zauważyć, że aby istniał Ψ spełniający Ψ �Φ � Φ �Ψ � id, muszą istnieć Apx, yq, Bpx, yq P
krrx, yss spełniające: #

fpApx, yq, Bpx, yqq � x

gpApx, yq, Bpx, yqq � y

– wtedy wystarczy przyjąć Ψpxq � Apx, yq, Ψpyq � Bpx, yq. Zdefiniujemy ciąg pAnpx, yqq, pBnpx, yqq speł-
niający:#

fpAn, Bnq � x pmod px, yqn�1q
gpAn, Bnq � y pmod px, yqn�1q , An�1 � An pmod px, yqnq, Bn�1 � Bn pmod px, yqnq

Dla n � 1, zakładając że A,B P px, yq, mamy: fpA1, B1q � f1pA1, B1q � aA1 � bB1 pmod px, yq2q,
gpA1, B1q � g1pA1, B1q � cA1 � dB1. Z liniowej niezależności stwierdzamy jednak, że układ kongruencji:#

aA1 � bB1 � x pmod px, yq2q
cA1 � dB1 � y pmod px, yq2q

ma dokładnie jedno rozwiązanie pA1, B1q. Załóżmy, że skonstruowaliśmy pAn, Bnq. Znajdziemy an�1, bn�1 –
jednorodne stopnia n�1 takie, że An�1 :� An�an�1, Bn�1 :� Bn� bn�1 spełniają założenia. Z dwumianu
Newtona mamy:#

fpAn � an�1, Bn � bn�1q � fpAn, Bnq � f1pan�1, bn�1q pmod px, yqn�2q
gpAn � an�1, Bn � bn�1q � gpAn, Bnq � g1pan�1, bn�1q pmod px, yqn�2q

Dostajemy więc układ kongruencji:#
aan�1 � bbn�1 � x� fpAn, Bnq pmod px, yqn�2q
can�1 � dbn�1 � y � gpAn, Bnq pmod px, yqn�2q
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który znowu ma dokładnie jedno rozwiązanie pan�1, bn�1q. Warunki

fpAn, Bnq � x pmod px, yqn�1q, gpAn, Bnq � y pmod px, yqn�1q

zapewniają przy tym, że an�1, bn�1 są jednorodne stopnia pn� 1q.

1. zwykłe punkty podwójne:

po liniowej zamianie zmiennych, można założyć, że fpx, yq � xy � f3 � . . .. Wtedy z poprzedniego podpunktu:
f � gh � px � g2 � . . .q � py � h3 � . . .q. Z lematu istnieje automorfizm Φ : krrx, yss Ñ krrx, yss, spełniający
Φpgq � x, Φphq � y – indukuje on izomorfizm

rOP,X � krrx, yss{pghq � krrx, yss{pxyq

2. zwykłe punkty potrójne:

po liniowej zamianie zmiennych, można założyć, że fpx, yq � c�xy �px�yq�f3�. . . dla c � 0, bez straty ogólności
c � 1. Wtedy z poprzedniego podpunktu: f � FGH � px�F2�F3�. . .q�py�G2�G3�. . .q�px�y�H2�H3�. . .q.
Z lematu istnieje automorfizm Φ : krrx, yss Ñ krrx, yss, spełniający ΦpF q � x, ΦpGq � y.

Niech hpx, yq :� ΦpHq. Z dowodu lematu wynika łatwo, że Φpxq � x pmod px, yq2q, Φpyq � y pmod px, yq2q;
stąd hpx, yq � HpΦpxq,Φpyqq � Φpxq � Φpyq � x� y pmod px, yq2q.
Zauważmy, że Φ indukuje izomorfizm

pOP,X � krrx, yss{pFGHq � krrx, yss{pxy � hpx, yqq

Grupując zmienne w dowolny sposób:

hpx, yq :� ΦpHq � x � p1� . . .q � y � p1� . . .q � x �Apx, yq � y �Bpx, yq

Korzystając znowu z lematu, istnieje taki automorfizm Γ : krrx, yss Ñ krrx, yss, że ΓpxAq � x, ΓpyBq � y –
stąd dla A1 :� ΓpAq, B1 :� ΓpBq:

pOP,X � krrx, yss
pxy � hpx, yqq �

krrx, yss
pxy � pxA� yBqq �

krrx, yss
p 1
A1x � 1

B1 y � px� yqq �
krrx, yss

px � y � px� yqq

(ostatnia równość wynika z tego, że A1, B1 są odwracalne, bo A,B P krrx, ysszpx, yq � krrx, yss�).

3. zwykłe punkty poczwórne: przykładowa rodzina odpowiednich pierścieni lokalnych to
krrx, yss{pxypx� yq � px� αyqq – brak dowodu, że są one różne

(d) istnienie:

niech Y : f � 0, µP pY q � 2. Po liniowej zamianie zmiennych: P � p0, 0q, f � y2 � f3 � . . .. Skorzystamy z:

Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa Jeżeli fpx1, . . . , xnq �
°
i x

i
1fipx2, . . . , xnq P krrx1, . . . , xnss

oraz fkp0, 0, . . . , 0q � 0 dla k   m, fmp0, 0, . . . , 0q � 0, to

fpx1, . . . , xnq �W px1, . . . , xnq �
�
xm1 � gm�1px2, . . .qxm�1

1 � . . .
�

gdzie W px1, . . . , xnq � 0 oraz gip0, . . . , 0q � 0 @i.

Zgodnie z tym twierdzeniem: fpx, yq � W px, yq � py2 � ppxqy � qpxqq dla W p0, 0q � 0, czyli W P krrx, yss�.
Podstawiając y ÞÑ y� ppxq

2 możemy bez straty ogólności założyć, że ppxq � 0. Niech qpxq � xr �Qpxq dla Qpxq � 0.
Wtedy Qpxq � Rpxqr dla pewnego R P krrxss (Qpxq1{k � c � p1� ax� . . .q1{k � °

cixi, bo p1� tq1{k � °
i t
i jest

szeregiem potęgowym). Stąd:

pOP,Y � krrx, yss
pfpx, yqq �

krrx, yss
py2 � px �Qpxqqrq �

krrx1, yss
py2 � x1rq

(na podstawie Lematu możemy wybrać automorfizm zamieniający x na x1 � x �Qpxq).
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jednoznaczność: brak dowodu

1.5.15

(a) Jeżeli f jest nierozkładalny oraz V pfq � V pgq, to pfq �apfq �apgq Q g, więc g � c �fr dla pewnego c P k. Stąd
równanie zbioru algebraicznego stopnia d jest dane jednoznacznie z dokładnością do stałej oraz potęgi czynników
– to w oczywisty sposób daje tezę.

(b) utożsamiając każdy punkt paiqiPJ P PN z wielomianem f � °
iPJ aix

αj (gdzie xαj � xαj,0 � yαj,2 � zαj,3 jest
odpowiednim jednomianem) i korzystając z teorii rugowników, stwierdzamy, że istnieją wielomiany g1, . . . gt P
kra1, . . .s takie, że wielomiany jednorodne st. d�1: Bf

Bx0 , . . . ,
Bf
Bxd mają wspólne zero różne od p0, 0, . . . , 0q wtw. gdy

g1pa1, . . .q � g2pa1, . . .q � . . . � 0. Z zadań 5.9 oraz 5.8 wynika więc, że zbiór (nierozkładalnych) nieosobliwych
krzywych można utożsamić ze zbiorem otwartym

�t
i�1Dpgiq. Z zadania 5.5 wynika, że jest on niepusty.

Podrozdział 1.6

1.6.1

(a) zgodnie z Corollary I.4.5, Y zawiera podzbiór otwarty U izomorficzny z pewnym podzbiorem otwartym V � A1

– niech ϕ : U Ñ V , ψ : V Ñ U będą izomorfizmami. Wtedy można je przedłużyć do morfizmów ϕ : Y Ñ P1

oraz ψ : P1 Ñ Y (na podstawie Proposition I.6.8 lub [Silverman, AEC, Proposition II.2.1] – mnożąc
współrzędne przez uniformizatory w każdym punkcie), które są izomorfizmami (są one wzajemnie odwrotne na
otwartych zbiorach). Stąd Y można utożsamić z właściwym otwartym podzbiorem Y � P1 oraz (usuwając punkt
z P1 nie należący do obrazu Y ) z otwartym podzbiorem Y � A1.

(c) zgodnie z (a): Y � A1zta1, . . . , anu (każdy zbiór otwarty w A1 jest tej postaci), więc

ApY q � ApA1zta1, . . . , anuq �
"
fpxq
gpxq P kpxq : @i gpaiq � 0

*
� krxsma1Y...Yman

(krxsma1Y...Yman
to lokalizacja na zbiorze multyplikatywnym krxszma1 Y . . . Y man). Ale lokalizacja dziedziny

ideałów głównych jest dziedziną id. głównych, jest więc w szczególności dziedziną z jednoznacznym rozkładem.

1.6.2

(a) jeżeli punkt px, yq P Y byłby osobliwy, to spełniałby:$'&'%
y2 � x3 � x

2y � 0
3x2 � 1 � 0

ale px, yq � p 1?
3
, 0q nie spełnia pierwszego równania. Zauważmy, że punkt na krzywej jest nieosobliwy wtw.

gdy jest normalny (bo jednowymiarowy pierścień lokalny jest całkowicie domknięty wtw. gdy jest DVR). Stąd
wszystkie punkty Y są normalne, więc teza wynika z zadania 1.3.17.

(b) Niech ApY q � krx, ys{py2 � x3 � xq � krx, ys. Z poprzedniego podpunktu ApY q jest całkowicie domknięty, więc
jest zawarty w domknięciu całkowitym krxs. Ponadto y jest oczywiście całkowite nad krxs (spełnia y2 � x3�x),
więc ApY q � krxsrys jest domknięciem całkowitym krxs.

(c) Teza wynika z teorii Galois – ApY q � krxsrys � krxsr?x3 � xs jest kwadratowym rozszerzeniem krxs, jest więc
Galois oraz GalpApY q{krxsq � tid, σu dla σpyq � �y. Własności funkcji N wynikają z własności normy z teorii
Galois.

(d) dowolny element ApY q jest postaci fpxq � ygpxq. Zauważmy, że

jeżeli dla a P ApY q mamy degpNpaqq ¤ 1, to a P k�. (*)

Istotnie, niech a � fpxq � ygpxq, Npaq � hpxq dla deg h ¤ 1. Wtedy:

Npfpxq � ygpxqq � fpxq2 � px3 � xqgpxq2 � hpxq
Jeżeli jednak g � 0, to z równości fpxq2 � px3�xqgpxq2�hpxq mamy: 2 degpfq � 3�2 degpgq, co jest niemożliwe,
bo 2 - 3. Stąd g � 0, fpxq2 � hpxq, więc f � const., a � fpxq P k�.
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Jedności ApY q: mamy: a P ApY q� ô Npaq P krxs� � k ô degNpaq � 0 ô a P k� na mocy (*).

Nierozkładalność x: załóżmy nie wprost, że x � a � b dla a, b P ApY qzk. Wtedy Npaq �Npbq � Npxq � x2, więc
degNpaq � degNpbq � 1 – sprzeczność z (*).

Nierozkładalność y: załóżmy nie wprost, że y � a � b dla a, b P ApY qzk. Wtedy Npaq �Npbq � Npyq � �y2 �
x� x3, więc degNpaq � 1 lub degNpbq � 1 – sprzeczność z (*).

ApY q nie jest UFD: y2 � x�px�1q�px�1q stanowi dwa różne rozkłady na elementy nierozkładalne (analogicznie
jak wyżej pokazujemy, że x� 1 jest nierozkładalne).

(e) teza wynika z zadania 6.1(c) – ApY q nie jest UFD, więc Y nie jest wymierna.

1.6.4 Niech P P Y . Wtedy, jako że P jest nieosobliwy, to OP jest pierścieniem dyskretnej waluacji. Stąd f P OP lub
1{f P OP . Stąd możemy zdefiniować:

ϕpP q �
#
pfpP q, 1q, dla f P OP
p1, 1

fpP q q, dla 1{f P OP
– jest to wtedy dobrze określony morfizm.

Surjektywność: Zauważmy, że r1, 0s P imϕ (f musi mieć przynajmniej jeden biegun, bo OpY q � k). Ponadto
@a ra, 1s P imϕ – w przeciwnym wypadku funkcja 1

f�a byłaby regularna na Y , co jest niemożliwe, bo OpY q � k.

Skończoność przeciwobrazu: zbiory domknięte na krzywych to dokładnie zbiory skończone. Stąd przeciwobraz
zbioru domkniętego f�1pP q jest domknięty, a więc skończony.

1.6.6

(a) oczywiste jest, że ϕ : P1 Ñ P1 jest morfizmem (po dodefiniowaniu: ϕpp1, 0qq � a
c ). Ponadto, jeżeli

�
a1 b1

c1 d1

�
��

a b

c d

��1

oraz ψpxq :� a1x�b1
c1x�d1 , to ϕ � ψ � ψ � ϕ � id (składanie ułamkowych transformacji rzutowych

odpowiada składaniu odpowiednich macierzy).

(b) Zauważmy, że kpxq � KpA1q, więc elementy kpxq są w bijekcji z biwymiernymi przekształceniami ϕ : A1 Ñ A1.
Ale z Proposition I.6.8 wynika, że każde przekształcenie wymierne z gładkiej krzywej rzutowej w rozmaitość
rzutową można jednoznacznie przedłużyć do morfizmu – stąd elementy kpxq odpowiadają automorfizmom P1.

(c) niech Γ : kpxq Ñ kpxq będzie k-automorfizmem. Zauważmy, że dla NWDpP pxq, Qpxqq � 1, P,Q P krxs mamy:
rkpxq : kpP {Qqs � maxtdeg, P, degQu (Dummit-Foote, twierdzenie z 14.9, str. 647). Ale rkpxq : kpΓpxqqs � 1,
więc musimy mieć: Γpxq � ax�b

cx�d . Gdyby jednak ad� bc � 0, to Γpxq byłoby stałą oraz Γpkpxqq � k. Sprzeczność
kończy dowód.

1.6.7 Niech O � r1, 0s P P1 – wtedy A1 � P1�O. Załóżmy bez straty ogólności (dodając O do tP1, . . .u oraz tQ1, . . .u),
że O � Pr � Qs oraz niech

ϕ : P1ztP1, . . . , Pru Ñ P1ztQ1, . . . , Qsu, ψ : P1ztQ1, . . . , Qsu Ñ P1ztP1, . . . , Pru
będą izomorfizmami. Wtedy z Proposition I.6.8 ϕ,ψ można przedłużyć na całe P1. Ponadto ϕ oraz ψ są wza-
jemnie odwrotne na zbiorach koskończonych (a więc otwartych), więc po przedłużeniu również są wzajemnie
odwrotne (Lemma I.4.1), są więc automorfizmami P1. Stąd ϕ musi ustalać bijekcję między tP1, . . . , Pru oraz
tQ1, . . . , Qsu, więc r � s.
Twierdzenie odwrotne nie musi być prawdziwe. Z powyższych rozważań oraz zadania 1.6.6 wystarczy zastanowić
się, czy dla każdych P1, . . . , Pr,Q1, . . . , Qr istnieje ułamkowa transformacja rzutowa ϕ spełniająca ϕptP1, . . . , Pruq �
tQ1, . . . , Qru. Wybierzmy dowolne różne punkty P1, . . . , P10 P A1. Łatwo zauważyć, że dowolna ułamkowa trans-
formacja rzutowa jest wyznaczona jednoznacznie przez wartości w 4 punktach. Stąd zbiór

A :�
"
ϕ : tP1, . . . P9u � tϕpP1q, . . . ϕpP10qu

*
jest skończony. Wybierzmy Q P A1ztϕpPiq : i � 1, . . . , 10, ϕ P Au – wtedy:

A1ztP1, . . . , P10u � A1ztP1, . . . , P9, Qu
(bo jeżeli ϕptP1, . . . , P10uq � tP1, . . . , P9, Qu, to ϕ P A, przecząc wyborowi Q).
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Podrozdział 1.7

1.7.1

(a) Zauważmy, że pierścień jednorodny d-krotnego zanurzenia Pn ãÑ PN to: SpρdpPnqq � kry0, . . . , yN s{a (oznaczenia
z zadania 2.12). Przekształcenia zadane przez yi ÞÑ Mipx0, . . . , xN q w oczywisty sposób indukuje zanurzenie
SpρdpPnqq ãÑ krx0, . . . , xns, którego obraz jest generowany (jako k-moduł) przez jednomiany stopnia podzielnego
przez d (wykazałem to w zadaniu 2.12). Dostajemy więc izomorfizm: SpρdpPnqql � krx0, . . . , xnsdl � SpPnqdl,
więc ϕρdpPnqplq � ϕPnpdlq �

�
dl�n
n

� � pdl�nq�...�pdl�1q
n! oraz degpρdpPnqq � dn.

(b) Zauważmy, że pierścień jednorodny zanurzenia Segre’a Pr � Ps ãÑ Prs to: SpψpPnqq � krtzijus{a (oznaczenia z
zadania 2.14). Przekształcenie zij ÞÑ xiyj indukuje zanurzenie krtzijus{a ãÑ krx1, . . . , y1, . . .s. Łatwo zauważyć,
że obraz tego zanurzenia jest generowany (jako k-moduł) przez jednomiany postaci xα11 . . . xαrr � yβ11 . . . yβss , gdzie
α1 � . . .� αr � β1 � . . .� βs. Stąd dostajemy izomorfizm modułów:

SpψpPnqql � Spankptxα11 . . . xαrr � yβ11 . . . yβss : α1 � . . .� αr � β1 � . . .� βs � luq

więc:

ϕψpPnqplq � (ilość jednomianów stopnia l w r zmiennych) � (ilość jednomianów stopnia l w s zmiennych) �

�
�
l � r

r



�
�
l � s

s



oraz degψpPnq � pr�sq!

r!�s! � �
r�s
r

�
.

1.7.2

(c) niech H : f � 0, H � Pn. Wtedy SpHq � krx0, . . . , xns{pfq � SpPnq{pfq oraz (tak jak na stronie 52):

ϕSpHqplq � ϕSpPnqplq � ϕSpPnqpl � dq �
�
n� l

n



�
�
n� pl � dq

n



więc:

papHq � p�1qn�1 �
��

n

n



� pn� dq � pn� d� 1q � . . . � pn� d� pn� 1qq

n!
� 1



�

� pd� nq � pd� n� 1q � . . . � pd� 1q
n!

�
�
d� 1
n



(d) niech Y : f � g � 0, deg f � a, deg g � b (jednorodne). Niech SpY q � SpPnq{pf, gq, S1 � SpPnq{pgq. Wtedy (tak

jak na stronie 52 – korzystamy z tego dwukrotnie):

ϕSpY qplq � ϕS1plq � ϕS1pl � aq � �
ϕSpPnqplq � ϕSpPnqpl � bq��

� �
ϕSpPnqpl � aq � ϕSpPnqpl � a� bq � 1

� �
�

�
l � n

n



�
�pl � aq � n

n



�
�pl � bq � n

n



�
�pl � a� bq � n

n



co daje:

papY q � p�1q3
��

3
3



� p3� aq � p3� a� 1q � . . . � p3� a� p3� 1qq

3!
� p3� bq � p3� b� 1q � . . . � p3� b� p3� 1qq

3!
�

p3� a� bq � p3� a� b� 1q � . . . � p3� a� b� p3� 1qq
3!

� 1


� 1

2
abpa� b� 4q � 1

(e)

1.7.6

(ð) Jeżeli Y jest rozmaitością liniową, to po liniowej zamianie zmiennych można bez straty ogólności założyć,
że Y � tpx0 : . . . : xr : 0 : . . . : 0q|xi P ku, więc deg Y � 1.
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(ñ) Załóżmy, że Y jest zbiorem algebraicznym czystego wymiaru r w Pn. Z Proposition I.7.6 (b) stwierdzamy,
że Y ma tylko jedną składową nierozkładalności, jest więc rozmaitością. Tezę wykażemy indukcyjnie wg r:

• r � 1: niech H będzie dowolną hiperpłaszczyzną przechodzącą przez 2 punkty należące do Y . Wtedy z
Theorem I.7.7 stwierdzamy, że Y � H (w przeciwnym wypadku Y XH miałoby tylko jedną składową). Po
liniowej zamianie zmiennych: Y � Pn�1. Powtarzając rozumowanie i obniżając n, dojdziemy do momentu,
gdy Y � P1, co daje Y � P1.

• krok indukcyjny: podobnie jak w pierwszym kroku, wystarczy wykazać, że istnieje hiperpłaszczyzna H,
zawierająca Y . Wybierzmy dowolną hiperpłaszczyznęH1 – jeżeli Y � H1, to z Theorem I.7.7 L :� YXH1 ma
jedną składową i jest ona stopnia 1 oraz wymiaru r�1. Wtedy z założenia indukcyjnego L jest rozmaitością
liniową. Niech H będzie dowolną hiperpłaszczyzną przechodzącą przez L oraz dowolny punkt zbioru Y zL.
Wtedy Y XH ma co najmniej dwie składowe, więc z Theorem I.7.7 musimy mieć: Y � H. To kończy dowód.

1.7.7

(a) X jest obrazem morfizmu f : Y � k Ñ X, fpQ, tq � tQ� p1� tqP , więc dimX ¤ dimpY � kq � r� 1. Z drugiej
strony, Y � X (jeżeli X � Y , to prosta przechodząca przez dowolne dwa punkty Y jest zawarta w Y , więc Y
jest liniowa i d � 1 – sprzeczność), więc dimY   dimX. Stąd dimX � r � 1.

(b) wzmocnimy tezę – fakt ten zachodzi dla dowolnego zbioru algebraicznego Y wymiaru r ¥ 0. Dowód przeprowa-
dzimy indukcyjnie wg r. Jeżeli r � 0, to Y jest zbiorem d punktów, zaś X – zbiorem d � 1 prostych. Stąd (z
Proposition I.7.6 (b)) degX � d� 1   deg Y .
Krok indukcyjny: wybierając przechodzącą przez P hiperpłaszczyznę H „w ogólnej pozycji” możemy założyć, że
wszystkie składowe X XH mają krotność przecięcia z H równą 1. Wtedy (z Proposition I.7.6 (b) oraz Theorem
I.7.7) degX � degpX XHq i z założenia indukcyjnego degpX XHq   degpY XHq. Wystarczy teraz zauważyć,
że z Theorem I.7.7: degpY XHq ¤ deg Y .

1.7.8 Niech P P Y będzie dowolnym nieosobliwym punktem i niech X będzie stożkiem Y „zgniecionym” w punkcie P ,
tak jak w zadaniu I.7.7. Wtedy dimX � r � 1, degX   deg Y � 2, więc degX � 1. Stąd, z zadania 7.6, X jest
rozmaitością liniową wymiaru r � 1, co dowodzi tezy.
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2. Schemes

Podrozdział 2.1

2.1.2

(a) przypomnijmy, że ϕP jest zdefiniowane jako: ϕP prpU, sqs�q � rpU,ϕpUqpsqqs�. Rozpisując definicje i pamiętając,
że U ÞÑ kerϕpUq jest snopem (nie jest potrzebne usnopowianie – fakt wspomniany w tekście):

pkerϕqP � lim
UQP

pkerϕqpUq � tpU, sq : s P FpUq, P P U, ϕpUqpsq � 0u
N
�

kerpϕP q � trpU, sqs� P FP : ϕP prpU, sqs�q � 0u � tpU, sq : s P FpUq, P P U, ϕpUqpsq � 0u
N
�

(gdzie � oznacza wszędzie oczywiste relacje równoważności). To dowodzi równości pkerϕqP � kerpϕP q. Analo-
gicznie (korzystając z faktu, że presnop i snop mają te same źdźbła – dla presnopa U ÞÑ impϕpUqq oraz snopa
imϕ):

pimϕqP � lim
UQP

pimϕqpUq � tpU,ϕpsqq : s P FpUq, P P Uu
N
�

impϕP q � tϕP prpU, sqs�q : rpU, sqs� P FP u � trpU,ϕP psqqs�q : P P U, s P FpUqu
co dowodzi drugiej równości.

(b) ϕ jest iniekcją (odpowiednio: surjekcją) ô
ô naturalne odwzorowanie 0 Ñ kerϕ (odpowiednio: imϕÑ G) jest izomorfizmem ô
ô (Proposition II.1.1) @P naturalne odwzorowanie 0 Ñ pkerϕqP � kerpϕP q
(odpowiednio: pimϕqP � impϕP q Ñ GP ) jest izomorfizmem ô
ô @P ϕP jest iniekcją (odpowiednio: surjekcją).

(c) jeżeli ciąg snopów jest dokładny, to imϕi � kerϕi�1, więc impϕiP q � impϕiqP � kerpϕi�1qP � kerpϕi�1
P q czyli

ciąg źdźbeł w każdym punkcie jest dokładny.
Na odwrót: załóżmy, że ciąg źdźbeł w każdym punkcie jest dokładny. Wtedy:

@P pϕi � ϕi�1qP � ϕiP � ϕi�1
P � 0

Lemat Jeżeli f : F Ñ G jest morfizmem snopów grup abelowych takim, że fP � 0 dla każdego P , to f � 0.
Dowód: z założenia inkluzja ker f � F jest izomorfizmem na źdźble dowolnego punktu P , więc teza wynika
z Proposition II.1.1.

Z lematu wynika, że ϕi�ϕi�1 � 0 oraz impϕi�1q � kerpϕiq. Z dokładności ciągów źdźbeł stwierdzamy, że inkluzja
impϕi�1q � kerpϕiq jest izomorfizmem na dowolnym źdźble, więc z Proposition II.1.1: impϕi�1q � kerpϕiq, co
dowodzi dokładności ciągu snopów.

2.1.4

(a) wykażę najpierw, że ϕP : FP Ñ GP jest iniektywne. Załóżmy, że ϕP prU, ssq � ϕP prU 1, s1sq, tzn. rU,ϕpsqs �
rU 1, ϕps1qs – wtedy dla pewnego V � U X U 1: ϕpsq|V � ϕps1q|V , czyli ϕps|V q � ϕps1|V q, więc s|V � s1|V oraz
rU, ss � rU 1, s1s.
Wystarczy teraz zauważyć, że ϕ�pUq jest obięciem odwzorowania produktowego

±
PPU ϕP do podzbioru F�pUq

produktu
±
PPU FP , zaś produkt odwzorowań różnowartościowych jest różnowartościowy.

(b) rozważmy presnop imP ϕ dany przez: U ÞÑ imϕpFpUqq – jest on w naturalny sposób podsnopem G. Jeżeli
i : imP ϕÑ G jest inkluzją, to i� : imϕÑ G jest iniekcją, więc imϕ można utożsamiać z podsnopem G.

2.1.8 Skorzystamy z faktu wspomnianego w tekście: U ÞÑ kerpF 1pUq Ñ FpUqq jest snopem kerpF 1 Ñ Fq (nie jest
potrzebne usnopowianie).

Niech 0 Ñ F 1 Ñ F Ñ F2. Wtedy kerpF 1pUq Ñ FpUqq � kerpF 1 Ñ FqpUq � 0, więc dla każdego U : F 1pUq ãÑ
FpUq i możemy bez straty ogólności założyć, że F 1 jest podsnopem F . Wtedy z dokładności: F 1 � kerpF Ñ F2q.
Stąd: impF 1pUq Ñ FpUqq � F 1pUq � kerpF Ñ F2qpUq � kerpFpUq Ñ F2pUqq. To dowodzi lewodokładności.



31

2.1.12 Niech U � �
i Ui.

Własność przedłużania: załóżmy, że pSiq P
±
i lim

Ðk
FkpUiq (gdzie Si � psikqk P lim

Ðk
FkpUiq) spełnia warunek

zgodności: @i,j Si|UiXUj � Sj |UiXUj . Wtedy musimy mieć: @i,j,k sik|UiXUj � sjk|UiXUj , więc z własności
przedłużania dla snopa Fk stwierdzamy, że istnieje dokładnie jedno sk P FkpUq takie, że sk|Ui � sik. Niech
S � pskqk P

±
k FkpUq; wystarczy sprawdzić, że S P lim

Ðk
FkpUq, tzn. że ϕklpUqpslq � sk (gdzie ϕkl : Fl Ñ Fk –

morfizmy systemu odwrotnego). Istotnie:

ϕklpUqpslq|Ui � ϕklpUiqpsl|Uiq � ϕklpUiqpsilq � ϕklpUiqpsilq � sik � sk|Ui

więc z własności jednoznaczności: ϕklpUqpslq � sk.

Jednoznaczność: załóżmy, że S � pskqk, T � ptkqk P lim
Ðk
FkpUq oraz S|Ui � T |Ui dla każdego i. Wtedy

@i,k sk|Ui � tk|Ui , więc z własności jednoznaczności dla snopów Fk dostajemy: @k sk � tk, czyli S � T .

Własność uniwersalności: załóżmy, że G jest snopem oraz że pψk : G Ñ Fkqk komutują z morfizmami systemu
odwrotnego. Wtedy dla każdego U , z własności uniwersalności dla granicy odwrotnej zbiorów/grup abelowych,
dla każdego istnieje dokładnie jeden morfizm ΨpUq : GpUq Ñ lim

Ðk
FkpUq spełniający: @k ψkpUq � πkpUq �

ΨpUq p�q (gdzie πk : lim
Ðk
Fk Ñ Fk jest naturalną projekcją). Pozostaje sprawdzić, że rodzina Ψ � pΨpUqqU

tworzy morfizm snopów, tzn. że ρUV � ΨpUq � ΨpV q � ρUV (uwaga: dla uproszczenia będę oznaczał restrykcje
przez ρUV , nie zaznaczając do jakiego snopa należą). Zauważmy, że dla każdego k:

πkpV q � ρUV �ΨpUq � ρUV � pπkpUq �ΨpUqq � ρUV � ψkpUq � ψkpV q � ρUV � πkpV q �ΨpV q � ρUV

Ale jeżeli @k πkpV qpxq � πkpV qpyq, to x � y, co dowodzi że ρUV �ΨpUq � ΨpV q � ρUV .

2.1.13 Kilka początkowych spostrzeżeń:

(1) f : X Ñ Y jest ciągłe w punkcie P P X wtw. gdy dla każdego otoczenia U punktu fpP q istnieje otoczenie
V punktu P takie, że fpV q � U ,

(2) dla dowolnego t P FpV q zbiór tpV q jest otwarty – istotnie, jeżeli s P FpUq, to

s�1ptpV qq � tP P U : spP q P tpV qu � (s, t są cięciami) � tP P V : sP � tP u � XzSuppps|V � tq

zaś zbiór Suppps|V � tq jest domknięty na mocy zadania 14. Stąd tpV q jest otwarty na mocy definicji
topologii finalnej.

Chcemy pokazać, że cięcie c : U Ñ SpepFq jest ciągłe wtw. gdy jest lokalnie dane przez kiełki cięć – tak jak
odwzorowania w definicji F�.
Załóżmy, że cięcie c : U Ñ SpepFq jest ciągłe i niech P P U . Wtedy c jest cięciem, więc cpP q � rpV, tqs dla
pewnego pV, tq P FP . Stąd, z uwagi (1) dla zbioru otwartego tpV q, stwierdzamy, że istnieje zbiór otwarty W Q P
taki, że cpW q � tpV q. Ale c, t są cięciami π, więc c|W � t|W (jeżeli Q � Q1, to FQXFQ1 � ∅, czyli jeżeli byłoby
cpQq � tpQq, to cpQq R tpV q), czyli @QPW cpQq � tQ – jest to definicja elementu usnopowienia.

Na odwrót – załóżmy, że dla każdego P P U istnieje otoczenie W oraz t P FpW q takie, że @QPW cpQq � tQ.
Oznacza to, że c|W � t. Ale t jest (z definicji topologii na SpepFq) ciągłe na W , więc c|W jest ciągłe.

2.1.14 Jeżeli P P UzSupppsq, to rpU, sqs � 0 w FP , tzn. istnieje otoczenie W � U punktu P takie, że s|W � 0. Wtedy
dla dowolnego Q PW mamy: sQ � 0, więc W � UzSupppsq – dowodzi to otwartości UzSupppsq.

2.1.16

(a) zauważmy, że każdy otwarty podzbiór U przestrzeni nierozkładalnej X jest spójny. Istotnie, jeżeli byłoby U �
U1 \ U2, to U1, U2 byłyby dwoma rozłącznymi podzbiorami otwartymi przestrzeni nierozkładalnej, więc jeden z
nich musiałby być pusty.
Stąd, z przykładu II.1.0.3 dla każdego U � X: ApUq � A i restrykcje są izomorfizmami.
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(b) niech ϕ : F Ñ F2 będzie surjekcją i załóżmy, że kerϕ � F 1 jest wiotkim snopem. Niech s P F2pUq – wtedy
(zadanie II.1.3 (a)) z surjektywności ϕ każdy punkt ma otoczenie, w którym s jest obrazem cięcia z F .
Rozważmy rodzinę R � tpV, tq : V � U – otwarty, t P FpV q, ϕV ptq � s|V u, uporządkowaną przez relację:
pV, tq   pV 1, t1q ô V � V 1, t1|V � t. Zauważmy, że rodzina ta musi mieć element maksymalny pV0, t0q –
istotnie, każdy łańcuch pVi, tiqi ma ograniczenie górne p�i Vi, tq, gdzie t P Fp�i Viq jest jedynym elementem
spełniającym t|Vi � ti (jego istnienie wynika z własności przedłużania na snopie), więc wynika to z lematu
Kuratowskiego-Zorna.
Wykażemy, że V0 � X, co dowiedzie tezy. Załóżmy nie wprost, że V0 � X – wtedy z surjektywności ϕ istnieje
zbiór V1 � V0 oraz t1 P FpV1q takie, że ϕV1pt1q � s|V1 . Wtedy:

ϕV0XV1pt0|V0XV1q � s|V0XV1 � ϕV0XV1pt1|V0XV1q

więc k :� t0|V0XV1 � t1|V0XV1 P kerpϕpV0 X V1qq. Z wiotkości istnieje element K P FpV1q taki, że K|V0XV1 � k.
Zauważmy, że t0|V0XV1 � t1|V0XV1 �K|V0XV1 , więc oznaczając V2 :� V0 Y V1 możemy wybrać t2 P FpV2q takie,
że t2|V0 � t0, t2|V1 � t1 �K. Wtedy pV0, t0q   pV2, t2q – istotnie,

ϕV2pt2q|V0 � ϕV0pt2|V0q � ϕV0pt0q � s|V0
ϕV2pt2q|V1 � ϕV1pt2|V1q � ϕV0pt1 � kq � s|V1

więc ϕV2pt2q � s|V2 z jednoznaczności oraz pV2, t2q P R. Sprzeczność z założeniem o maksymalności pV0, t0q
kończy dowód.

(c) niech V � U . Z wiotkości F 1 i z poprzedniego podpunktu, wiersze w diagramie przemiennym:

0 F 1pUq FpUq F2pUq 0

F 1pV q0 FpV q F2pV q 0

są dokładne. Ponadto, z powyższego diagramu i z wiotkości F wynika, że FpUq Ñ F2pUq Ñ F2pV q jest równe
złożeniu surjekcji FpUq Ñ FpV q Ñ F2pV q, jest więc surjekcją. Ale jeżeli złożenie funkcji jest surjekcją, to
zewnętrzna z nich jest surjekcją, więc F2pUq Ñ F2pV q jest ”na”, co dowodzi wiotkości F2.

(d) załóżmy, że V � U � Y – wtedy f�1pV q � f�1pUq są zbiorami otwartymi oraz z wiotkości F : Fpf�1pUqq �
Fpf�1pV qq, czyli pf�FqpUq� pf�FqpV q.

(e) mamy: GpUq � ±
PPU FP , a ponadto dla V � U , restrykcja GpUq Ñ GpV q jest rzutowaniem

±
PPU FP Ñ±

PPV FP (pomijamy współrzędne pochodzące od punktów z UzV ) – jest ona więc ”na” (psP qPPV jest obrazem
psP qPPV Y p0qPPUzV ).
Aby wykazać, że odwzorowanie snopów zadane przez:

FpUq Q s ÞÑ prU, ssqP P
¹
PPU
FP � GpUq

jest iniekcją, wystarczy pokazać, że jest ono iniekcją na cięciach.
Załóżmy, że @PPU rU, ss � 0 w FP , tzn. że dla każdego P P U istnieje VP Q P takie, że s|VP � 0. Bez
straty ogólności możemy założyć, że VP � U (zamieniając ewentualnie VP na VP X U). Wtedy z własności
jednoznaczności snopa, p0P q P

±
PPU FpVP q ma jednoznaczne podniesienie do Fp�PPU VP q � FpUq. Z jednej

strony, jest to s, z drugiej – element zerowy, więc s � 0.

2.1.17 Załóżmy, żeQ � tP u i niech S � XztP u – wtedy S jest zbiorem otwartym. Z definicji: piP pAqqQ � limUQQ iP pAqpUq.
Ale dla każdego zbioru U istnieje przkształcenie zerowe w systemie prostym: iP pAqpUq Ñ iP pAqpU X Sq � 0,
więc piP pAqqQ � 0.
Niech Q P tP u. Zauważmy, że jeżeli Q P U dla pewnego zbioru otwartego U , to P P U . Istotnie, jeżeli P P XzU ,
to tP u � XzU � XzU . Stąd: piP pAqqQ � limUQQ iP pAqpUq � limUQQA � A.

Ponadto tP u jest zawsze zbiorem spójnym, więc

i�pAqpUq � Api�1pUqq � ApU X tP uq �
#
A P P U
0 P R U � iP pAqpUq
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2.1.19

(a) mamy: pi�FqP � limV QP Fpi�1pV qq � limV QP FpV X Zq.

• jeżeli P P Z, to wszystkie otoczenia otwarte P w Z są właśnie postaci V XZ, więc pi�FqP � limV QP FpV X
Zq � FP ,

• jeżeli P R Z, to P P U , więc dla każdego otwartego V Q P w systemie prostym powyższej granicy mamy
przekształcenie zerowe: FpV X Zq Ñ FpV X U X Zq � Fp∅q � 0 oraz pi�FqP � 0.

(b) korzystając z tego, że źdźbła usnopowienia są izomorficzne ze źdźbłami presnopa:

• jeżeli P R U , to dla dowolnego V Q P mamy: V � U , więc FpV q � 0. Stąd: pj!pFqqP � limV QP 0 � 0,

• jeżeli P P U , to dla dowolnego V Q P mamy naturalne przekształcenie w systemie prostym definiującym
granicę prostą: j!pFpV qq Ñ j!pFpV X Uqq � FpV X Uq – oznacza to, że granice proste limV QP j!FpV q oraz
limV QP,V�U j!FpV q można utożsamić, więc pj!pFqqP � limV QP,V�U FpV q � FP .

(c) wszystkie przekształcenia są dane w oczywisty sposób. Z Proposition II.1.1 dokładność wystarczy sprawdzać na
źdźbłach, zaś to jest oczywiste:

• jeżeli P P Z, to pi�FqP � FP oraz pj!pFqqP � 0, więc ciąg źdźbeł 0 Ñ FP Ñ FP Ñ 0 Ñ 0 jest dokładny,

• jeżeli P R Z, tzn. P P U , to pi�FqP � 0 oraz pj!pFqqP � FP , więc ciąg źdźbeł 0 Ñ 0 Ñ FP Ñ FP Ñ 0 jest
dokładny.

2.1.21

(a) Własność jednoznaczności: załóżmy, że f P IY pUq, U � �
i Ui, @i f |Ui � 0. Wtedy f � 0 na mocy lematu

I.4.1.

Własność przedłużania: załóżmy, że fi P IY pUiq jest ”zgodną” rodziną, gdzie U � �
i Ui. Zdefiniujmy:

fpxq � fipxq dla x P Ui – ze zgodności wynika, że wartość ta nie zależy od wyboru i oraz że f jest ciągła.
Ponadto regularność jest własnością lokalną, więc f P OXpUq. Oczywiste jest też, że f |YXU � 0.

(b) rozważmy naturalne przekształcenie ϕ : OX Ñ i�pOY q. Z samej definicji mamy: kerpϕpUqq � IY pUq – wystarczy
więc pokazać, że przekształcenie to jest surjekcją. Niech f P i�pOY qpUq � OY pY XUq, z zadania II.1.3(a) chcemy
pokazać, że f jest ”lokalnie” obrazem cięć z OXpUq. Niech P P U – wtedy jeżeli P R Y , to dla W :� U X pXzY q
mamy: f |W � 0 � ϕpW qp0q. Załóżmy teraz, że P P Y . Funkcja f jest regularna w P ; jest więc dana w jego
otoczeniu (w Y ) przez pewną funkcję wymierną g{h. Ta funkcja wymierna, traktowana jako funkcja na X, jest
określona na otwartym podzbiorze W � Dphq � X, więc f � ϕpW qpg{hq. To dowodzi surjektywności.

(c) aby wykazać dokładność danego ciągu snopów, wystarczy pokazać (na mocy poprzedniego podpunktu), że i�OP`
i�OQ � i�pOY q. Mamy:

i�pOY qpUq � OY pY X Uq �

$'''&'''%
OY ptP uq, P P U,Q R U
OY ptQuq, Q P U,P R U

OY ptP,Quq � OY ptP uq `OY ptQuq, P P U,Q P U
0, P,Q R U

� pi�OP ` i�OQqpUq

Na globalnych cięciach mamy jednak: OXpXq � k (”zasada maksimum” – Theorem I.3.4 (a)), IY pXq � tf P
OXpXq : fpP q � fpQq � 0u � tf P k : fpP q � fpQq � 0u � 0, i�pOP qpXq ` i�pOQqpXq � k ` k, zaś ciąg:

0 Ñ 0 Ñ k Ñ k ` k Ñ 0

nie jest dokładny (odwzorowanie k ÞÑ k ` k nie jest ”na”).

(d) naturalne odwzorowanie K Ñ °
PPX iP pK{OP q indukuje odwzorowanie K{O Ñ °

PPX iP pK{OP q. Wystarczy
sprawdzić, że jest ono izomorfizmem na kiełkach. Niech Q P X będzie punktem domkniętym – wtedy pK{OqQ �
K{OQ oraz

°
PPXpiP pK{OP qqQ � 0�0� . . .�K{OQ� . . .�0 i jak łatwo sprawdzić, indukowane odwzorowanie

na kiełkach jest identycznością. Biorąc kiełki w punkcie generycznym, uzyskujemy zero po obu stronach.
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(e) mamy:

OXpXq � k, KpXq � KpP1q � KpA1q � kpxq, pK{OqpXq �
¸
PPX

iP pK{OP qpXq �
¸
PPX

kpxq{krxsmP

Aby sprawdzić dokładność w środku, zauważmy, że

kerpOP1pP1q Ñ
¸
PPP1

KpP1q{OP q �
£
PPP1
OP � OP1pP1q � k

Pozostaje sprawdzić surjektywność ostatniego odwzorowania. Zauważmy najpierw, że dla każdy elementKpP1q{OP
ma reprezentanta regularnego we wszystkich punktach poza P . Istotnie, dla P � ra : 1s, jeżeli hpxq P kpxq, to z
rozkładu na ułamki proste stwierdzamy, że dla pewnego fpxq P krxs, deg f   n:

hpxq � fpxq
px� aqn � (funkcja regularna w punkcie P ) � fpxq

px� aqn pmod OP q

zaś jedynym biegunem fpxq
px�aqn jest a. Analogicznie każdy element KpP1q{Or1:0s ma reprezentanta postaci fpxq P

krxs.
Niech więc pfP qP P

°
PPX kpxq{krxsmP , gdzie fP pxq P kpxq są regularne poza punktem P oraz dla prawie wszyst-

kich P : fP pxq � 0. Niech f � °
PPX fP – wtedy f � fP pmod krxsmP q, więc obrazem f w

°
PPX kpxq{krxsmP

jest pfP qP , co dowodzi surjektywności.

Podrozdział 2.2

2.2.3

(a) Niech pX,OXq będzie zredukowany i załóżmy, że rpU, fqsn � 0 w pierścieniu OX,x – wtedy z definicji fn � 0 w
OXpV q dla pewnego V � U , więc ze zredukowaności: f � 0, czyli 0 � rpV, fqs � rpU, fqs w OX,x.
Na odwrót: załóżmy, że OX,x nie ma elemetów nilpotentnych dla każdego x P X. Niech fn � 0 w pierścieniu
OXpUq. Wtedy dla dowolnego x P U : rpU, fqsn � 0 w OX,x, więc z założenia: rpU, fqs � 0, czyli z definicji
pierścienia źdźbeł: f |Vx � 0 dla pewnego otwartego zbioru Vx, spełniającego x P Vx � U . Stąd obraz f w
odwzorowaniu OXpUq Ñ

±
xPU OXpVxq jest zerowy, więc z własności jednoznaczności snopa: f � 0 w OXpUq.

(b) wykorzystamy następujące lematy:

Lemat 1 jeżeli A – pierścień bez elementów nilpotentnych, to każde odwzorowanie f : B Ñ A faktoryzuje
się przez odwzorowanie fred : Bred Ñ A i przyporządkowanie f ÞÑ fred jest funktorialne.
Dowód: Istotnie, jeżeli b P NilpBq, bn � 0 to fpbqn � 0, więc fpbq � 0, czyli NilpBq � ker f , co pozwala
na zdefiniowanie fred. Funktorialność jest oczywista z jednoznaczności.

Lemat 2 Dla dowolnego zbioru multyplikatywnego S � A mamy: pS�1Aqred � S�1pAredq.
Dowód: Surjekcja AÑ Ared indukuje surjekcję S�1AÑ S�1pAredq. Zauważmy, że pierścień S�1pAredq jest
zredukowany – istotnie, jeżeli pa{sqn � 0 w S�1pAredq, to an � s1 � 0 dla pewnego s1 P S, więc pa � s1qn � 0,
czyli (ponieważ Ared jest zredukowany) a � s1 � 0, co daje z definicji a{s � 0 w S�1pAredq.
Stąd surjekcja S�1A Ñ S�1pAredq faktoryzuje się przez pS�1Aqred Ñ S�1pAredq. Pozostaje sprawdzić, że
jest ona iniekcją. Jeżeli ra{ss P pS�1Aqred ma zerowy obraz w S�1pAredq, to a � s1 P NilpAq dla pewnego
s1 P S, więc an � s1n � 0, więc pa{sqn � 0 w S�1A oraz ra{ss � 0 w pS�1Aqred, co kończy dowód.

Wystarczy pokazać, że każdy punkt ma otoczenie afiniczne. Niech U � SpecA będzie otoczeniem afinicznym
punktu x P X w niezredukowanym schemacie X – wtedy dla f P A: OXpDpfqq � Af . Niech B � Ared – wtedy
U � SpecpBq (kanoniczne przekształcenie AÑ Ared indukuje homeomorfizm na schematach afinicznych – fakt z
Atiyaha-MacDonalda). Aby pokazać, że pSpecB, pOXqred|SpecBq jest podschematem Xred, wystarczy pokazać,
że pOSpecAqred � OSpecB . Oznaczmy przez pOSpecAqPred presnop U ÞÑ OSpecApUqred. Zauważmy najpierw, że
snop OSpecB jest zredukowany, ponieważ z lematu 2 jego źdźbła: Bp są zredukowane.

Zauważmy, że odwzorowanie kanoniczne AÑ B indukuje odwzorowanie schematów SpecB Ñ SpecA, które jest
identycznością na przestrzeniach topologicznych, a więc dostajemy odwzorowanie snopów OSpecA Ñ OSpecB .
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Z lematu 1 stwierdzamy, że odwzorowania OSpecApUq Ñ OSpecBpUq faktoryzują się poprzez odwzorowania
OSpecApUqred Ñ OSpecBpUq, dając tym samym morfizm presnopów pOSpecAqPred Ñ OSpecB .

Z własności uniwersalności usnopowienia dostajemy morfizm snopów pOSpecAqred Ñ OSpecB i pozostaje nam
sprawdzić, że jest on izomorfizmem na kiełkach. Mamy (korzystając z lematu 2):

ppOSpecAqredqp � ppOSpecAqPredqp � lim
UQp

pOSpecAqpUqred �

� lim
DpfqQp

pOSpecAqpDpfqqred � lim
DpfqQp

pAf qred � lim
DpfqQp

pAredqf � pAredqp � Bp

oraz
pOSpecBqp � Bp

i odwzorowanie na źdźbłach jest, jak łatwo sprawdzić, identycznością.
Z powyższego rozumowania widać, że źdźbła schematu Xred są zredukowane, więc schemat ten jest zredukowany.

Morfizm Xred Ñ X dany jest przez π � pid : sppXredq Ñ sppXq, π# : OX Ñ OXredq, gdzie π#pUq : OXpUq Ñ
OXpUqred � pOXqPredpUq Ñ pOXqredpUq, gdzie pierwsze odwzorowanie jest ilorazowe, zaś drugie to morfizm
presnopa w usnopowienie.

(c) Niech pf, f#q : X Ñ Y , zaś π : Xred Ñ X będzie naturalnym odwzorowaniem (jest ono identycznością na
przestrzeniach topologicznych). Zauważmy, że odwzorowanie f#pUq : OY pUq Ñ f�OXpUq faktoryzuje się przez
pf#pUqqred : OY pUqred Ñ f�OXpUq („własność uniwersalności” zredukowania – Lemat 1 powyżej), a także
przez F#pUq : pOY qredpUq Ñ f�OXpUq (własność uniwersalności usnopowienia dla presnopa pOY qPred). Wtedy
f# � π# � F#, więc pf, F#q : X Ñ Yred spełnia założenia.

2.2.5 Mamy: SpecpZq � tpZ : p P Pu Y t0u wraz z topologią daną zbiorami otwartymi Dpnq � tp P P : p - nu Y t0u
(każdy zbiór otwarty jest tej postaci, jako że

�
iDpniq � DpNWDpniqq oraz Dpn1q XDpn2q � Dpn1n2q) oraz

snopem strukturalnym OpDpnqq � Zr 1
n s.

Ponadto dla dowolnego schematu X mamy: HomSchpX,SpecpZqq � HompZ,OXpXqq, ale dla dowolnego nieze-
rowego pierścienia R istnieje dokładnie jeden homomorfizm Z Ñ R (dany przez fpnq � n � 1R), co dowodzi, że
SpecpZq jest obiektem końcowym.

2.2.7 Morfizm SpecK Ñ X dany jest przez parę pf : sppSpecKq Ñ sppXq, f# : OX Ñ f�OSpecKq. Zauważmy, że
SpecK � tηu jest przestrzenią jednopunktową (gdzie η – ideał zerowy), więc f jest jednoznacznie wyznaczone
przez x :� fpηq. Ponadto:

f�OSpecKpUq � OSpecKpf�1pUqq �
#

0, x R U
K, x P U � ixpKq

– jest to skyscraper sheaf na punkcie x. Korzystając z tego, że funktor źdźbła jest sprzężony do skyscraper sheaf :

HomShpOX , f�OSpecKq � HomShpOX , ixpKqq � HomRingpOX,x,Kq

Ponadto, aby f# był lokalnym homomorfizmem: f#
x pmX,xq � mf�OSpecK ,x � 0, zaś takie f# odpowiadają jedno-

znacznie elementom HomRingpOX,x,Kq, które zerują się na mX,x, czyli elementom HomRingpOX,x{mX,x,Kq �
HomRingpκpxq,Kq.

2.2.8 Oznaczmy: Y � Spec krεs{pε2q, zaś przez jX : X Ñ Spec k, jY : Y Ñ Spec k – odwzorowania zadające strukturę
k-schematów. Wtedy: j#

X : OSpec k Ñ pjXq�pOXq, czyli k ãÑ OXpXq.
Morfizm Y Ñ X dany jest przez parę pf : sppY q Ñ sppXq, f# : OX Ñ f�OY q. Zauważmy, że sppY q � tηu,
gdzie η � pεq jest jedynym ideałem pierwszym w krεs{pε2q. Niech x :� fpηq P sppXq. Podobnie jak w 2.7 (korzy-
stając z tego, że skyscraper sheaf oraz źdźbło są sprzężone) stwierdzamy, że f# jest jednoznacznie wyznaczone
przez odwzorowanie na źdźbłach: f# : OX,x Ñ krεs{pε2q (przy czym f#pmX,xq � η).

Aby pf, f#q było k-izomorfizmem, musimy mieć jY � jX � f , a ponadto złożenia odwzorowań snopów na Spec k
muszą być równe:

OSpec k
j
#
XÝÑ pjXq�pOXq f#ÝÑ pjXq�pf�pOXqq � pjY q�pOY q oraz OSpec k

j
#
YÝÑ pjY q�pOY q
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Powyższe snopy są nad przestrzenią jednopunktową, więc są jednoznacznie wyznaczone przez odwzorowania na
cięciach globalnych:

k
j
#
XÝÑ OXpXq f#ÝÑ krεs{pε2q oraz k

j
#
YÝÑ krεs{pε2q

czyli po prostu f#|k � idk.

Stąd, jeżeli dla pewnego x P X istnieje taka para pf, f#q, to f# indukuje k-liniowe przekształcenie na cia-
łach reszt: κpxq ãÑ k. Z drugiej strony jednak, k ãÑ κpxq, więc κpxq � k.
Załóżmy, że κpxq � k. W ciągu dokładnym k-przestrzeni liniowych: 0 Ñ mX,x Ñ OX,x Ñ κpXq � k Ñ 0, ostat-
nie niezerowe odwzorowanie ma cięcie (inkluzja k ãÑ OX,x), więc jako k-przestrzenie liniowe: OX,x � k `mX,x.
Stąd f# jest jednoznacznie wyznaczone przez wartości na mX,x (ponieważ f#|k � idk). Ale f#pmX,xq � η, więc
f#pm2

X,xq � η2 � 0. Stąd już widać, że ”dobre” f# są w bijekcji z elementami HomkpmX,x{m2
X,x, kq � TX,x.

Reasumując, każda para pf, f#q odpowiada parze px P X, f# P TX,xq takiej, że κpxq � k. Z tego rozumowania
wynika od razu, że każda para px P X, f# P TX,xq (gdzie κpxq � k) odpowiada pewnej parze pf, f#q.

2.2.9

Lemat Punkt y przestrzeni topologicznej Y jest punktem generycznym wtw. gdy należy do każdego niepu-
stego zbioru otwartego wtw. gdy należy do każdego niepustego zbioru otwartego pewnej bazy.
Dowód: mamy: tyu � �

yPDD, więc Y � tyu wtw. gdy ∅ � tyu1 � p�yPDDq1 �
�
yPDD

1 � �
yRU U – to

dowodzi pierwszej równoważności. Druga jest natychmiastowa.

Zauważmy, że schemat afiniczny SpecA spełnia warunek zadania – wszystkie zbiory domknięte i nierozkładalne
są postaci V ppq dla pewnego p; punktem generycznym takiego zbioru jest p. Ponadto punkt generyczny jest
dokładnie jeden – jeżeli V pp1q � V pp2q, to p1 � p2 oraz p2 � p1, więc p1 � p2.

Niech teraz X będzie dowolnym schematem, zaś D � X – niepustym nierozkładalnym podzbiorem domknię-
tym. Niech U � SpecA będzie otoczeniem afinicznym dowolnie wybranego punktu z D. Wtedy D X U jest
nierozkładalnym podzbiorem domkniętym w schemacie afinicznym – ma więc dokładnie jeden punkt generyczny
x P U X D. Pokażemy, że txu � D. Z lematu wystarczy pokazać, że dla dowolnego zbioru otwartego V � X,
V X X � ∅ mamy: x P V X D. Zauważmy, że D X U X V � ∅ – w przeciwnym wypadku D miałoby dwa
rozłączne podzbiory otwarte DXU oraz DX V i nie byłoby nierozkładalne. Punkt x jest generyczny dla DXU
w przestrzeni U , więc jest zawarty w każdym otwartym podzbiorze DXU – w szczególności w DXU X V , czyli
x P V . To dowodzi, że txu � V .

Pokażemy teraz jednoznaczność. W tym celu załóżmy, że D � txu � tyu. Niech U � SpecA będzie dowol-
nym zbiorem otwartym afinicznym spełniającym DXU � ∅. Wtedy z lematu: x, y P U . Ale zbiór DXU (będący
domkniętym nierozkładalnym podzbiorem U) może mieć tylko jeden punkt generyczny – stąd x � y.

2.2.12 Niech X �²
iXi{ � (suma rozłączna przestrzeni topologicznych wydzielona przez relację �), gdzie dla xi P Xi,

xj P Xj :
xi � xj ô pxi P Uij , xj P Uji, xj � φijpxiqq

Niech Ψi : Xi Ñ X będzie złożeniem zanurzenia Xi Ñ
²
iXi z naturalną surjekcją

²
iXi Ñ X. Snop struktu-

ralny na X zdefiniujemy następująco:

OXpV q �
"
pfiqi P

¹
i

OXipΨ�1
i pV qq : @i,j fi � ϕ#

ijpfjq – równość w OXi
�
Uij XΨ�1

i pV q

*

(w powyższym zapisie pomijałem restrykcje, zaś ϕ#
ij oznacza odzorowanie pierścieni:

ϕ#
ijpUji XΨ�1

j pV qq : OXj
�
Uji XΨ�1

j pV q


Ñ pϕijq�OXi

�
Uji XΨ�1

j pV q


� OXi

�
ϕ�1
ij pUji XΨ�1

j pV qq


�

� OXi
�
Uij XΨ�1

i pV q



indukowane przez odwzorowanie snopów ϕ#
ij : OUj Ñ pϕijq�OUi).
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OX jest snopem – niech V � �
j Vj � X.

własność jednoznaczności: załóżmy, że pfiqi P OXpV q jest trywialne po restrykcji do OXpVjq dla każdego j,
tzn. że @i,j fi jest trywialne w OXipΨ�1

i pVjqq. Wtedy z własności jednoznaczności snopa OXi mamy: fi � 0 w
OXi

��
j Ψ�1

i pVjq
	
� OXi

�
Ψ�1
i pV q�, więc pfiqi � 0 w pierścieniu OXpV q.

własność przedłużania: niech pfjqj P
±
j OXpVjq (gdzie fj � pfijqi) spełniają warunek zgodności. Wtedy

dla każdego i rodzina pfijqj P
±
j OXipΨ�1

i pVjqq spełnia warunek zgodności, więc z własności przedłużania dla
snopa OXi istnieje gi P OXip

�
j Ψ�1

i pVjqq � OXipΨ�1
i pV qq, które po restrykcji do Ψ�1

i pVjq daje fij . Ponadto
pgiqi spełnia warunek ga � ϕ#

abpgbq. Istotnie, fj P OXpVjq, więc faj � ϕ#
abpfbjq. Stąd restrykcja elementu

ga�ϕ#
abpgbq do OXapΨ�1

a pViqXUabq jest trywialna dla dowolnego i, więc z własności jednoznaczności ga � ϕ#
abpgbq

w OXapΨ�1
a pV q X Uabq. Otrzymujemy więc pgiqi P OXpV q, a ponadto oczywiste jest, że pgiqi|Vj � fj .

Definicja Ψ#
i : OX Ñ pΨiq�OXi – odzorowanie to jest dane przez projekcję: obrazem elementu pfiq P OXpV q �±

iOXipΨ�1
i pV qq jest fi P OXipΨ�1

i pV qq � pΨiq�OXipV q.

2.2.15

(a) Niech X będzie schematem skończonego typu nad ciałem k. Pokażemy, że punkt x P X jest domknięty wtw.
κpxq :� OX,x{mX,x jest algebraicznym rozszerzeniem k.
Zaczniemy od wykazania, że jeżeli B jest algebrą skończonego typu nad ciałem k, to ideał p P SpecpBq jest
maksymalny wtw. gdy κppq{k jest skończonym rozszerzeniem ciał. Istotnie, ideał p jest maksymalny wtw. gdy
htppq � dimR wtw. gdy trdegkpFracpB{mqq � dimpB{mq � dimB�htppq � 0 wtw. gdy κppq � FracpB{mq jest
algebraicznym i skończenie generowanym rozszerzeniem k wtw. gdy κppq{k jest skończonym rozszerzeniem ciał.
Niech teraz X będzie dowolnym schematem skończonego typu nad ciałem k, zaś Ui – pokryciem otwartym
afinicznym X. Powyżej udowodniliśmy, że jeżeli rκpxq : ks   8, to x jest domknięty w każdym Ui, więc:

clXpP q �
¤
i

clXpP q X Ui �
¤
i

clUipP q � tP u

Jeżeli zaś x jest domknięty w X, to jest domknięty w każdym Ui, więc znowu wystarczy skorzystać z tego, co
udowodniliśmy wyżej.

(b) zgodnie z założeniem mamy homomorfizm f# : OY,fpP q Ñ OX,P taki, że pf#q�1pmX,P q � mY,fpP q; w szcze-
gólności mY,fpP q � f#pmY,fpP qq. Oznacza to, że f# indukuje monomorfizm ciał reszt (będący jednocześnie
homomorfizmem k-algebr):

f# : κpfpP qq � OY,fpP q{mY,fpP q Ñ OX,P {mX,P � κpP q � k

Dostajemy więc inkluzje: k � κpfpP qq � k (pierwsza inkluzja – ze struktury k-algebry), czyli κpfpP qq � k.

(c) Załóżmy, że tpfq � tpgq – wtedy w szczególności tpfq oraz tpgq są równe na punktach domkniętych, więc f � g,
co dowodzi iniektywności. Niech F P HomSchptpV q, tpW qq – wtedy z podpunktów (a) oraz (b) F przenosi punkty
domknięte na domknięte, więc dostajemy poprawnie zdefiniowane odwzorowanie f : V ÑW . Pozostaje wykazać
jego regularność. Wybierzmy dowolne otoczenie afiniczne S � SpecB � tpW q – wtedy z ciągłości F istnieje U �
SpecA � tpV q, będące otoczeniem P i spełniające U � F�1pSq. To daje F pUq � F pF�1pSqq � S. Odwzorowanie
F |U : U Ñ S musi być indukowane przez homomorfizm pierścieni B Ñ A, który zadaje odwzorowanie regularne
na odpowiednich rozmaitościach afinicznych.

2.2.16

(a) mamy:

U XXf � tx P SpecpBq : f R mxu � tp P SpecpBq : f R pBpu � tp P SpecpBq : f R pu � Dpfq

(jak łatwo zauważyć: f{1 R pBp ô f R p). Stąd, jeżeli pSpecpBiqqi jest pokryciem afinicznym X, to Xf ��
iXf X SpecpBiq jest zbiorem otwartym jako suma zbiorów otwartych.
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(b) X jest quasizwarte, więc ma skończone pokrycie schematami afinicznymi: X � �m
i�1 Ui, gdzie Ui � SpecpBiq.

Jeżeli restrykcja a do ΓpXf ,OXq zeruje się, to również restrykcje ai P ΓpXf XUi,OXq � ΓpDBipfq,OXq � pBiqf
zerują się. Z definicji lokalizacji: ai � 0 ô obraz a|XfXUi zeruje się w pBiqf ô a|Ui � fni � 0 dla pewnego
ni P N. Niech n ¡ maxtni : i � 1, . . . ,mu. Wtedy restrykcja a � fn zeruje się w ΓpUi,OXq dla każdego i, więc z
własności jednoznaczności snopa, a � fn � 0 w ΓpX,OXq.

(c) mamy: b|XfXUi P ΓpXfXUi,OXf q � pBiqf , czyli b|Ui � bi{fni dla pewnych bi P Bi, ni P Z; (bez straty ogólności,
zwiększając wykładniki: n1 � n2 � . . . � n). Mamy bi|UiXXf � b � fn, więc:

bi|UiXUjXXf � b � fn � bj |UiXUjXXf

Korzystając z quasizwartości Ui XUj oraz stosując (b) do Ui XUj stwierdzamy, że bi|UiXUj � fN � bj |UiXUj � fN
dla dostatecznie dużego N oraz dowolnych i, j. Stąd z warunku przedłużania dla rodziny pbi � fN qi P OXpUiq
stwierdzamy, że istnieje η P OXpXq takie, że η|Ui � bi � fN . Wtedy mamy: η|UiXXf � b|UiXXf , więc z warunku
jednoznaczności: η|Xf � b.

(d) zauważmy najpierw, że f |Xf P OXpXf q jest odwracalne. Istotnie, f |Xf jest odwracalne w OXpXf X Uiq �
DBipfq � SpecppBiqf q dla każdego i, tzn. f �ηi � 1 w OXpXf XUiq. Łatwo zauważyć, że pηiqi spełniają warunek
przedłużania, więc można przedłużyć je do elementu η P OXpXf q spełniającego (z jednoznaczności) f � η � 1.

Rozważmy przekształcenie Ψpa{fnq � a|Xf � ηn : Af Ñ OXpXf q. Jest ono ”na” (z podpunktu (c)) oraz jest
iniekcją – jeżeli Ψpa{fnq � a|Xf � ηn � 0, to a|Xf � 0, więc z podpunktu (b) mamy: a � fN � 0 dla dostatecznie
dużego N oraz a{fn � 0 w Af (definicja lokalizacji).

2.2.17

(a) Z własności topologicznych łatwo wynika, że f : X Ñ Y jest homeomorfizmem. Wystarczy pokazać, że f# :
OY Ñ f�OX jest izomorfizmem snopów. Ale f#pUiq : OY Ñ f�OXpUiq są izomorfizmami, zatem f# jest
izomorfizmem na źdźbłach. To oznacza, że f# jest izomorfizmem.

(b) pñq Oczywiste.
pðq Załóżmy, że f1, . . . , fn P OXpXq �: A spełniają podany warunek. Niech Y :� SpecpAq – wtedy z zadania
II.2.4 mamy naturalny homomorfizm ϕ : Y Ñ X. Z zadania II.2.16 (d) Afi � ΓpOXfi , Xfiq Ñ Xfi . Mamy zatem
naturalny morfizm SpecpAfiq Ñ Xfi , który jest izomorfizmem, jako że Xfi jest afiniczne z założenia.
Zauważmy ponadto, że

�
iXfi � X. Istotnie, dla dowolnego zbioru afinicznego U � SpecpBq (gdzie B musi być

A-algebrą) mamy:¤
i

Xfi X U �
¤
i

DBpfiq � DBppf1, . . . , fnqq � DBp1q � SpecpBq � X X U,

jako że pf1, . . . , fnq � A.
Stąd ϕ : Y Ñ X jest izomorfizmem na pokryciu otwartym zbioru X, zatem z poprzedniego podpunktu ϕ jest
izomorfizmem.

2.2.18

(a) ∅ � Dpfq � tp E A : f R pu ô @p f P p ô f P �
p p � NilpAq (ostatnia równość – np. z [Atiyah,

MacDonald, Stwierdzenie 1.8]).

(b) Jeżeli f# jest iniekcją, to snop ker f# jest zerowy, więc kerpϕq � kerpf#qpXq � 0, więc ϕ jest iniekcją. ABy
udowodnić drugą implikację, skorzystamy z:

Lemat Niech F będzie snopem na przestrzeniX o bazie topologii pBiqi. Wtedy F � 0 wtw. gdy @i FpBiq �
0.
Dowód: Jeżeli U jest dowolnym zbiorem otwartym, to U � �

iPS Bi dla pewnego zbioru S (z definicji bazy).
Z własności jednoznaczności snopa: FpUq ãÑ±

iPS FpBiq � 0, więc FpUq � 0.
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Załóżmy, że ϕ : AÑ B jest iniekcją. Z lematu wystarczy pokazać, że dla dowolnego a P A grupa ker f#pDpaqq
jest zerowa. Ale

ker f#pDpaqq � kerpf# : OXpDpaqq Ñ f�OYpDpaqqq � kerpϕ : Aa Ñ Bϕpaqq �
"
x

a
P Aa : ϕpx

a
q � ϕpxq

ϕpaq � 0
*
�

�
"
x

a
P Aa : Dn ϕpxq � ϕpaqn � 0

*
�

"
x

a
P Aa : Dn x � an � 0

*
� 0

(skorzystaliśmy z iniektywności ϕ oraz definicji lokalizacji na elemencie).

ad. f jest dominujące: załóżmy nie wprost, że fpY q � X – wtedy istniałoby a P A, a R NilpAq takie,
że fpY q � V paq (zauważmy, że tDpaquaPA jest bazą topologii na SpecpAq). Wtedy, z iniektywności: ϕpaq R
NilpBq � �

pPSpecpBq p, więc ϕpaq R p dla pewnego p P SpecpBq, co daje fppq P V paqzfpY q – sprzeczność kończy
dowód.

(c) jeżeli I � kerϕ, to B � A{I oraz f : SpecB Ñ SpecA jest homeomorfizmem na zbiór domknięty V pIq � SpecA

(wykład z algebry przemiennej ). Aby wykazać surjektywność odwzorowania OSpecA Ñ f�OSpec pA{Iq, sprawdzimy
ją na źdźbłach. Niech p P SpecA. Wtedy, jeżeli p P V pIq, to:

pf�OSpec pA{Iqqp � lim
UQp
OSpec pA{IqpU X V pIqq � lim

V Qp
OSpec pA{IqpV q � pOSpec pA{Iqqp � pA{Iqp � Ap{IAp

(ponieważ wszystkie zbiory otwarte w SpecpA{Iq są postaci V � U X V pIq dla pewnego zbioru otwartego
U � SpecpAq) – w tym przypadku odwzorowania źdźbeł pOSpecAqp Ñ pf�OSpec pA{Iqqp są odwzorowaniami
kononicznymi Ap Ñ Ap{IAp, są więc surjektywne. Dla p R V pIq:

pf�OSpec pA{Iqqp � lim
UQp
OSpec pA{IqpU X V pIqq � 0

więc odwzorowania źdźbeł są również surjektywne.

(d) niech A1 � A{ kerϕ, X 1 � SpecpA1q. Wtedy X 1 jest domkniętym podzbiorem X. Ponadto odwzorowanie ϕ1 :
A1 Ñ B jest iniekcją, więc z (b) odwzorowanie OX1 Ñ f 1�OY jest iniekcją oraz surjekcją (jako że złożenie
OX Ñ f 1�OX1 Ñ f�OY jest surjekcją), czyli izomorfizmem. Stąd jest też izomorfizmem na cięciach: A1 �
OX1pX 1q � f 1�OY pX 1q � B1, który jest z definicji indukowany przez ϕ1.

Podrozdział 2.3

2.3.2 Niech pViqi � pSpecpAiqqi będzie otwartym pokryciem Y , spełniającym warunek z zadania, zaś V � SpecpCq
– dowolnym afinicznym zbiorem otwartym. Wtedy tDAipaq : a P Viu jest bazą topologii na Y . Zbiór V jest
quasizwarty i otwarty, więc można go pokryć skończoną liczbą zbiorów z bazy: V � �

i,j DAipajq, czyli f�1pV q ��
i,j f

�1pDAipajqq. Skończona suma zbiorów quasizwartych jest quasizwarta, więc wystarczy pokazać, że DAipaq
jest quasizwarte – to wynika z następującego lematu (przyjmując Z :� f�1pViq, A :� Ai):

Lemat Jeżeli f : Z Ñ SpecpAq jest morfizmem schematów oraz Z jest quasizwarte, to dla każdego a P A
zbiór f�1pDpaqq jest quasizwarty.
Dowód: Z jest on z założenia quasizwarty, więc ma skończone pokrycie zbiorami otwartymi afinicznymi: Z ��n
k�1Wk, gdzie Wk � SpecpBkq. Wtedy odwzorowanie Wk Ñ SpecpAq jest zadane przez homomorfizm ϕk :

AÑ Bk. Łatwo zauważyć, że f�1pDpaqqXWk � DBkpϕkpaqq � SpecppBkqϕkpaqq jest zbiorem quasizwartym.
Stąd f�1pDpaqq � �

k f
�1pDpaqq XWk jest quasizwarte jako skończona suma zbiorów quasizwartych.

2.3.3

(a) Niech f będzie morfizmem lokalnie skończonego typu i quasizwartym. Wtedy Y � �
i Ui, gdzie Ui � SpecpAiq,

f�1pUiq �
�
j Vij , Vij � SpecpBijq, gdzie Bij są Ai-algebrami skońćzonego typu. Ponadto, z zadania 2.3.2 i

quasizwartości f , pokrycie otwarte pVijqj zbioru quasizwartego Ui ma podpokrycie skończone pWijqj – stąd f

jest skończonego typu. Druga implikacja jest oczywista.
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(b) Pokażemy to podobnie, jak w 2.3.2:
Niech pViqi � pSpecpAiqqi będzie otwartym pokryciem Y , spełniającym warunek skończonego typu, zaś V �
SpecpBq – dowolnym afinicznym zbiorem otwartym. Wtedy tDAipaq : a P Viu jest bazą topologii na Y . Zbiór
V jest quasizwarty i otwarty, więc można go pokryć skończoną liczbą zbiorów z bazy: V � �

i,j DAipajq, czyli
f�1pV q � �

i,j f
�1pDAipajqq. Bez straty ogólności można przyjąć, że zbiory DAipajq są również otwarte stan-

dardowe w SpecpBq (tzn. postaci DBpbijq) – wtedy pAiqaj � Bbij jest B-algebrą skończonego typu. Wystarczy
więc pokazać (przyjmując Z :� f�1pViq, A :� Ai):

Lemat Jeżeli f : Z Ñ SpecpAq jest morfizmem schematów oraz Z � �n
k�1Wk, Wk � SpecpBkq, gdzie Bk

jest A-algebrą skończonego typu, to dla każdego a P A zbiór f�1pDpaqq można pokryć skończoną liczbą
zbiorów afinicznych pochodzących od Aa-algebr skończonego typu.
Dowód: Mamy: f�1pDpaqqXWk � DBkpϕkpaqq � SpecppBkqϕkpaqq, więc wystarczy zauważyć, że pBkqϕkpaq
jest Aa-algebrą skończonego typu oraz że f�1pDpaqq � �

k f
�1pDpaqq XWk.

(c) z podpunktu (b) mamy: f�1pV q � �n
i�1 Ui, gdzie Ui � SpecpAiq, zaś Ai jest B-algebrą skończonego typu. Wtedy

tDAipaq : a P Aiu jest bazą topologii na f�1pV q, więc z quasizwartości mamy: U � �
i,j DAipajq. Zauważmy

przy tym, że DAipajq � SpecppAiqaj q, zaś pAiqaj jest B-algebrą skończonego typu.
Wystarczy więc pokazać, że jeżeli SpecpAq Ñ SpecpBq jest morfizmem schematów, zaś SpecpAq można pokryć
zbiorami otwartymi afinicznymi pochodzącymi od B-algebr skończonego typu, to A jest B-algebrą skończonego
typu. Niech W � SpecpCq � SpecpAq będzie podschematem otwartym, pochodzącym od B-algebry skończonego
typu. Wtedy W może być pokryte zbiorami postaci DApfq � SpecpAf q dla f P A oraz DApfq � DCpfq (gdzie
f jest obrazem f przy przekształceniu A Ñ C) – stąd Af � Cf oraz Af jest algebrą skończonego typu. Stąd
SpecpAq możemy pokryć skończenie wieloma (z quasizwartości) zbiorami postaci DApfq, gdzie Af jest B-algebrą
skończonego typu. Wystarczy więc wykazać:

Lemat Niech pf1, . . . , fnq � A i załóżmy, że A ma strukturę B-algebry, która dla każdego i indukuje na
Afi strukturę B-algebry skończonego typu. Wtedy A jest B-algebrą skończonego typu.
Dowód: niech

°
i gifi � 1 i niech pxij{fNi qj generuje B-algebrę Afi dla każdego i. Niech C � A będzie

B-algebrą generowaną przez zbiór tfiui Y tgiui Y txijuij – wykażemy, że A � C. Niech a P A. Wtedy
a{fMi � °

j bjpxij{fNi qmij dla pewnych bj P B, mij P N, więc fTi � pafMi � °
j bjx

Nmij
ij f

sij
i q � 0, czyli

a � fDi P C dla dostatecznie dużego D.

Z lematu poniżej, istnieją ci P C takie, że 1 � °
i cif

D
i – wtedy a � °

i ci � pfDi � aq P C.

Lemat Niech f1, . . . , fn, g1, ..., gn P A i niech
°
i gifi � 1. Wtedy dla każdego N ¡ 0 istnieją c1, ..., cn P

Zrf1, ..., fn, g1, ..., gns takie, że
°
i cif

N
i � 1.

Dowód: 1 � p°n
i�1 gifiqnN � °

i1,...,in

�
nN

i1,...,in

�pg1f1qi1 . . . pgnfnqin �
°
i cif

N
i (w każdym składniku wystę-

puje fNi dla pewnego i).

2.3.5

(a) Z definicji skończonego morfizmu wystarczy pokazać, że jeżeli B jest skończoną A-algebrą (tzn. skończenie gene-
rowanym A-modułem), to odwzorowanie SpecpBq Ñ SpecpAq ma skończone włókna. Włóknem p P SpecpAq jest
SpecpκppqbABq. Zauważmy, że κppqbAB jest skończenie wymiarową przestrzenią κppq-liniową – istotnie, jeżeli
B � b1A � . . . � bnA, to κppq bA B � pb1 b 1qκppq � . . . � pbn b 1qκppq. Ale skończona algebra nad ciałem jest
pierścieniem Artina – istotnie, ideały są jednocześnie podprzestrzeniami wektorowymi, więc spełniają warunki
skończonych łańcuchów. Stąd f�1ppq � Specpκppq bA Bq jest skończone.

(b) niech D � X będzie zbiorem domkniętym. Wtedy wystarczy pokazać, że dla dowolnego zbioru afinicznego
V � SpecpBq � Y zbiór fpDq X V jest domknięty w V . Niech U � f�1pV q – wtedy z założenia U � SpecpAq
dla pewnego A, które jest skończoną B-algebrą, zadaną przez ϕ : B Ñ A. Mamy: fpDq X V � fpDX f�1pV qq �
fpD X Uq. Zauważmy, że f � ϕ� : SpecpAq Ñ SpecpBq jest skończone – jest więc całkowite.
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Lemat (Atiyah-MacDonald, zadanie 5.1)
Jeżeli ϕ : B Ñ A jest całkowite, to f � ϕ� : SpecpAq Ñ SpecpBq jest domknięte.
Dowód: Niech C � B{ kerϕ, oraz φ : C Ñ A będzie iniekcją indukowaną przez ϕ. Wtedy SpecpCq Ñ
SpecpBq jest homeomorfizmem na zbiór domknięty V pkerϕq, jest więc domknięte. Wystarczy wykazać,
że g � φ� : SpecpAq Ñ SpecpCq jest domknięte. Niech I E A. Wykażemy, że gpV pIqq � V pIcq, gdzie
Ic � φ�1pIqE C– istotnie:

• jeżeli I � p, to Ic � φ�1pIq � φ�1ppq, więc gpV pIqq � V pIcq,
• załóżmy, że Ic � q. Rozważmy przekształcenie C{Ic Ñ A{I – jest ono całkowite, więc z twierdzenia

[Atiyah-MacDonald, Twierdzenie 5.10] odwzorowanie SpecpA{Iq Ñ SpecpC{Icq jest ”na”. Niech p P
SpecpA{Iq będzie przeciwobrazem q P SpecpC{Icq przy tym odwzorowaniu. Wtedy I � p, więc q �
gppq P gpV pIqq, czyli V pIcq � gpV pIqq.

Stąd f : SpecpAq Ñ SpecpBq jest domknięte oraz fpDq X V � fpD X Uq jest zbiorem domkniętym w V .

(c) ???

2.3.6 Niech U � SpecA będzie dowolnym otoczeniem afinicznym punktu generycznego ξ, gdzie A jest dziedziną
całkowitości. Wtedy punktem generycznym SpecA jest ideał zerowy, więc ξ � p0q oraz Oξ � Ap0q � FracpAq,
co dowodzi tezy.

2.3.7

Krok I: jeżeli X � SpecpBq, Y � SpecpAq spełniają założenia, to istnieją a P A, b P B takie, że
Dpbq � f�1pDpaqq Ñ Dpaq jest skończonym odwzorowaniem.

Oznaczmy przez η punkt generyczny w SpecpAq, K � FracpAq, L � FracpBq. Zauważmy, że (lemat w zadaniu
2.3.8) morfizm X Ñ Y pochodzi od zanurzenia A ãÑ B.

Krok I.1: L{K jest skończonym rozszerzeniem ciał

Z założenia i zadania 3.3(c), B jest algebrą skończonego typu nad A: B � Arb1, ..., bns. Ponadto f�1pηq �
SpecpB bAKq jest skończone, czyli B bAK jest pierścieniem Artina. Ale algebra skończonego typu nad ciałem
jest pierścieniem Artina wtw. gdy jest skończona (Atiyah-MacDonald, zadanie 8.3). Stąd BbAK jest skończenie
wymiarową przestrzenią K-liniową.

Zauważmy, że każdy element L jest postaci b
a dla b P B, a P A; wtedy b

a � F pb b 1
a q. Istotnie, z własności

normy rozszerzenia ciał, ułamek b1
b2

można zawsze rozszerzyć tak, by jego mianownik należał do K � FracpAq.
Stąd odwzorowanie F : B bA K Ñ L, F pbb kq � b � k jest surjekcją, więc dimKpLq ¤ dimKpB bA Kq   8.

Krok I.2: Bx jest skończonym Ax-modułem dla pewnego x P Ax:
Niech L � Kb1 � . . . � Kbn, gdzie bi P B. Zdefiniujmy: A1 � Ab1 � ... � Abn. Wtedy FracpA1q � L oraz
B jest A1-algebrą skończonego typu (bo jest A-algebrą skończonego typu). Niech B � A1rβ1, . . . , βms. Wtedy
βi P L � FracpA1q, więc βi � ai

αi
dla ai, αi P A1; bez straty ogólności niech α1 � . . . � αn �: α. Niech

NL{Kpαq � x
y dla x, y P A. Wtedy:

βi � ai
αi

� (element z A1q
x

P A1x ñ B � A1rβ1, . . . , βms � A1x ñ Bx � A1x � Axb1 � ...�Axbn

czyli Bx jest skończoną Ax-algebrą oraz odwzorowanie DBpxq Ñ DApxq jest skończone.

Krok II: ogólny przypadek.

Niech V � SpecpAq � Y będzie dowolnym otwartym afinicznym podzbiorem w Y , wtedy z założenia o skoń-
czonym typie: f�1pV q � �n

i�1 Ui, gdzie Ui � SpecpBiq oraz Bi jest A-algebrą skończonego typu. Z Kroku I
dla każdego i istnieje Dpaiq � V takie, że f�1pDpaiqq X Ui Ñ Dpaiq jest skończonym odwzorowaniem oraz że
Wi :� f�1pDpaiqq X Ui � DBipbiq � SpecpCiq (gdzie Ci � SpecppBiqbiq).
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Lemat (”o afinicznej komunikacji”, Ravi Vakil, str. 155)
Jeżeli U, V są podzbiorami otwartymi afinicznymi schematu Y , to U X V ma bazę topologii złożoną ze
zbiorów, które są standardowe otwarte zarówno w U , jak i w V .
Jeżeli W1, . . . ,Wn są podzbiorami otwartymi afinicznymi (tzn. Wi � SpecpCiq) nierozkładalnego schematu
Y , to mają one wspólny podstawowy zbiór afiniczny: istnieją ci P Ci takie, że DCipciq � DCj pcjq � ∅. dla
dowolnych i, j.
Dowód: Niech U � SpecpAq, V � SpecpBq. Wtedy U X V można pokryć zbiorami DApcq � U X V ,
więc bez straty ogólności (zastępując A przez Ac) możemy założyć, że U � SpecpAq � V � SpecpBq
oraz że inkluzja jest indukowana przez homomorfizm ϕ : B Ñ A. Wtedy U można pokryć zbiorami postaci
DBpdq � U � SpecpAq, gdzie d P B. Ale DBpdq � DApϕpdqq, co kończy dowód pierwszej części stwierdzenia.
Druga część stwierdzenia wynika z pierwszego przez indukcję – dla n � 2 jest to pierwsza część lematu. Niech
n ¥ 3. Załóżmy, że SpecppCiqγiq � SpecppCjqγj q dla i, j � n, tzn. że pCiqγi � pCjqγj . Wtedy wystarczy
przyjąć C � pC1qγ1 , D � Cn w przypadku n � 2.

Niech ci P Ci będą takie, jak w lemacie. Ci jest skończonym A-modułem, więc ci spełnia równanie unormowane
o współczynnikach w A. Niech ai P A, ai � 0 będzie wyrazem wolnym dowolnego takiego równania i niech
a :� a1 . . . an. Wtedy SpecppCiqaq � SpecppCiqciq (jeżeli ci należy do pewnego ideału pierwszego to a również)
oraz

f�1pAaq X SpecpCiq � SpecppCiqaq � SpecppCjqaq � f�1pAaq X SpecpCjq
dla dowolnych i, j, więc f�1pAaq � SpecppCiqaq co dowodzi skończoności f nad DApaq.

2.3.8

Lemat (o dominujących odwzorowaniach całkowitych schematów)
Jeżeli X, Y – schematy całkowite, to morfizm f : X Ñ Y jest zdominowany wtw. gdy f# : OY Ñ f�OX
jest iniekcją.
Dowód: załóżmy najpierw, że Y � SpecpAq jest afiniczne oraz że ϕ : Y Ñ OXpXq. Wtedy f�1pDpaqq �
Xϕpaq :� tx P X : ϕpaqx R mxu. Mamy: f jest zdominowane wtw. gdy f�1pDpaqq � ∅ dla każdego a � 0
wtw. gdy Xϕpaq � ∅ wtw. gdy ϕpaq � 0 w OXpXq (zadanie 2.16 (b)).

W ogólnym przypadku: f : X Ñ Y jest zdominowane wtw. gdy f : f�1pV q Ñ V jest zdominowane dla
każdego V � Y - afinicznego wtw. (z poprzednich rozważań) gdy f# : OY pV q Ñ OXpf�1pV qq jest iniekcją
dla każdego V afiniczego, czyli wtw. gdy f# jest iniekcją.

Lemat Jeżeli Z jest schematem normalnym, to OZpZq jest pierścieniem normalnym.
Dowód: niech f{g P FracpOZpZqq będzie elementem całkowitym nad OZpZq. Wtedy fx{gx P FracpOZ,xq
jest elementem całkowitym nad OZ,x, więc fx{gx P OZ,x. Z własności jednoznaczności i przedłużania:
f{g P OZpZq.

Krok I: Specp rAq jest normalizacją schematu SpecpAq (tzn. spełnia opisany warunek uniwersalności).

D: każdy zdominowany morfizm Z Ñ SpecpAq (gdzie Z–schemat normalny) odpowiada zanurzeniu A ãÑ OZpZq.
Ale z LematuOZpZq jest normalny, więc z własności uniwersalności domknięcia całkowitego, mamy faktoryzację:
A ãÑ rA ãÑ OZpZq, dającą faktoryzację Z Ñ Specp rAq Ñ SpecpAq.

Krok II: jeżeli DApaq � SpecpAq jest zbiorem otwartym, to D rApraq jest normalizacją schematu DApaq (gdzie ra
jest domknięciem całkowitym a w rA).

D: niech Z–schemat normalny, Z Ñ DApaq – zdominowany morfizm. Wtedy z własności uniwersalności dla
morfizmu Z Ñ DApaq Ñ SpecpAq, dostajemy faktoryzację: Z Ñ DApaq Ñ Specp rAq Ñ SpecpAq. Wystarczy
zauważyć, że obrazem DApaq w Specp rAq jest D rApraq.
Krok III: „sklejanie”:
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niech X będzie dowolnym schematem, zaś pUiqi � pSpecpAiqqi – rodziną jego otwartych podzbiorów afinicznych.
Niech Uij :� Ui XUj – wtedy Uij � Uji oraz Uij � DAipaijq � DAj pajiq dla pewnych ideałów aij EAi, aji EAj .
Niech �Ui � Specp�Aiq, �Uij � D�Aip�aijq. Wtedy z jednoznaczności normalizacji, istnieją izomorfizmy ϕij : D�Aip�aijq Ñ
D�Aj p�ajiq, spełniające założenia lematu o sklejaniu – stąd p�Uiq można skleić do schematu rX. Morfizmy rUi Ñ
Ui Ñ X są zgodne, więc można je skleić do morfizmu rX Ñ X.
Jeżeli X jest skończonego typu nad ciałem k, to rX Ñ X jest skończonym morfizmem – istotnie, przeciwobrazem
zbioru afinicznego Ui jest �Ui, ale �Ai jest skończenie generowanym Ai-modułem (Hartshorne, Theorem I.3.9 A).

Krok IV: własność uniwersalności dla rX Ñ X:

niech ϕ : Z Ñ X będzie morfizmem ze schematu normalnego Z. Niech Zi :� ϕ�1pUiq. Wtedy odwzorowania
Zi Ñ Ui są dominujące, więc faktoryzują się jako: Zi Ñ �Ui Ñ Ui – to daje nam odwzorowania Zi Ñ �Ui ãÑrX. Łatwo sprawdzić (z jednoznaczności faktoryzacji dla normalizacji Uij), że odwzorowania te są zgodne na
przecięciach Zi X Zj – zadają więc morfizm Z Ñ rX.

2.3.10

(a) z dowodu Twierdzenia 3.3 wynika, że rodzina"
U1 �V U2 � SpecpB1 bA B2q : Ui � SpecpBiq – otwarty w Xi, V � SpecpAq – otwarty w Y , fipUiq � V

*
jest bazą topologii w X1 �Y X2.
Wybierzmy dowolną afiniczną bazę topologii pViqi na Y oraz dowolną afiniczną bazę topologii pUjqj na X,
spełniającą fpUjq � Vipjq (jest to możliwe z ciągłości f).
Jeżeli U � SpecpBq � X, V � SpecpAq � Y oraz y odpowiada ideałowi p P V to:

U �V Specpkpyqq � SpecpBq �SpecpAq Specpkpyqq � SpecpB bA kpyqq � SpecpBp{pBpq �

� tq P SpecpBq : fpqq � pu � U X f�1ppq
– stąd Ui X f�1ppq jest bazą topologii na Xy, więc topologia ta jest identyczna z topologią podprzestrzeni na
f�1pyq.

(b) Niech krs, ts{ps� t2q � krs, ts, p � ps� s0q P Specpkrssq. Mamy izomorfizm:

krs, tsp{pkrs, tsp � krts{pt2 � s0q � krts{ppt�?s0qpt�?s0q �
#

k ` k, s0 � 0
krts{pt2q, s0 � 0

– pierwszy izomorfizm dany jest przez fps, tq ÞÑ fps0, tq, zaś drugi wynika z Chińskiego Twierdzenia o Resztach.
Stąd:

Xp � Specpkrs, tsp{pkrs, tspq �
#

Specpk ` kq, s0 � 0
Specpkrts{pt2qq, s0 � 0

Stąd już widać, że Xy składa się z dwóch punktów o ciałach reszt k, jeżeli y odpowiada punktowi s0 P k� oraz
z jednego punktu o niezredukowanym schemacie dla y odpowiadającego 0 P k.
Niech η będzie punktem generycznym Y , wtedy:

Xη � Specpkrs, tsη{η krs, tsηq � SpecpFracpkrs, tsqq � Specpkpsqp?sqq

zaś rozszerzenie kpsqp?sq{kpsq jest kwadratowe.

2.3.13

(a) Niech f : X Ñ Y – domknięta immersja, zaś SpecpAq � U � Y będzie otwartym podzbiorem afinicznym. Z
założenia f : sppXq Ñ sppY q jest homeomorfizmem na domknięty podzbiór Z � Y . Wtedy f : f�1pUq Ñ U jest
domkniętą immersją (jej obraz „topologiczny” to U XZ) w schemat afiniczny, więc z zadania 3.11 (b): f�1pUq �
SpecpA{Iq dla pewnego I. Wystarczy zauważyć, że A{I jest skończenie generowaną A-algebrą (generatorem jest
1).
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(b) Niech f : X Ñ Y – quasizwarta i otwarta immersja. Bez straty ogólności możemy założyć, że X � Y jest
otwartym podzbiorem. Wtedy możemy pokryć X schematami afinicznymi: (są one bazą topologii na y) X ��
i SpecpAiq, zaś z quasizwartości można założyć, że to pokrycie jest skończone. Z tego oczywiście wynika teza.

(c) Niech f : X Ñ Y , g : Y Ñ Z – morfizmy sk. typu, U � SpecpAq � Z. Wtedy: g�1pZq � �n
i�1Wi, Wi � SpecpBiq

oraz Bi jest A-algebrą sk. typu. Ponadto f�1pWiq �
�ni
j�1 Vij , gdzie Vij � SpecpCijq, zaś Cij jest Bi-algebrą sk.

typu. Stąd: pf �gq�1pUq � �
i,j Vij i pozostaje zauważyć, że Cij jest A-algebrą sk. typu (złożenie homomorfizmów

skończonego typu jest skończonego typu).

(d) Niech f : X Ñ Y – skończonego typu, g : Y 1 Ñ Y - dany morfizm, X 1 :� X�Y Y 1, f 1 : X 1 Ñ Y 1. Z założenia ist-
nieje pokrycie Y � �

i SpecpAiq takie, że f�1pSpecpAiqq �
�ni
j�1 SpecpBijq oraz Bij jest Ai-algebrą skończonego

typu. Niech g�1pSpecpAiqq �
�
k SpecpCikq (wtedy Y 1 � �

i,k SpecpCikq). Wtedy: X 1 � �
i,j,k SpecpBij bAi Cikq

oraz f 1�1pSpecpCikqq �
�ni
j�1 SpecpBijbAiCikq. Pozostaje zauważyć, że BijbAiCik jest Cik-algebrą skończonego

typu (generują ją te same elementy co Bij nad Ai).

(e) Niech f : X Ñ S, g : X Ñ S, h : X �S Y Ñ S oraz U � SpecpAq � S, f�1pUq � �m
i�1Xi, g�1pUq � �n

i�1 Yi,
gdzie Xi � SpecpAiq, Yi � SpecpBjq pochodzą od A-algebr sk. typu. Wtedy h�1pUq � �

i,j Xi �U Yj , gdzie
Xi �U Yj � SpecpAi bA Bjq – pozostaje zauważyć, że iloczyn tensorowy algebr sk. typu jest sk. typu.

(f) Pokryjmy Z zbiorami afinicznymi postaci U � SpecpAq i ustalmy jeden z nich. Rozważmy pokrycie afiniczne:
g�1pUq � �

i SpecpBiq oraz pokrycie afiniczne: f�1pSpecpBiqq �
�ni
j�1 SpecpCijq (można je dobrać tak, by było

skończone z quasizwartości f). Odwzorowanie SpecpCijq Ñ SpecpBiq Ñ SpecpAq jest indukowane przez homo-
morfizm A Ñ Bi Ñ Cij . Ale SpecpCijq � f�1pg�1pUqq, więc z zadania 3.3 (c) Cij jest A-algebrą skończonego
typu. Stąd Cij musi być również Bi-algebrą skończonego typu (wystarczy wybrać elementy generujące Cij jako
A–algebrę). Zbiory Bij dla wszystkich możliwych U tworzą pokrycie Y , co kończy dowód.

(g) Niech Y � �
i Yi, Yi � SpecpAiq będzie skończonym pokryciem, pochodzącym od pierścieni Noether. Wtedy

f�1pYiq �
�
j Xij , gdzie Xij � SpecpBijq pochodzi od Ai-algebry sk. typu, czyli od pierścienia Noether (tw.

Hilberta o bazie). Stąd pXijqi,j jest skończonym pokryciem X pochodzącym od pierścieni Noether.

2.3.14

Lemat (słabe twierdzenie Hilberta o zerach w wersji dla dowolnego ciała)
Niech X będzie schematem skończonego typu nad ciałem k. Wtedy punkt x P X jest domknięty wtw.
κpxq :� OX,x{mX,x jest algebraicznym rozszerzeniem k.
Dowód: Wykażemy najpierw, że jeżeli B jest algebrą skończonego typu nad ciałem k, to ideał p P SpecpBq
jest maksymalny wtw. gdy κppq{k jest skończonym rozszerzeniem ciał. Istotnie, ideał p jest maksymalny
wtw. gdy htppq � dimR wtw. gdy trdegkpFracpB{mqq � dimpB{mq � dimB � htppq � 0 wtw. gdy
κppq � FracpB{mq jest algebraicznym i skończenie generowanym rozszerzeniem k wtw. gdy κppq{k jest
skończonym rozszerzeniem ciał.
Niech teraz X będzie dowolnym schematem skończonego typu nad ciałem k, zaś Ui – pokryciem otwartym
afinicznym X. Powyżej udowodniliśmy, że jeżeli rκpxq : ks   8, to x jest domknięty w każdym Ui, więc:

clXpP q �
¤
i

clXpP q X Ui �
¤
i

clUipP q � tP u

Jeżeli zaś x jest domknięty w X, to jest domknięty w każdym Ui, więc znowu wystarczy skorzystać z tego,
co udowodniliśmy wyżej.

Dla schematu afinicznego: niech A � R{I będzie algebrą skończonego typu nad k, gdzie R :� krx1, . . . , xns.
Niech M � SpecpAq będzie zbiorem punktów domkniętych (czyli ideałów maksymalnych). Aby pokazać, że M �
SpecpAq, wystarczy dowieść, że M XU � ∅ dla każdego zbioru U � DApfq � ∅ z bazy topologii. Równoważnie,
trzeba pokazać, że o ile f R ?I, to DRpfqXVRpIq � ∅. Zauważmy, że DRpfqXVRpIq � SpecppR{Iqf q. Oznaczmy
R1 :� pR{Iqf . Niech m E R odpowiada dowolnemu ideałowi maksymalnemu w R1; chcemy wykazać, że m jest
maksymalny również w R.

Z powyższego lematu κR1pmq � R1{mR1 jest skończonym rozszerzeniem k, więc κRpmq � FracpR{mq � R1{mR1 �
κR1pmq również. Korzystając ponownie z lematu, oznacza to, że m jest ideałem maksymalnym w R.
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Ogólny przypadek: Niech M będzie zbiorem punktów domkniętych na schemacie X (skończonego typu nad
ciałem k), zaś Ui – pokryciem otwartym afinicznym X. Zauważmy, że z powyższego lematu, jeżeli x P X jest
domknięty w pewnym zbiorze Ui, to rκpxq : ks   8 oraz jest domknięty w X. Ale punktu domknięte są gęste w
Ui, co kończy dowód.

Kontrprzykład: niech R będzie pierścieniem dyskretnej waluacji – wtedy SpecpRq � tp0q,mu oraz tmu � m,
więc zbiór punktów domkniętych nie jest gęsty w SpecpRq.

2.3.15

(zakładamy, że chodzi o skończone rozszerzenia K{k – dyskusja na:
http://math.stackexchange.com/questions/46176/transcendental-base-extension)

(a) Dowód dla X – afinicznego: niech X � SpecpAq, gdzie A � krx1, . . . , xns{I jest k-algebrą sk. typu. Będziemy
stosowali oznaczenie: IK :� I Krx1, . . . , xns.
Zauważmy najpierw, że Ik �

�
K{k IK oraz

a
Ik �

�
K{k

?
IK (suma po skończonych rozszerzeniach K{k). Istot-

nie, jeżeli np. f P a
Ik, fn � °

j gjhj dla gj P krx1, . . . , xns, hj P I, to biorąc K{k takie, że gj P Krx1, . . . , xns,
dostajemy: f P IK .

Schemat afiniczny jest nierozkładalny wtw. gdy ma dokł. 1 ideał pierwszy, tzn. wtw. gdy jego nilradykał jest
ideałem pierwszym. Stąd:

• piq ñ piiiq: jeżeli X �k k � Specpkrx1, . . . , xns{Ikq jest nierozkładalny, to ideał
a
Ik E krx1, . . . , xns jest

pierwszy. Wtedy również ideał
?
IK EKrx1, . . . , xns jest pierwszy dla każdego algebraicznego rozszerzenia

K{k (a więc X�kK jest nierozkładalny). Istotnie, jeżeli f, g P Krx1, . . . , xns, fg P
?
IK , to fg PaIk, więc

(bez straty ogólności) f PaIk XKrx1, . . . , xns �
?
IK .

• piiiq ñ piiq: podobnie jak powyżej – jeżeli ideał
?
IK E Krx1, . . . , xns jest pierwszy dla każdego K{k, toa

Iks E ksrx1, . . . , xns jest pierwszy. Istotnie, jeżeli fg P a
Iks , to biorąc K takie, że f, g P Krx1, . . . , xns,

dostajemy fg P ?IK , więc (bez straty ogólności) f P ?IK , więc f PaIks ,

• piiq ñ piq: założmy, że ideał
a
Iks E ksrx1, . . . , xns jest pierwszy. Pokażemy że

a
Ik E krx1, . . . , xns jest

pierwszy. Istotnie, niech p � char k. Wybierzmy f, g P krx1, . . . , xns – wtedy dla pewnego m (dostatecznie
dużego) fp

m

, gp
m P ksrx1, . . . , xns. Stąd, jeżeli fg PaIk, to fp

m

gp
m PaIks , więc fp

m PaIks �
a
Ik, więc

f PaIks .

Dowód w ogólnym przypadku:

Lemat 1 Schemat X o pokryciu otwartym X � �
i Ui jest nierozkładalny wtw. gdy @i Ui jest nierozkła-

dalny oraz @i,j Ui X Uj � ∅.
Dowód: (ð) Niech ηi będzie (jedynym) punktem generycznym Ui (schematy są przestrzeniami ”trzeźwy-
mi”). Wystarczy pokazać, że ηi � ηj dla każdego i, j – wtedy clXptηiuq �

�
j clUj ptηiuq �

�
j Uj � X, więc

X będzie nierozkładalny. Zbiór UiXUj jest niepustym podzbiorem otwartym Uj , więc musi zawierać punkt
generyczny ηj . Wtedy Uj � clXptηjuq, więc Ui X Uj � tηju X Ui, więc clUipUi X Ujq � clUiptηjuq. Ale Ui
jest nierozkładalny, więc każdy jego niepusty podzbiór otwarty jest gęsty oraz clUipUi X Ujq � Ui. Stąd ηj

jest generycznym punktem Ui, więc z jednoznaczności ηi � ηj .
(ñ) oczywiste.

Lemat 2 Jeżeli Y jest k-schematem oraz K{k – rozszerzeniem ciał, to Y �k K � ∅ wtw. gdy Y � ∅.
Dowód: załóżmy nie wprost, że Y �kK � ∅ oraz SpecpAq jest niepustym otwartym podzbiorem Y – wtedy
SpecpA bk Kq � ∅, czyli A bk K � 0, więc 0 � dimkpA bk Kq � dimkpAq � dimkpKq, czyli dimkpAq � 0
oraz A � 0. Sprzeczność kończy dowód.

Niech X � �
i Ui, gdzie Ui � SpecpAiq. Wtedy X�kK � �

i Ui�kK � �
i SpecpAibkKq oraz z pierwszej części:

Ui �k k jest nierozkładalne wtw. gdy Ui �k ks jest nierozkładalne, wtw. gdy @K{k Ui �kK jest nierozkładalne.
Ponadto (podstawiając w Lemacie 2: Y � Ui X Uj): pUi �k kq X pUj �k kq � pUi X Ujq �k k � ∅ wtw. gdy
pUi �k ksq X pUj �k ksq � pUi X Ujq �k ks � ∅ wtw. gdy pUi �k Kq X pUj �k Kq � pUi X Ujq �k K � ∅ (czyli
wtw. gdy Ui X Uj � ∅).
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(b) zredukowaność jest własnością lokalną, więc bez straty ogólności: X � SpecpAq, gdzie A � krx1, . . . , xns{I.
Oznaczmy: IK :� I �Krx1, . . . , xns. X �k K jest zredukowane wtw. gdy IK � ?

IK , więc wystarczy (podobnie
jak powyżej) dowieść, że

Ik �
b
Ik ô Ikp �

b
Ikp ô @K{k IK �

a
IK

2.3.16 Zauważmy najpierw, że przestrzeń topologiczna jest noetherowska wtw. gdy każda niepusta rodzina zbiorów
domkniętych ma element minimalny wg inkluzji. Niech R będzie rodziną domkniętych podzbiorów X bez wła-
sności P i załóżmy nie wprost, że R � ∅. Niech M P R będzie elementem minimalnym – wtedy każdy właściwy
podzbiór domknięty X ma własność P, więc z założenia M ma własność P. Sprzeczność oznacza, że R � ∅ – w
szczególności X ma własność P.

2.3.18

(a) niech G będzie rodziną skończonych sum zbiorów lokalnie domkniętych w X; pokażemy, że F � G. Istotnie, G
spełnia własności p1q � p3q, więc F � G. Z drugiej strony, z warunków p1q&p3q wynika, że zbiory domknięte
(czyli dopełnienia zbiorów otwartych) należą do F . Z warunków p2q&p3q wynika, że skończone sumy zbiorów z
F należą do F . Stąd skończone sumy zbiorów lokalnie domkniętych w X należą do X, więc G � F .

(b) załóżmy, że zbiór K � �n
i�1Di X Ui (gdzie Di – domknięty, Ui – otwarty) jest gęsty w X. Wtedy: X � K ��n

i�1Di X Ui �
�n
i�1Di X Ui, więc z nierozkładalności X istnieje j takie, że Dj X Uj � X. Stąd: X � Dj X Uj �

Dj , więc Dj � X. Stąd Uj � Dj XUj � K, a ponadto Uj zawiera punkt generyczny X (każdy podzbiór otwarty
w X zawiera punkt generyczny). Druga implikacja jest oczywista.

(c) domknięty zbiór jest oczywiście konstruowalny i zamknięty wg specjalizacji. Załóżmy, że konstruowalny zbiórK ��n
i�1DiXUi jest zamknięty wg specjalizacji. Wystarczy wykazać, że punkty generyczne wszystkich składowych

nierozkładalności K należą do K. Istotnie, jeżeli wtedy y P K, to y P tηu dla pewnej składowej nierozkładalności
tηu zbioru K, więc η P K oraz (z zamkniętości na specjalizacje) y P K.
Niech C będzie dowolną składową nierozkładalności K. Wtedy zbiór C X K jest konstruowalny i gęsty w K.
Istotnie, mamy: C � CXK � �n

i�1 CXDi X Ui, więc z nierozkładalności: C � CXDi X Ui, czyli C � Di X Ui �
Di dla pewnego i. Ale zbiór UiXDi jest niepusty i otwarty, a więc gęsty w C. Stąd: C XK � Ui XDi � C X Ui �
C, czyli C XK � C. Konstruowalność jest oczywista. Stąd, z podpunktu (b), K zawiera generyczny punkt zbioru
C. To kończy dowód.

(d) jeżeli K � �n
i�1Di X Ui � Y jest konstruowalny, to f�1pKq � �n

i�1 f
�1pDiq X f�1pUiq również (przeciwobraz

zbioru otwartego/ domkniętego przez funkcję ciągłą jest otwarty/domknięty).

2.3.19

(a) 1. Wystarczy pokazać, że fpXq jest konstruowalne w Y .

D: jeżeli K � �n
i�1DiXUi jest konstruowalny w Y , to wystarczy pokazać, że fpDiXUiq jest konstruowalny

dla każdego i. Immersja Di XUi ãÑ X (gdzie na Di XUi rozważamy np. zredukowaną strukturę schematu)
jest złożeniem quasizwartej otwartej immersji oraz domkniętej immersji, więc jest skończonego typu.

2. Bez straty ogólności X � SpecpBq, Y � SpecpAq są nierozkładalnymi schematami afinicznymi:

D: Niech Y � �n
i�1 Yi, Yi � SpecpAiq będzie skończonym pokryciem nierozkładalnymi otwartymi zbiorami

afinicznymi. Wtedy, jeżeli dla każdego i zbiór fpXq X Yi jest konstruowalny, to fpXq � �
i fpXq X Yi jest

konstruowalny. Stąd, zamieniając X na f�1pYiq oraz Y na Yi, możemy założyć, że Y jest afiniczne.
Niech X � �m

j�1Xj , Yi � SpecpAiq będzie skończonym pokryciem nierozkładalnymi otwartymi zbiorami
afinicznymi. Wystarczy wykazać, że dla każdego j zbiór fpXjq jest konstruowalny, bo wtedy zbiór fpXq ��
j fpXjq jest konstruowalny. Stąd bez straty ogólności można zamienić X na Xj .

3. Bez straty ogólności X, Y są zredukowane (z poprzedniego punktu są nierozkładalne, więc są całkowite).

D: morfizm Xred Ñ X Ñ Y jest skończonego typu i faktoryzuje się przez morfizm Xred Ñ Yred. Ponadto
Xred, Yred są homeomorficzne z X,Y oraz są nadal afiniczne.

4. Bez straty ogólności fpXq � Y (zastępując Y przez fpXq ze zredukowaną strukturą).

(b) udowodnimy najpierw:
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Lemat (o przedłużaniu homomorfizmów) [AM, Stwierdzenie 5.23]
Niech A � B będą dziedzinami całkowitości i niech B będzie A-algebrą skończonego typu. Ustalmy b P B.
Wtedy istnieje a P A takie, że dla dowolnego homomorfizmu ϕ : A Ñ K (gdzie K – ciało algebraicznie
domknięte) takiego, że ϕpaq � 0, istnieje jego przedłużenie ϕ1 : B Ñ K takie, że ϕ1pbq � 0.
Dowód: Przez indukcję można założyć, że B � Arts jest generowane przez jeden element, niech b �°m
i�0 ait

i. Rozważmy dwa przypadki:

• t jest przestępny nad A (tzn. nie spełnia żadnego wielomianu o współczynnikach w A),

Wtedy wystarczy przyjąć a :� ai dla dowolnego niezerowego ai. Istotnie, jeżeli mamy dany homo-
morfizm ϕ : A Ñ K, to za ϕ1ptq trzeba przyjąć dowolną liczbę, niebędącą pierwiastkiem wielomianu°
i ϕpaiqXi – wtedy ϕ1pbq � °

i ϕpaiqϕ1ptqi � 0,

• t spełnia pewien wielomian o współczynnikach w A
°n
i�0 ciX

i (zakładamy, że jest to wielomian mini-
malnego stopnia spełniany przez t).

°n
i�0 ciX

i (zakładamy, że jest to wielomian minimalnego stopnia
spełniany przez b). Niech A1 � Arc�1

n s, B1 � Brc�1
n s, c1i � c�1

n � ci. Wybierzmy dowolne ci � 0 takie, że
i   n oraz niech a :� ci � cn. Niech ϕ : AÑ K, ϕpaq � 0. Wtedy ϕpcnq � 0, więc możemy przedłużyć
ϕ na A1. Zauważmy, że A1rbs � A1rXs{p°i c

1
iX

iq. Stąd, aby przedłużyć ϕ na A1rbs wystarczy za ϕ1pbq
przyjąć dowolny niezerowy pierwiastek wielomianu

°
i ϕ

1pc1iqXi.

Niech f : X Ñ Y będzie dominującym morfizmem skończonego typu między schematami afinicznymi X �
SpecpBq, Y � SpecpAq. Bez straty ogólności możemy założyć, że pochodzi on od inkluzji A � B. Przyjmijmy w
lemacie b � 1 i niech a P A będzie odpowiadającym elementem. Wykażemy, że Dpaq � fpXq. Istotnie, załóżmy,
że a R p oraz niech ϕ : AÑ K, gdzie K � FracpA{pq. Wtedy ϕpaq � 0, więc z lematu możemy to odwzorowanie
przedłużyć do ϕ1 : B Ñ K, spełniającego ϕ1p1q � 0. Niech η � kerϕ1 – wtedy jest to ideał pierwszy (obrazem ϕ1

jest dziedzina całkowitości), a ponadto η XA � kerϕ � p, czyli p � fpηq P fpXq.

(c) zauważmy najpierw, że jeżeli Z � Y jest domkniętym nierozkładalnym podzbiorem Y oraz fpXq X Z � ∅, to
zbiór fpXqXZ zawiera niepusty zbiór otwarty w Z: ZXU � fpXqXZ. Istotnie, jeżeli Z � V ppq, fpqq P fpXqXZ
to możemy skorzystać z (b) dla inkluzji A{p � B{q.

Rozważmy zbiory domknięte D � Y o następującej własności P: fpXq X D jest zbiorem konstruowalnym. Z
zadania 2.3.16 wystarczy wykazać, że jeżeli każdy domknięty podzbiór właściwy zbioru D ma własność P, to D
ma tę własność. Jeżeli D nie jest nierozkładalny oraz D � C1 Y . . .YCn jest rozkładem na składowe nierozkła-
dalne, to Ci mają własność P, więc fpXqXD � pfpXqXC1qY . . .YpfpXqXCnq jest zbiorem konstruowalnym.
Załóżmy teraz, że D jest zbiorem nierozkładalnym. Niech G � fpXq XD. Jeżeli G � D, to z założenia induk-
cyjnego fpXq XG jest konstruowalny. Ale:

G � D ñ fpXq XG � fpXq XD, G � fpXq XD ñ fpXq XG � fpXq X fpXq XD

czyli fpXq XD � fpXq XD jest konstruowalny.
Jeżeli G � D, czyli fpXq XD � fpXq X D, to z podpunktu (b) stwierdzamy, że ∅ � U XD � fpXq X D dla
pewnego zbioru otwartego U . Stąd: fpXq XD � pU XDq Y pfpXq XU 1 XDq (gdzie U 1 � DzU). Ale U 1 XD ma
własność P, więc fpXq X U 1 XD jest konstruowalny.

2.3.20

(a) Niech X � �
iXi, Xi � SpecpAiq będzie pokryciem afinicznym X. Wtedy, z zadania I.1.10(b) mamy: dimX �

supi dimUi. Ponadto, z zadania I.3.12: dimUi � dimOP dla dowolnego domkniętego punktu P P Ui. Ponadto
dla dowolnych i, j: Ui X Uj � ∅ (bo X jest całkowity, a więc nierozkładalny). Biorąc dowolny punkt domknięty
Q P Ui X Uj (punkty domknięte są gęste w dowolnym zbiorze otwartym – zadanie II.3.14) dostajemy: dimUi �
dimOQ � dimUj , więc dla dowolnego i: dimX � dimUi oraz teza wynika ze wcześniejszych spostrzeżeń.

(b) jeżeli U � SpecpAq � X jest dowolnym afinicznym podzbiorem, to z (a) oraz z zadania 3.6: dimX � dimU �
dimA � trdegkpFracpAqq � trdegkpKpXqq.
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(c) niech tYiui będą składowymi nierozkładalności Y – wtedy codimpY,Xq � infi codimpYi, Xq, więc bez straty ogól-
ności możemy założyć, że Y jest nierozkładalne. Zauważmy, że dla dowolnego zbioru otwartego U spełniającego
U X Y � ∅ mamy: codimpY,Xq � codimpY X U,Uq – istotnie, T ÞÑ T ustala bijekcję między nierozkładalnymi
podzbiorami U oraz nierozkładalnymi podzbiorami X o niepustym przecięciu z U . Pokryjmy więc Y otwartymi
zbiorami afinicznymi i wybierzmy dowolny z nich: U � SpecpAq (taki, że U X Y � ∅).
Każdy ideał pierwszy p P SpecpAq odpowiada pewnej podrozmaitości Z � V ppq. Stąd:

dimAq � suptn : 0 � p0 � . . . � pn � q, gdzie pi P SpecpAqu �

� suptn : V pqq � Yn � Yn�1 � . . . � Y0 � SpecpAqu � codimpV pqq, SpecpAqq
czyli

inf
PPYXU

dimOP � inf
YXU�Z�X

codimpZ,Uq � codimpY X U,Uq
(gdzie drugie infinium braliśmy po wszystkich nierozkładalnych domkniętych podzbiorach U , zawierających
Y X U). Równość jest zrealizowana dla P – punktu generycznego Y .

(d) wystarczy udowodnić tą równość w przypadku, gdy Y jest nierozkładalne – wtedy, jeżeli tYiui są nierozkładalnymi
składowymi Y , dostajemy:

dimY � codimpY,Xq � sup
i

dimYi � inf
i
codimpYi, Xq � sup

i
dimYi � inf

i
pdimX � dimYiq �

� sup
i

dimYi � pdimX � sup
i

dimYiq � dimX

Załóżmy więc, że Y jest nierozkładalne. Niech U � SpecpAq będzie dowolnym podzbiorem afinicznym X takim,
że Y X U � ∅. Wtedy dimpY q � dimpY X Uq oraz codimpY,Xq � codimpY X U,Uq. Ponadto, jeżeli η P U jest
punktem generycznym Y , to: Oη � Aη, mη � ηAη, KpY q � Oη{mη � Aη{ηAη � FracpA{ηq. Stąd dimY �
trdimKpY q � dimpA{ηq oraz codimpY,Xq � dimOη � dimAη � htpηq, zaś z Tw. I.1.8A (b): dimpA{ηq�htpηq �
dimA � dimX.

(e) zauważmy, że dla dowolnego domkniętego punktu P P U mamy: dimU � dimOP � dimX (źdźbła na X oraz
na U są takie same).

(f) niech f : X 1 Ñ X będzie kanonicznym odwzorowaniem. Niech U � SpecpAq � X będzie dowolnym otwartym
zbiorem afinicznym – wtedy dimU � dimX oraz f�1pSpecpAqq � SpecpAbkKq. Zmieniając U możemy uzyskać
niepusty przekrój f�1pUq z dowolną składową nierozkładalności X 1. Zauważmy, że składowe nierozkładalności
SpecpAbk Kq odpowiadają jednoznacznie minimalnym ideałom pierwszym w Abk K. Pozostaje nam wykazać:

Lemat Jeżeli A jest dziedziną całkowitości i algebrą skończonego typu nad ciałem k, to każdy minimalny
ideał pierwszy w pierścieniu Abk K ma wysokość dimA.
Dowód: ?????????????????

2.3.22

(a) Z założenia η � fpξq dla ξ P Z. Wtedy z rozwiązania zadania 3.20 (c) wynika, że codimpY 1, Y q � dimOη oraz
codimpZ,Xq ¤ dimOξ. Niech U � SpecpAq będzie otoczeniem afinicznym punktu η – wtedy U X Y 1 � ∅,

Analogicznie, zbiór f�1pUq jest otwarty, więc ξ ma otoczenie afiniczne V � SpecpBq takie, że V � f�1pUq. Z
założenia A,B są algebrami skończonego typu nad k. Wtedy f : U Ñ V odpowiada inkluzji A � B (lemat
o dominujących odwzorowaniach całkowitych schematów), zaś ξ, η odpowiadają ideałom pierwszym
p P SpecpAq, q P SpecpBq, qXA � p. Wtedy: dimpOηq � ???????????????????????????????

Mamy:

Podrozdział 2.4

2.4.2 Załóżmy, że f |U � gU dla U takiego, że U � X. Niech h � pf, gq : X Ñ Y �S Y (przez pf, gq rozumiemy
morfizm h taki, że π1 � h � f , π2 � h � g – istnieje on z własności uniwersalności iloczynu włóknistego). Wtedy
h|U � ∆|fpUq � f |U , zatem hpUq � ∆pfpUqq. Stąd:

hpXq � hpUq � hpUq � ∆pfpUqq � ∆pXq � ∆pXq.
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Pozostaje zauważyć, że π1|∆pXq � π2|∆pXq, zatem:

f � π1 � h � π1|∆pXq � h � π2|∆pXq � h � π2 � h � g.

2.4.3 Niech S � SpecpAq, U � SpecpBq, V � SpecpCq, π1 : X �S Y Ñ X, π2 : X �S Y Ñ Y .
Łatwo zauważyć, że π1|∆pXqXpU�AV q (równe π2|∆pXqXpU�AV q) zapewnia izomorfizm ∆pXq X pU �S V q � U X V .
Zauważmy, że U �S V � SpecpBbACq jest schematem afinicznym. Z założenia X jest rozdzielone, zatem ∆pXq
jest domknięty. Stąd ∆pXqXpU�S V q jest domkniętym podschematem schematu afinicznego U�S V , jest zatem
schematem afinicznym z zadania II.3.11 (b).

2.4.6 Niech morfizm f : SpecpBq Ñ SpecpAq (gdzie A,B – dziedziny całkowitości, skończenie generowane nad k)
będzie właściwy. Wtedy odpowiada on homomorfizmowi ϕ : AÑ B; musimy pokazać, że jest on skończony. Bez
straty ogólności zastąpmy A przez ϕpAq – wtedy możemy założyć, że A � B. Niech K � FracpBq, zaś R � K

będzie dowolnym pierścieniem waluacyjnym zawierającym A. Rozważmy diagram inkluzji:

A

B

R

K

Z założenia o właściwości i z kryterium waluacyjnego (przetłumaczonego na kategorię pierścieni) istnieje dokład-
nie jeden morfizm B Ñ R (oznaczony na diagramie przerywaną strzałką), komutujący z pozostałymi. Inkluzja
B ãÑ K faktoryzuje się jako B Ñ R ãÑ K, więc B Ñ R również jest inkluzją, tzn. B � R.
Stąd B � �

A�RR (gdzie przekrój brany jest po wszystkich podpierścieniach waluacyjnych R, zawierających
A), czyli z twierdzenia 4.11A mamy: B � Aint. Stąd B jest całkowitą A-algebrą, a ponadto jest skończenie
generowane (bo jest sk. generowaną algebrą nad k). Pozostaje zauważyć, że algebra całkowita oraz skończenie
generowana jest skończona.

2.4.7

Ogólniejszy fakt: jeżeli G – skończona grupa działająca na rozdzielonym schemacie X oraz każda orbita G jest
zawarta w pewnym otwartym afinicznym podschemacie, to schemat ilorazowy X{G istnieje.

Niech G � Z{2. Przydatne fakty:

Lemat 1 [przypadek szczególny AM, zad. 5.13] Niech G działa na C-algebrze B. Dla p, q P SpecpBq
mamy: pXBG � qXBG wtw. gdy p � σpqq lub p � q.
(Grupa G � Z{2 działa przechodnio na ideałach nad ustalonym ideałem pierwszym P P SpecpBGq.)
Dowód: pñq jeżeli p � σpqq, to dla a P q X BG mamy: a � φpaq P σpqq � p, więc a P p X BG. To daje
inkluzję qXBG � pXBG, analogicznie dostajemy drugą.
pðq niech p X BG � q X BG. Jeżeli a P p, to a � σpaq P p X BG � q X BG, więc a P q lub φpaq P q, czyli
a P qY σpqq. Stąd p � qY σpqq, więc ([AM, Stw. 1.11 i)] - unikanie ideałów pierwszych) p � q lub p � σpqq.
Analogicznie q � p lub q � σppq. Załóżmy nie wprost, że np. p � q oraz q � σppq. Wtedy:

p � q � σppq � σpqq � σ2ppq � p

więc wszystkie te ideały są równe. To daje tezę.

Lemat 2 (przypadek szczególny [Silverman, lemat II.5.8.1])
Jeżeli B jest C-algebrą, G � GalpC{Rq, to B � BG bR C.
Dowód: izomorfizmy są dane przez:

BG bR C Q bb z ÞÑ z � b P B
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B Q b ÞÑ b� σpbq
2

b 1 � ib� σpibq
2

b i P BG bR C

(a) Dla dowolnego pierścienia A z działaniem G :� Z{2 zadanym przez inwolucję ι : AÑ A oznaczymy AG :� ta P
A : ιpaq � au.

Istnienie G-niezmienniczego pokrycia X: wykażemy najpierw, że istnieje pokrycie otwarte afiniczne X zbio-
rami Ui � SpecpBiq takimi, że σpSpecpBiqq � SpecpBiq.
Ustalmy x0 P X. Zgodnie z założeniem istnieje U � X, U � SpecpAq takie, że x0, σpx0q P U . Zauważmy, że
σpUq � SpecpAq (σ jest automorfizmem), więc z rozdzieloności oraz zadania 4.3 zbiór V :� U XσpUq jest otwar-
ty afiniczny: V � SpecpBq. Ponadto x0, σpx0q P V oraz σpV q � σpUq X σ2pUq � σpUq X U � V . Stąd V jest
otoczeniem x0 spełniającym dany warunek.

Skonstruujemy X0 na dwa sposoby, które są w oczywisty sposób równoważne po rozpisaniu definicji sklejenia
schematów.

Istnienie X0 – sposób I (”ilorazowy” – nie zależący od wybranego pokrycia G-niezmienniczego):
zdefiniujmy X0 w następujący sposób:

• przestrzeń topologiczna będzie dana ilorazowo: sppX0q � sppXq{ �, gdzie x � x oraz x � σpxq. Odwzoro-
wanie ilorazowe oznaczymy przez π : X Ñ X0.

• snop będzie zaś dany przez:OX0pUq :� OXpπ�1pUqqG (zauważmy, że σ# : OXpπ�1pUqq Ñ σ�pOXqpπ�1pUqq �
OXpπ�1pUqq jest inwolucją, zadającą działanie G na OXpπ�1pUqq)

Wykażemy, że dla dowolnego πpxq P X0 znajdziemy otoczenie afiniczne. Wykazaliśmy powyżej, że istnieje oto-
czenie V � SpecpBq punktu x, spełniające σpV q � V . Wtedy σ : V Ñ V jest indukowane przez pewną inwolucję
φ : B Ñ B. Pozostaje zauważyć, że (korzystając z lematu 1)

πpV q � SpecpBq{ � � tpXBG : p P SpecpBqu � SpecpBGq

jest afinicznym otoczeniem punktu πpxq.

Istnienie X0 – sposób II (”sklejanie”): Powyżej wykazaliśmy, że istnieje pokrycie X zbiorami Ui � SpecpBiq
takimi, że σpSpecpBiqq � SpecpBiq. Niech Ui X Uj � SpecpCijq (z rozdzieloności X zbiór ten jest afiniczny).
Wtedy X0 powstaje przez sklejenie schematów SpecpBGi q wzdłuż zbiorów otwartych SpecpCGij q.

Dowód równości X � X0�RC: niech X0 będzie zdefiniowane jak w sposobie II. Wtedy z definicji X0�RC jest
sklejeniem schematów SpecpBGi bRCq � SpecpBiq � Ui wzdłuż zbiorów otwartych SpecpCGijbRCq � SpecpCijq �
Ui X Uj , więc X0 �R C � X.

Jednoznaczność istnienia X0: Załóżmy, że X � X1�RC, gdzie X1 jest schematem rozdzielonym skończonego
typu nad R oraz że σ � pidX1 , α : SpecpCq Ñ SpecpCqq : X Ñ X jest inwolucją na X. Niech pSpecpCiqqi
będzie dowolnym pokryciem afinicznym X1, Uij � SpecpCiq X SpecpCjq � SpecpDijq (z rozdzieloności przekrój
schematów afinicznych jest afiniczny). Wtedy pSpecpCi bR Cqqi jest G-niezmienniczym pokryciem X, więc (ze
Sposobu II)X0 jest sklejeniem schematów SpecppCibRCqGq � SpecpCiq wzdłuż SpecppDijbRCqGq � SpecpDijq
(izomorfizm pCi bR CqG � Ci wynika z tego, że σ# odpowiada identyczności na Ci oraz sprzężeniu na C) – z
jednoznaczności ”sklejenia” mamy więc X0 � X1.

(b) niech X0 � SpecpAq będzie afiniczny. Wtedy X � X0 �R C � SpecpAbR Cq jest również afiniczny.
Niech X � SpecpBq będzie afiniczny. Wtedy z lematu 2: X � SpecpBq � SpecpBGq�RC, więc z jednoznaczności
istnienia X0 mamy: X0 � SpecpBGq.

(c) załóżmy, że dany mamy morfizm f0 : X0 Ñ Y0 – wtedy para pf0 : X0 Ñ Y0, idSpecpCqq wyznacza z warunku
uniwersalności pewien morfizm f : X0 �R CÑ Y0 �R C, który spełnia:

f � σX � pf0, idSpecpCqq � pidX0 , τq � pf0, τq
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σY � f � pidY0 , τq � pf0, idSpecpCqq � pf0, τq
czyli f � σX � σY � f .
Na odwrót, załóżmy, że dany mamy morfizm f : X Ñ Y , spełniający ten warunek. Niech πX : X Ñ X0,
πY : Y Ñ Y0 będą kanonicznymi projekcjami, zaś f 1 � πY � f : X Ñ Y0. Wtedy

f 1pσXpxqq � πY pfpσXpxqqq � πY pσY pfpxqqq � πY pfpxqq � f 1pxq

więc f 1 indukuje morfizm przestrzeni topologicznych f0 : sppXq{� � sppX0q Ñ sppY0q.
Rozważmy homomorfizm pierścieni:

pf 1q#pUq : OY0pUq � OY pπ�1
Y pUqqG Ñ f 1�pOXqpUq

Z tego, że σ#
X �f# � f#�σ#

Y łatwo zobaczyć, że obraz pf 1q#pUq jest zawarty w OXpf 1�1pUqqG � pf0q�pOX0qpUq,
co pozwala na zdefiniowanie mofizmu snopów f#

0 : OY0 Ñ pf0q�pOX0q. Para pf0 : sppX0q Ñ sppY0q, f#
0 : OY0 Ñ

pf0q�pOX0qq to wymagany morfizm schematów.

(d) znajdziemy najpierw wszystkie półliniowe inwolucje σ : Crxs Ñ Crxs – każda z nich odpowiada pewnemu X0.
Zauważmy ponadto, że jeżeli inwolucje σ1, σ2 będą spełniały σ1 � α�σ2 �α�1 dla α P AutCpCrxsq, to otrzymane
schematy X0 będą izomorficzne. Niech S : Crxs Ñ Crxs będzie sprzężeniem zespolonym: Spfpxqq � fpxq. Wtedy
ι :� S � σ � σ � S : Crxs Ñ Crxs jest C-liniowe, jest więc wyznaczone jednoznacznie przez ιpxq. Ale ι jest
inwolucją, więc ιpxq musi być wielomianem stopnia 1; przeliczenie pokazuje, że ιpxq � x lub ιpxq � b � x dla
b P R. Po prostym podstawieniu możemy założyć bez straty ogólności, że σ � S.

Stąd: CrxsG � tf P Crxs : Spfq � fu � Rrxs oraz X0 � SpecpCrxsGq � SpecpRrxsq � A1
R.

(e) niech S : P1
C Ñ P1

C będzie ”kanoniczną” inwolucją, indukowaną przez sprzężenie zespolone Crx, ys Ñ Crx, ys,
fpx, yq ÞÑ fpx, yq.
Zauważmy, że każda półliniowa inwolucja σ : P1

C Ñ P1
C da nam pewien schemat X0, spełniający P1

C � X0 �R C
oraz jeżeli inwolucje σ1, σ2 będą spełniały σ1 � α � σ2 � α�1 dla pewnego C-automorfizmu α : X Ñ X, to
otrzymane schematy X0 będą izomorficzne.

Ponadto mamy bijekcję między półliniowymi inwolucjami σ : X Ñ X oraz C-liniowymi inwolucjami ι : X Ñ X

komutującymi z S, daną przez σ ÞÑ ι :� S � σ, (z półliniowości mamy: σ � S � S � σ). Zauważmy ponadto, że
jeżeli inwolucje ι1, ι2 będą spełniały ι1 � α � ι2 � α�1 dla α P AutCpXq, S � α � α � S, to otrzymane schematy
X0 będą izomorficzne.

Pokażemy, że na P1
C istnieją tylko trzy nierównoważne C-liniowe inwolucje, komutujące z S. Traktując P1

C jako
rozmaitość (Proposition II.2.6) możemy skorzystać z opisu automorfizmów P1

C jako PGlp1,Cq (zadanie I.6.6).
Łatwo zauważyć, że inwolucje komutujące z S odpowiadają macierzom A P PGlp1,Rq, A2 � �I2. Z dokładno-

ścią do podobieństwa (nad R) i rzutowej równoważności (nad C) istnieją trzy takie macierze: I2,

�
�1 0
0 1

�
,�

0 �1
1 0

�
, odpowiadające C-liniowym inwolucjom ι0 � idX , ι1 indukowanej przez fpx, yq ÞÑ fp�x, yq oraz ι2

indukowanej przez homomorfizm Crx, ys Ñ Crx, ys, fpx, yq ÞÑ fp�y, xq. Dwie pierwsze inwolucje odpowiadają

równoważnym półliniowym inwolucjom σ0 � S, σ1 �
�
i 0
0 1

�
S

�
i 0
0 1

��1

.

Trzecia inwolucja σ2 jest indukowana przez automorfizm Crx, ys, fpx, yq ÞÑ fp�y, xq.

• inwolucja σ0 � S odpowiada X0 � P1
R,

• inwolucja σ1 jest równoważna z S, więc również odpowiada X0 � P1
R,

• inwolucja σ2 odpowiadaX0 � ProjpRrx0, x1, x2s{px2
0�x2

1�x2
2qq. Istotnie, wtedyX � ProjpCrx0, x1, x2s{px2

0�
x2

1 � x2
2qq. Izomorfizmy X � P1

C dane są wzorami (na punktach domkniętych)

Φppx0 : x1 : x2qq � px0 � ix2 : ix1q : X Ñ P1
C,

Ψppx : yqq � pi � px2 � y2q : 2xy : y2 � x2q : P1
C Ñ X
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(patrz np. [Silverman, Example I.3.5]). Stąd, jeżeli przez T : X Ñ X oznaczymy sprzężenie na X, to
indukowane sprzężenie na P1

C dane jest wzorem:

pΦ � T �Ψqpx : yq � pΦ � T qpi � px2 � y2q : 2xy : y2 � x2q � Φp�i � px2 � y2q : 2xy : y2 � x2q �

� p�i � px2 � y2q � i � py2 � x2q : i � 2xyq � p�2i � y2 : i � 2xyq � p�y, xq
– jest to inwolucja σ2.

2.4.8

(e) g jest rozdzielone, zatem ∆ : Y ãÑ Y �Z Y jest domkniętą immersją i ma własność P. Biorąc zatem zmianę bazy
X �Y � stwierdzamy, że morfizm

Γf : X � X �Y Y Ñ X �Y pY �Z Y q � X �Z Y

również ma własność P. Zauważmy, że morfizm g � f : X Ñ Z ma własność P, zatem jego base change πY :
X �Z Y Ñ Y również. Pozostaje zauważyć, że f � πY � Γf jest złożeniem dwóch morfizmów o własności P.

2.4.11

(a) Krok I: redukcja do przypadku rL : Ks   8:
niech x1, . . . , xn będzie bazą transcendentną L{K oraz K1 � Krx1, . . . , xns. Rozważmy ideał p � mrx1, . . . , xnsE
Orx1, . . . , xns i niech O1 � Orx1, . . . , xnsp, m1 � pOrx1, . . . , xnsp. Wtedy:

• O1 jest noetherowskim pierścieniem lokalnym (z tw. Hilberta o bazie) o ciele ułamków K1,

• m1 XOrx1, . . . , xns � p oraz pXO � m, więc pO1,m1q dominuje pO,mq,
• L{K1 jest algebraicznym, skończenie generowanym rozszerzeniem, więc jest skończone,

więc możemy zastąpić bez straty ogólności K przez K1 oraz O przez O1.

Krok II: istnieją generatory x1, . . . , xn ideału m takie, że x1 R O1�, gdzie O1 � Orx2x1 , . . . , xnx1 s:

niech m � px1, . . . , xnq będzie dowolnym zbiorem generatorów. Wtedy mk jest generowane przez jednorodne
jednomiany stopnia k od x1, . . . , xn. Zauważmy najpierw, że dla dowolnego k mamy: mk � mk�1 – istotnie, w
przeciwnym wypadku mj � mj�1 dla każdego j ¥ k. Wtedy jednak

�
j m

j � mk � p0q, przecząc twierdzeniu
Krulla o przecięciu.
Wykażemy następujące stwierdzenie:

dla każdego j istnieje kj takie, że xjkj R mj�1 (*)

Załóżmy nie wprost, że dla pewnego j mamy: xj1, . . . , x
j
n P mj�1. Wtedy jednak mielibyśmy mNj � mNj�1 –

istotnie, każdy jednorodny jednomian xα11 . . . xαnn stopnia Nj zawierałby pewną zmienną w potędze ¥ j, więc
xα11 . . . xαnn P mNj�1. Sprzeczność kończy dowód (*).
Z zasady szufladkowej Dirichleta istnieje k takie, że xjk R mj�1 dla nieskończenie wielu j; bez straty ogólności
k � 1. Wtedy dla każdego i mamy xik R mi�1 – istotnie, gdyby xik P mi�1, to xjk P mj�1 dla każdego j ¥ i;
sprzeczność.
Załóżmy nie wprost, że x1 P Orx2x1 , . . . , xnx1 s�, tzn.

x1 �
¸

α2,...,αn

aα2,...,αn

�
x2

x1


α2
� . . . �

�
xn
x1


αn
� 1

Wtedy jednak wymnażając obie strony przez xM1 dla dostatecznie dużego M , dostalibyśmy xM1 P mM�1; sprzecz-
ność.

Krok III: konstrukcja R

Niech (jak we wskazówce) p będzie minimalnym ideałem pierwszym ideału px1q w pierścieniu O1. Wtedy z
Hauptidealsatz mamy htppq � 1, więc lokalizacja O1p ma wymiar 1. Dalej niech B :� �O1p będzie domknięciem
całkowitym O1p w ciele L. Korzystając z twierdzenia Krulla–Akizuki:
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Jeżeli A jest noetherowską dziedziną całkowitości wymiaru 1 o ciele ułamków K, L{K jest skończonym
rozszerzeniem ciał, zaś A � B � L pierścieniem, nie będącym ciałem, to B jest noetherowskim pierścieniem

wymiaru 1.

stwierdzamy, że dimB � 1. Niech η będzie ideałem maksymalnym B. Zdefiniujmy wreszcie R :� Bη; pokażemy,
że R jest DVRem, dominującym O. Istotnie, dimR � htpηq � 1, R jest noetherowskie, i domknięte całkowicie,
więc jest DVRem.
Dalej trzeba pokazać, że ηBη XO � m. Mamy:

• ηBη XB � η,

• η X O1p � pO1p – istotnie, η X O1p jest ideałem maksymalnym (Wniosek 5.8 z [AM]), zaś jedyny ideał
maksymalny w O1p to p,

• pO1p XO1 � p,

• pXO � m – istotnie, x1 P p, a ponadto xi � xi
x1
� x1 P p, więc m � px1, . . . , xnq � pXO. Z maksymalności

m: m � pXO

(b) wystarczy pokazać, że jeżeli dla każdego pierścienia dyskretnej waluacji R zachodzi warunek twierdzenia, to
f jest rozdzielone/właściwe. To pokazujemy dokładnie tak, jak w dowodach Twierdzeń 4.3 oraz 4.7, biorąc w
dowodzie za R pierścień dyskretnej waluacji dominujący pierścień lokalny Noether O – możemy to zrobić z
(a).

Uwagi do zadania:

1. Noetherowski pierścień waluacji jest DVRem.

2. Każda dziedzina całkowitości O jest dominowana przez pewien pierścień waluacji R, jednak R nie musi być
noetherowski, czyli nie musi być DVRem – stąd trudność zadania.

Podrozdział 2.5

2.5.1

(d)

Lemat Niech f : X Ñ Y – morfizm przestrzeni z pierścieniem, F – snop na Y , G – snop na X. Snopy

HomOY pF , f�Gq oraz f�

�
HomOX pf�F ,Gq



są izomorficzne.

Dowód: dla dowolnego U � Y :

HomOY pF , f�GqpUq � HomOY |U

�
F |U , pf�Gq|U



� HomOY |U

�
F |U , f�pG|f�1pUqq



(korzystając z tego, że pf�, f�q jest parą sprzężonych funtorów)

� HomOY |U

�
f�pF |U q,G|f�1pUq



� HomOY |U

�
f�pFq|f�1pUq,G|f�1pUq



� f�

�
HomOX pf�F ,Gq



pUq

Lemat Jeżeli E jest lokalnie wolny, f : X Ñ Y jest morfizmem przestrzeni z pierścieniem, to yf�E � f� pE .
Dowód: Mamy:

f�prEq b f�pEq � f�prE b Eq � f�pOY q � OX ,
co pozwala na skonstruowanie parowania f�prEq � f�pEq Ñ OX dającego morfizm f�ppEq Ñ {f�pEq. Spraw-
dzając na źdźbłach stwierdzamy, że jest to izomorfizm.

Korzystając z wcześniejszych podpunktów oraz lematów mamy:

f�pF b f�Eq � f�pHomOX pf� pE ,Fqq � HomOY ppE , f�Fq � E b f�F .
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2.5.4 Załóżmy, że F jest quasikoherentny na X. Wybierzmy dowolny punkt x P X oraz jego otoczenie afiniczne
U � SpecpAq. Wtedy F |U � �M dla pewnego A-modułu M .
Zauważmy, że wybierając dowolny zbiór generatorów dla M dostajemy surjekcję A-modułówà

iPI
AÑM Ñ 0

Niech K będzie jądrem tego przekształcenia, zaś
À

jPJ A Ñ K Ñ 0 pewną surjekcją uzyskaną jak wyżej –
dostajemy w ten sposób ciąg dokładny: à

jPJ
AÑà

iPI
AÑM Ñ 0

(zauważmy, że w podobny sposób konstruuje się rezolwentę projektywną) więc M � cokerpÀjPJ A Ñ À
iPI Aq

oraz:
F |U � �cokerpà

jPJ
AÑà

iPI
Aq � cokerpà

jPJ
OU Ñ

à
iPI
OU q

JeżeliX jest noeterowski, zaś F – koherentny, to modułyM ,K w powyższym dowodzie są skończenie generowane,
więc można dobrać I, J jako zbiory skończone.
Na odwrót – załóżmy, że F jest lokalnie izomorficzny z kojądrem odwzorowania między wolnymi snopami, tzn.
dla każdego x istnieje U takie, że:

F |U � cokerpà
jPJ
OU Ñ

à
iPI
OU q

– wtedy F |U jest quasikoherentny, jako kojądro odwzorowania między quasikoherentnymi snopami. Pozostaje
zauważyć, że quasikoherentność jest własnością lokalną. Ponadto, jeżeli I, J są skończone, zaś X – noeterowski,
to F jest koherentny (Proposition II.5.7.).

2.5.5

(a) Niech X � A1zt0u � Specpkrx, 1
x sq, Y � A1 � Specpkrxsq, f : X Ñ Y będzie otwartą immersją, zaś F � OX ��krx, 1

x s. Wtedy f�F � �krx, 1
x s, gdzie krx, 1

x s traktujemy jako krxs-moduł. Pozostaje zauważyć, że krx, 1
x s nie jest

skończonym krxs-modułem.

(b) Niech f : X Ñ Y będzie domkniętą immersją. Wybierzmy dowolny zbiór afiniczny U � SpecpAq � Y ; wtedy
f : f�1pUq Ñ U jest domkniętą immersją, więc z Corollary II.5.10: f�1pUq � SpecpA{Iq dla pewnego ideału
I EA. Pozostaje zauważyć, że A{I jest skończonym A-modułem.

(c) niech U � SpecpAq � Y będzie dowolnym zbiorem otwartym afinicznym, f�1pUq � SpecpBq. Wtedy F |f�1pUq ��M oraz f�F |U � �M , gdzie M traktujemy najpierw jako B-moduł, a następnie jako A-moduł. B jest skończonym
A-modułem, więc M jest również skończonym A-modułem (bo jest skończonym B-modułem).

2.5.6

(a)
XzSupppmq � tp P SpecpAq :

m

1
� 0 w module Mpu � tp P SpecpAq : DsRp m � s � 0u �

� tp P SpecpAq : pAzpq XAnnpmq � ∅u � tp P SpecpAq : Annpmq � pu � XzV pAnnpmqq
więc Supppmq � V pAnnpmqq.

(b) Niech M � Am1 � . . .�Amn – wtedy F jest generowany przez cięcia globalne m1, . . . ,mn, zatem:

SupppFq �
¤
i

Supppmiq �
¤
i

V pAnnpmiqq � V

�£
i

Annpmiq
�
� V pAnnpMqq

(c) wystarczy pokazać, że SupppFq jest lokalnie domknięty, to jednak wynika z (b).

(d) Z zadania II.1.20 mamy:

0 Ñ H0
ZpFq Ñ F Ñ j�pF |U q
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Zauważmy, że snop j�pF |U q jest quasikoherentny z Proposition II.5.8(c), więc H0
ZpFq jest quasikoherentny jako

jądro odwzorowania między snopami quasikoherentnymi. Mamy więc: H0
ZpFq � rN , gdzie:

N � ΓpX,H0
ZpFqq � ΓZpX,Fq � tm PM : @pRZ m

1
� 0 w module Mpu �

� tm PM : @pRZ Annpmq � pu � tm PM : @p�Annpmq p P Zu � tm PM : @p�Annpmq a � pu �
� tm PM : a �

£
p�Annpmq

pu � tm PM : a �
a
Annpmqu � (a jest skończenie generowany) �

� tm PM : Dn an � Annpmqu � ΓapMq

(e) biorąc dowolny zbiór otwarty afiniczny U � SpecpAq oraz korzystając z poprzedniego podpunktu dla Z :�
Z X U , F :� F |U dostajemy: H0

ZpFq|U � ΓapMq (gdzie F |U � �M). Pozostaje zauważyć, że jeżeli M jest
skończenie generowany nad pierścieniem Noether, to ΓapMq jest również skończenie generowane (jako podmoduł
sk. generowanego modułu nad pierścieniem Noether).

2.5.7

(a) Załóżmy, że Fx jest generowany przez cięcia rps1, U1qs . . . , rpsk, Ukqs jako OX,x-moduł. Przyjmując U :� �
i Ui

dostajemy morfizm snopów ϕ : OkU Ñ F |U dany na zbiorze otwartym V � U jako:

ϕ : OU pV qk Ñ FpV q, ϕpa1, . . . , akq �
¸
i

aisi

Zauważmy, że ϕx : OkX,x Ñ Fx jest izomorfizmem. Stąd pkerϕqx � 0. Ale kerϕ jest snopem koherentnym, więc
z zadania II.5.6 (c) istnieje otwarte otoczenie V1 punktu x takie, że kerϕ|V1 � 0. Analogicznie cokerϕ|V2 � 0
dla pewnego otwartego otoczenia V2 punktu x. Stąd na zbiorze V1 X V2 morfizm snopów ϕ jest izomorfizmem,
co daje tezę.

(b) implikacja pñq jest oczywista (źdźbła wolnego OX |U -modułu są OX,x-wolnymi modułami), zaś implikacja pðq
wynika z (a).

(c) załóżmy, że F jest lokalnie wolny rangi 1. Niech qF :� HomOX pF ,OXq będzie snopem dualnym (patrz zad.
II.5.1). Zauważmy, że qF |U � HomOX |U pF |U ,OX |U q � HomOX |U pOX |U ,OX |U q � OX |U , więc qF jest odwracalny.
Ponadto z zadania II.5.1:

F bOX qF � HomOX pF ,Fq
Snop F jest lokalnie wolny rangi 1, więc HomOX |U pF |U ,F |U q � OX |U – dowolny endomorfizm f : F Ñ F
pochodzi lokalnie od mnożenia przez pewien element OX :

DUi– pokrycie X DaiPOXpUiq @V�Ui fpV qpxq � ai|V � x

Porównując elementy ai na przekrojach Ui X Uj , stwierdzamy, że są one restrykcjami pewnego elementu a P
OXpXq. Podsumowując, dostajemy: HomOX pF ,Fq � OX .
Na odwrót – załóżmy, że F bOX G � OX dla pewnego lokalnie wolnego snopa G. Wtedy, biorąc źdźbła w x P X:

OX,x � Fx bOX,x Gx � Fx bOX,x OX,x � Fx

więc z (b) F jest odwracalny.

2.5.8

(a) Bez straty ogólności X � SpecpAq dla pierścienia Noetherowskiego A, zaś F � �M dla skończenie generowanego
A-modułu M o generatorach m1, . . . ,mk. Pokażemy, że dla każdego n zbiór Un :� tx P X : ϕpxq ¤ nu jest
otwarty. Niech p P Un. Wtedy:

dimκppq
�
Mp bAp

κppq� ¤ n,

więc możemy wybrać x1
s1
, . . . , xnsn PMp takie, że ich obrazy generują Mp bAp

κppq. Z lematu Nakayamy ([Atiyah,
MacDonald, Stwierdzenie 2.8]) wynika, że x1

s1
, . . . , xnsn generują Mp jako Ap moduł. Niech f � s1 � . . . � sn, wtedy

x1
s1
, . . . , xnsn PMf . Rozważmy moduł:

N � Af
x1

s1
� . . .�Af

xn
sn

�Mf
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oraz odpowiadający mu koherentny snop G � rN na Dpfq. Rozważmy też koherentny snop H :� F |Dpfq{G na
Dpfq. Mamy: Hp � 0, więc z zadania II.5.6 (c) H|V � 0 dla pewnego otwartego otoczenia V punktu p. Wynika
z tego, że dla każdego q P V moduł Mq jest generowany przez x1

s1
, . . . , xnsn , co daje ϕpqq ¤ n.

(b) X jest spójne, zatem wystarczy pokazać, że ϕ jest stałe w otoczeniu każdego punktu. Możemy zatem bez straty
ogólności założyć, że F jest wolny nad X � SpecpAq, tzn. F � �An. Wtedy dla każdego p P X:

ϕppq � dimκppqMp bAp
κppq � dimκppq κppqn � n.

(c) Bez straty ogólności X � SpecpAq dla pewnego pierścienia zredukowanego A, zaś F � �M . Niech ϕpxq � n dla
każdego x P X. Ustalmy p P SpecpAq. Niech y1, . . . , yn P Mp będą takie, że ich obrazy tworzą bazę M bAp

κppq
nad κppq. Wtedy y1, . . . , yn generują Mp z lematu Nakayamy. Wykażemy, że

Anp ÝÑ Mp

pa1, . . . , anq ÞÝÑ
¸
i

aiyi

jest izomorfizmem. Surjektywność wynika z poprzedniego spostrzeżenia, więc wystarczy wykazać, że ma on
trywialne jądro. Załóżmy, że

°
i aiyi � 0 oraz że a1 � 0. Zauważmy, że Ap jest zredukowany, więc

�
qPSpecpApq q �

0 oraz a1 R q dla pewnego q.
Z drugiej strony, zauważmy, że y1, . . . , yn generują Mq � pMpqq nad Aq, generują zatem również Mq bAq

κpqq
nad κpqq. Ale dimκpqqMq bAq

κpqq � n, zatem y1, . . . , yn muszą być bazą Mq bAq
κpqq nad κpqq. Stąd relacja°

i aiyi � 0 pociąga ai � 0 dla wszystkich i, czyli ai P q. Sprzeczność, bo a1 R q! Stąd Mp jest wolnym Ap

modułem. Z zadania II.5.7(b) stwierdzamy, że F jest lokalnie wolny.

2.5.9

(a) We’ll define a map αd : Md Ñ ΓpX,�Mpdqq. Let m P Md. In order to define αdpmq, we have to provide a family

of sections
�
αdpmq|D�pxq P ΓpD�pxq,�Mpdqq



xPS1

, that agrees on intersections D�pxq XD�pyq. Note that:

ΓpD�pxq,�Mpdqq � ΓpSpecpSpxqq, �Mpdqpxqq � �Mpdqpxq � tm
xa
|m PMpdqau �

!m
xa
|m PMd� a

)
Thus we can define: αdpmq|D�pxq � m P ΓpD�pxq,�Mpdqq.

(b) analogously to 5.9:

let M0 � . . . �Mn �M be the composition series for M . Then we have the following diagram:

0 M j M j�1 pS{pjqpljq 0

0 Γ�p�M jq Γ�p�M j�1q Γ�p �pS{pjqpljqq

Thus by induction, it suffices to prove that α : pS{pjqpljq Ñ Γ�p �pS{pjqpljqq is isomorphism in high degrees.
Moreover, we can replace S by pS{pjqpljq. Thus we are left with proving that α : S Ñ Γ�pOq is an isomorphism
in high degrees.

Let S1 � Γ�pOq �
À

n¥0 ΓpProjpSq,Opnqq. Let also x0, . . . , xr P S1 be the set of the generators of S over S0.
Then S1 � �

i Sxi . Analogously, as in 5.9, we show that:

• S1 is a finite S-module, generated by homogeneous elements f1, . . . , fg of degrees d1, . . . , dg respectively,

• there exists N such that f1, . . . , fg P 1
xN
j

S for all j.

Then, for w ¡ Nr we have Swfi � S (since each monomial in Sw is divisible by xNj for some j). Therefore for
W ¡ Nr �maxi di:

S1W �
¸
i

SW�difi �
¸
i

SW � SW .

Note that S1W � SW – this ends the proof.
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(c) Let ΦpFq � Γ�pFq, ΨpMq � �M . Then Ψ � Φ � id, since �Γ�pFq � F by Proposition II.5.15.
Moreover, for F � �M we have: �Γ�pFq � F
and thus by (b): Γ�p�Mq �M , which yields Φ �Ψ � id.

2.5.10

Let S :� Arx0, . . . , xrs and let I �À
d Id be its homogeneous decomposition.

(a) Let s P I and let s � °
j sj be its homogeneous decomposition. Then xni s �

°
j x

n
i sj P I for some n and all i’s.

Then, since I is homogeneous, xni sj P I for all i’s and j’s. Thus sj P I for all j’s. This ends the proof.

(b) Firstly, we’ll prove that Γ�prIq � I. Firstly, note that:

ΓpPnA, rIpnqq|D�pxiq �
"
m

xki
: m P In�k for some k

*
.

Moreover, Γ�prIq ãÑ Γ�pOq � S. Thus:

Γ�prIq �à
n

"
a P S :

a

1
� ai
xei

in ring Sxi for some ai P In�e and some e
*
�

� ta P S : Dn@i xni a P Iu � I.

Thus, if I1, I2 define the same closed subscheme, then rI1 � rI2 and I1 � Γ�prI1q � Γ�prI2q � I2.

(c) If I is any homogeneous ideal such that IY � rI, then Γ�pIY q � I (cf. (b)) and thus Γ�pIY q is saturated.

(d) Follows immediately by (a), (b), (c).

2.5.13

Lemat Niech R, S będą pierścieniami z gradacją, zaś ϕ : R Ñ S będzie homomorfizmem zachowującym
gradację. Niech S będzie generowany przez elementy gradacji 1. Załóżmy, że istnieje d takie, że dla każdego
d|D homomorfizm ϕD : RD Ñ SD jest izomorfizmem. Wtedy ϕ indukuje izomorfizm f : ProjpSq Ñ
ProjpRq.
Dowód: Niech ψD : RD Ñ SD będzie odwrotnym izomorfizmem dla d|D. Zgodnie z zadaniem II.2.14 ϕ

indukuje morfizm f : U Ñ ProjpRq, gdzie U � tp P ProjpSq : p � ϕpS�qu. Zauważmy najpierw, że
U � ProjpSq. Istotnie, jeżeli p P ProjpSq, S� � p, to istnieje jednorodne f P S� takie, że f R p. Zauważmy
jednak, że fd P Sd � ϕdpRdq oraz fd R p. Stąd p � ϕpS�q oraz U � ProjpSq.
Ponadto, jeżeli f P R� jest jednorodne, to mamy izomorfizm zbiorów otwartych

SpecpSpϕpfqqq � D�pϕpfqq Ñ D�pfq � SpecpRpfqq.

Istotnie, zastępując f przez fd możemy założyć, że f jest gradacji D podzielnej przez d (zbiory otwarte
D�pfq, D�pϕpfqq pozostają bez zmian). Wtedy ϕD, ψD indukują izomorfizmy Rpfq � Spϕpfqq – istotnie,
dowolny element Spϕpfqq jest postaci a

ϕpfqn , gdzie a jest gradacji nD, podzielnej przez d. Dlatego możemy

określić homomorfizm ψp a
ϕpfqn q :� ψDpaq

fn odwrotny do ϕ : Rpfq Ñ Sϕpfq.

Zauważmy, że na Spdq mamy dwie możliwe gradacje:

• „naturalna” gradacja: Spdqi � Sd�i,

• gradacja indukowana przez inkluzję ϕ : Spdq ãÑ S, czyli:

S
pdq
i �

$&%0, d - i

Si, d|i
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Niech P , R będą pierścieniami uzyskanymi wybierając odpowiednio pierwszą lub drugą gradację, zaś X1 �
ProjpP q, X2 � ProjpRq. Schematy te są izomorficzne (konstrukcja Proj-a nie zależy od wyboru gradacji), ale
wybór gradacji ma znaczenie przy twistach. Istotnie, P pkq � Rpd � kq. Stosując lemat do inkluzji ϕ : R ãÑ
S dostajemy izomorfizm ProjpSq � X2. Z Proposition II.5.12 (c) wynika, że przy izomorfiźmie tym OX2pnq
odpowiada OProjpSqpnq dla każdego n. Stąd: snopowi Op1q na X1 odpowiada Opdq na X2, które odpowiada Opdq
na ProjpSq.

2.5.14

(a)

Krok 1: X jest schematem całkowitym, zaś S jest dziedziną całkowitości.

D: Zauważmy najpierw, że X jest całkowite – wynika to z następujących lematów:

Lemat (Stacks, Tag 030C) Niech R będzie noetherowskim pierścieniem zredukowanym. Wtedy równoważ-
nie:

• R jest normalny (tzn. Rp jest całkowicie domkniętą dziedziną całkowitości dla każdego p),

• R jest całkowicie domknięty w swoim totalnym ciele ułamków QpRq,
• R �±k

i�1Ri, gdzie Ri są całkowicie domkniętymi dziedzinami całkowitości.

Dowód:

Lemat (Stacks, Tag 0357) Niech X – schemat lokalnie Noetherowski. Wtedy równoważnie:

• X jest normalny,

• X jest skończoną sumą rozłączną całkowitych normalnych schematów.

Dowód:

X jest normalny i spójny, jest zatem całkowity. Z zadania 1.2.4 (b) wynika, że I jest ideałem pierwszym, zatem
S jest dziedziną całkowitości.

Krok 2: S1 jest całkowite nad S.

D: zostało to wykazane w dowodzie twierdzenia 5.19.

Krok 3: S1 jest całkowicie domknięte w ciele ułamków.

D: Niech F � À
n¥0OXpnq – wtedy S1 � ΓpX,Fq. Wystarczy więc wykazać, że F jest snopem całkowicie

domkniętych pierścieni. Jest to własność lokalna, wystarczy więc wykazać, że wszystkie źdźbła są całkowicie
domknięte. Niech p P ProjpSq – wtedy:

Fp �
à
n¥0

Spnqppq �
!a
b
P K : b R p, b – element jednorodny gradacji k, a P S¥k dla pewnego k

)
Oznaczmy ostatni pierścień przez R; jest to pierścień z N-gradacją. X jest rozmaitością normalną, więc R0 � Sppq
jest całkowicie domknięte w swoim ciele ułamków K0. Niech x P S będzie dowolnym elementem jednorodnym
gradacji 1, który nie należy do p – zauważmy, że px0, . . . , xnq � p, więc możemy wybrać taki element. Zauważmy,
że Fp � R0rxs. Ponadto x musi być algebraicznie niezależny nad K0. Istotnie, jeżeli

°
i aix

i � 0 dla pewnych ai P
K0, to porównując gradację dostajemy ai � 0 dla wszystkich i. Stąd Fp � R0rxs jest pierścieniem wielomianów
nad R0. Zauważmy, że R0rxs jest domknięte całkowicie w K0rxs [Atiyah-MacDonald, zad. 5.9], zaś K0rxs jest
całkowicie domknięte wK0pxq (jako dziedzina z jednoznacznym rozkładem). StądR0rxs jest całkowicie domknięte
w FracpR0rxsq � K0pxq.

(b) zauważmy, że z definicji OX � rS, a ponadto z twierdzenia 5.15: OX � Γ�pOXq� � rS1. Stąd z zadania II.5.9
mamy: S1d � Sd dla dostatecznie dużych d.

(c) niech d0 będzie takie, że Sd � S1d dla d ¥ d0. Pokażemy, że dla d ¥ d0 pierścień Spdq jest całkowicie domknięty.
Skorzystamy z następującego lematu:
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Lemat [Zariski, Samuel - Commutative Algebra vol. II, VII.§2 Theorem 11] Niech R będzie noetherowską
dziedziną całkowitości z N-gradacją o ciele ułamków K. Niech:

• R będzie domknięciem całkowitym R w K,

• Kq �
 
a
b : b P Rk, a P Rk�q dla pewnego k

(
(elementy jednorodne stopnia q w K),

• Khom �À
q¥0Kq.

Wtedy:

(a) R � Khom (w szczególności R jest również pierścieniem z gradacją),

(b) R �À
q¥0Rq, gdzie Rq :� Kq XR.

Z lematu wystarczy wykazać, dowolny jednorodny element FracpSpdqq całkowity nad Spdq musi należeć do
Spdq. Niech x � a

b , b P Sdk, a P Sdpk�qq będzie całkowity nad Spdq. Jest on wtedy całkowity również nad S1, jako
że Spdq � S1. Ale S1 jest całkowicie domknięte, zatem x P S1. Pozostaje zauważyć, że gradacja x jest podzielna
przez d, zatem x P Spdq.

(d) zauważmy, że rozmaitość rzutowo normalna jest też normalna. Istotnie, jeżeli S jest całkowicie domknięte, to
dla każdego p P ProjpSq pierścień OX,p � Sppq jest również całkowicie domknięty. Zauważmy również, że
ΓpPr,OPr pnqq � krx0, . . . , xrsn (Proposition II.5.13) oraz odwzorowanie ΓpPr,OPr pnqq Ñ ΓpX,OXpnqq faktory-
zuje się jako:

ΓpPr,OPr pnqq � krx0, . . . , xrsn Ñ pkrx0, . . . , xrs{Iqn � Sn Ñ ΓpX,OXpnqq.
Stąd obraz odwzorowania ΓpPr,OPr pnqq Ñ ΓpX,OXpnqq oraz obraz Sn Ñ ΓpX,OXpnqq są równe. Jeżeli X jest
normalne, to mamy zatem równoważnie: X jest rzutowo normalne ô (z podpunktu (a)) S � S1 ô naturalna
iniekcja S Ñ Γ�pOXq � S1 jest również surjekcją ô dla każdego n iniekcja Sn Ñ ΓpX,OXpnqq � S1n jest
surjekcją ô dla każdego n odwzorowanie ΓpPr,OPr pnqq Ñ ΓpX,OXpnqq jest surjekcją.

2.5.16

(c)

Jeżeli M1 ÑM ÑM2 Ñ 0 jest ciągiem dokładnym A-modułów, to dla dowolnego j ¥ 1:

M1 bA Sj�1M Ñ SjM Ñ SjM2 Ñ 0.

Dowód: Zauważmy najpierw, że podane przekształcenia są dobrze określone. Istotnie, przekształcenie M1�
M j�1 Ñ SjM , pm1, . . . ,mjq ÞÑ m1 d . . . dmj jest A-liniowe oraz symetryczne na współrzędnych 2 do j,
zatem faktoryzuje się przez M1 bA Sj�1M . Analogicznie, przekształcenie

SjM Ñ SjM2, pm1, . . . ,mjq ÞÑ m1 d . . .dmj

(gdzie m oznacza obraz w M2) jest A-liniowe oraz symetryczne, zatem faktoryzuje się przez SjM .

Oczywiste jest również, że SjM Ñ SjM2 jest surjekcją, a także że złożenie pierwszego i drugiego prze-
kształcenia jest zerowe. Pozostaje pokazać, że

kerpSjM Ñ SjM2q � impM1 bA Sj�1M Ñ SjMq.

Niech α � °
b
p1q
i d . . .d b

pjq
i , będzie takie, że

°
i b
p1q
i d . . .d b

pjq
i � 0 w SjM2. Rozważmy przekształcenie:

g : M j
2 Ñ SjM{impM1 b Sj�1M Ñ SjMq, pa1, . . . , ajq ÞÑ ra11 d . . .d a1js,

gdzie a1i jest dowolnym podniesieniem ai do M . Zauważmy, że jest ono dobrze określone – jeżeli a2i jest
innym podniesieniem, to a1i � a2i � ci PM1, zatem:

a11 d . . .d a1j � a21 d . . .d a2j �
¸
ci d . . . � a21 d . . .d a2j pmod impM1 b Sj�1M Ñ SjMqq.
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Jest ono też symetryczne, zatem faktoryzuje się przez SjM2. Stąd:¸
i

gpbp1qi , . . . , b
pjq
i q � rgp¸

i

b
p1q
i d . . .d b

pjq
i q � gp0q � 0,

czyli α P impM1 b Sj�1M Ñ SjMq. To kończy dowód.

Niech 0 ÑM1 ÑM ÑM2 Ñ 0 będzie ciągiem dokładnym A-modułów, zaś F k :� impSkM1bSp�kM Ñ SpMq,
Gk � SkM1 b Sp�kM . Wtedy:

SpM � F 0 � F 1 � . . . � F k�1 � 0.

Rozważmy ciąg dokładny:
M1 bA Sp�k�1M Ñ Sp�kM Ñ Sp�kM2 Ñ 0

i stensorujmy go przez SkM1. Zauważmy, że

impSkM1 b Sp�kM Ñ SpMq � impSk�1M1 bM1 b Sp�kM Ñ SpMq,

zatem jak łatwo zauważyć:
Gk�1 Ñ Gk Ñ SkM1 b Sp�kM2 Ñ 0.

Rozważmy diagram przemienny:

Gk�1 Gk SkM1 b Sp�kM2 0

F k�1 F k0 SkM1 b Sp�kM2 0

Z dokładności górnego wiersza można łatwo dostać dokładność drugiego oraz:

F k{F k�1 � SkM1 b Sp�kM2.

Jeżeli zatem 0 Ñ F 1 Ñ F Ñ F2 Ñ 0 jest ciągiem dokładnym OX -modułów, to podstawiając M1 � F 1pUq, itd.
dostaniemy filtrację presnopów F0 � . . . � Fp�1 � 0, której ilorazy to presnopy U ÞÑ SkF 1pUq b Sp�kF2pUq.
Usnopowiając, dostajemy tezę.

(d) Filtrację uzyskujemy analogicznie.

Niech 0 Ñ F 1 Ñ F Ñ F2 Ñ 0 oraz niech n1, n, n2 będą rangami odpowienich snopów. Wtedy n � n1 � n2.
Ponadto z filtracji dla

�n F dostajemy:

Fk{Fk�1 �
k©
F 1 b

n�k©
F2 �

$&%0, k � n1�n1 F 1 b�n2 F2, k � n1
.

Stąd F � F0 � . . . � Fn1 , Fn1�1 � . . . � 0 oraz F � Fn1{Fn1�1 ��n1 F 1 b�n2 F2.

2.5.17

(a) załóżmy, że f : X Ñ Y jest afiniczne. Chcemy pokazać, że przeciwobraz dowolnego afinicznego podzbioru Y

jest afiniczny. Bez straty ogólności załóżmy zatem, że Y � SpecpAq jest afiniczne. Z założenia istnieje zatem
pokrycie zbiorami afinicznymi takie, że przeciwobraz każdego zbioru z pokrycia jest afiniczny w X. Bez straty
ogólności możemy „rozdrobnić” to pokrycie tak, by było postaci Dpf1q, . . . , Dpfnq, gdzie pf1, . . . , fnq � A. Niech
gi :� f#pfiq P OXpXq. Zauważmy, że:

f�1pDpfiqq � tx P X : fpxq P Dpfiqu � tx P X : fi P mY,fpxqu � tx P X : f#pfiq P mX,xu � Xgi

(skorzystaliśmy tu z tego, że pf#q�1pmX,xq � mY,fpxq – definicja morfizmu schematów). Z założenia Xgi �
f�1pDpfiqq jest afiniczne dla każdego i, zatem X jest afiniczne z zadania II.2.17.
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(b) Quasizwartość morfizmu afinicznego jest natychmiastowa. Ponadto, jeżeli ϕ : AÑ B indukuje f : X Ñ Y , gdzie
Y � SpecpAq, X � SpecpBq, to ∆ : X �Y X Ñ X pochodzi od homomorfizmu B bA B Ñ B, b1 b b2 ÞÑ b1 � b2.
Ale ostatni homomorfizm jest surjekcją (1b b ÞÑ b), zatem indukuje domkniętą immersję. To oznacza, że f jest
rozdzielone z definicji.

(c) Niech U – rodzina otwartych afinicznych podzbiorów Y . Dla dowolnego U P U rozważmy morfizm πU : XU Ñ U ,
gdzie XU � SpecpApUqq. Skleimy rodzinę schematów tXU : U P Uu (patrz zadanie II.2.12) w schemat SpecpAq
oraz morfizmy πU : XU Ñ U w morfizm π : SpecpAq Ñ Y .

Sposób I: własność uniwersalności.

SpecpAq będzie miało następującą własność uniwersalności: dla dowolnego X P Sch{Y o morfizmie struktu-
ralnym f : X Ñ Y mamy funktorialną bijekcję: HomSch{Y pX,SpecpAqq � HomOX pA, f�OXq. Zauważmy, że
własność ta wyznacza obiekt SpecpAq jednoznacznie.

Krok I: Y � SpecpRq, A � rA
Wykażemy, że w tym przypadku SpecpAq :� SpecpAq spełnia tą własność uniwersalności. Istotnie, korzystając
z zadań II.2.4 oraz II.5.3:

HomSch{Y pX,SpecpAqq � HomSch{Y pX,SpecpAqq � HomOY pY qpA,OXpXqq � HomOY p rA, f�OXq.
Krok II: jeżeli π : SpecpAq Ñ Y spełnia własność uniwersalności dla pY,Aq, to π : SpecpAq �X U Ñ U

spełnia własność uniwersalności dla pU,A|U q, gdzie U � Y – otwarty podzbiór Y .

(Na podstawie Ravi Vakil, Foundations of Alegebraic Geometry, Proposition 17.1.3)

Niech V :� SpecpAq �X U , X będzie U -schematem o morfizmie strukturalnym f : X Ñ U , zaś j : U Ñ Y –
otwarta immersja. Niech też g :� j � f : X Ñ Y . U -morfizm X Ñ V odpowiada Y -morfizmowi X Ñ SpecpAq.
Z uniersalności SpecpAq odpowiada to jednoznacznie OY -morfizmowi A Ñ g�OX . Ze sprzężoności g�, g� od-
powiada to z kolei jednoznacznie morfizmowi g�A � f�pj�Aq Ñ OX , co przechowuje tą samą informację, co
f�pA|U q Ñ OX (jako że j�A jest „zerowe poza U”). Ze sprzężoności odpowiada to znowu pewnemu morfizmowi
A|U Ñ f�OX . To kończy dowód.

Krok III: sklejanie.

Niech Y – dowolny schemat, U – zbiór otwartych afinicznych podzbiorów Y . Rozważmy rodzinę tSpecpApUqq :
U P Uu wraz z naturalnymi morfizmami πU : SpecpApUqq Ñ U . Wtedy z własności uniwersalności (krok II)
π�1
U pU X V q � π�1

V pU X V q dla dowolnych U, V P U . Możemy zatem skleić tą rodzinę do schematu SpecpAq, zaś
morfizmy πU do morfizmu π : SpecpAq Ñ Y .

Krok IV: własność uniwersalności.

Niech f : X Ñ Y . Y -morfizmX Ñ SpecpAq jest równoważny ze zgodną rodziną U -morfizmów f�1pUq Ñ π�1pUq
dla każdego U P U . Z afinicznej uniwersalności (krok I) rodzina ta odpowiada zgodnej rodzinie OX |U -morfizmów
f�OX |U Ñ A|U dla każdego U P U , zaś takie morfizmy odpowiadają (ze sklejania) morfizmowi f�OX Ñ A. To
kończy dowód.

Sposób II: pullback otwartej immersji i relatywne sklejanie (na podstawie Stacks oraz Daniel Murfet,
Relative Affine Schemes, który jest na podstawie EGA II §1.2, §1.3

Krok I: Niech X – schemat, U � V � X – otwarte afiniczne podzbiory, F – quasikoherentny snop
na X. Morfizm:

FpV q bOXpV q OXpUq ÝÑ FpUq
ab b ÞÝÑ b � a|U

OXpUq-modułów jest izomorfizmem.
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Dowód: Niech j : U Ñ V – kanoniczne zanurzenie, U � SpecpAq, V � SpecpBq, F |U � �M , F |V � rN .
Wtedy omawiane odwzorowanie to N bB A Ñ M . Ale rN |U � �M , więc dla każdego p P U mamy izomorfizm
pN bB Aqp � N bBp

Ap ÑMp. Stąd omawiany homomorfizm jest izomorfizmem.

Krok II: Diagram

SpecpApUqq SpecpApV qq

U V

(gdzie górna strzałka jest indukowana przez homomorfizm restrykcji, zaś pionowe przez „strukturalne” homo-
morfizmy OXpUq Ñ ApUq, OXpV q Ñ ApV q) jest kartezjański. Górna strzałka jest otwartą immersją.

Dowód: kartezjańskość wynika z przyłożenia funktora Spec do kroku I. Ponadto pullback otwartej immersji jest
otwartą immersją.

Krok III: relatywne sklejanie

Twierdzenie (o relatywnym sklejaniu, [Stacks, Tag 01LH]) Niech S – schemat, B – baza topologii
dla S. Załóżmy, że dane mamy:

• dla każdego U P B schemat fU : XU Ñ U nad U ,

• dla dowolnych U, V P B, U � V , morfizm ρU,V : XU Ñ XV taki, że:

– ρU,V : XU Ñ f�1
V pUq jest izomorfizmem,

– dla W � U � V : ρW,V � ρU,V � ρW,U .

Wtedy istnieje dokładnie jeden schemat f : X Ñ S wraz z U -izomorfizmami iU : f�1pUq Ñ XU taki, że dla
U � V morfizm

XU
i�1
UÝÑ f�1pUq Ñ f�1pV q iVÝÑ XV

to ρU,V .

Dowód: na Stacksie – przez reprezentowalność jakiegoś funktora. Ale może da się wykorzystać zwykłe
sklejanie?

Krok IV: konstrukcja SpecpAq
Z poprzednich kroków wynika, że możemy skleić SpecpApUqq dla afinicznych podzbiorów otwartych U schematu
Y .

(d) morfizm π : SpecpAq Ñ Y jest afiniczny, ponieważ przeciwobraz dowolnego zbioru afinicznego jest z definicji afi-
niczny. Ponadto z własności uniwersalności morfizm id : SpecpAq Ñ SpecpAq odpowiada pewnemu morfizmowi
AÑ π�OSpecpAq. Śledząc konstrukcję tego homomorfizmu, łatwo zauważyć, że jest on izomorfizmem po obcięu
do dowolnego afinicznego U � Y . To dowodzi izomorfizmu.

Załóżmy, że f : X Ñ Y jest afinicznym morfizmem oraz f�OX � A. Wtedy dla dowolnego afinicznego U � Y ,
f�1pUq też jest afiniczny, zatem:

f�1pUq � SpecpOXpf�1pUqqq � Specpf�pOXqpUqq � SpecpApUqq.

Z konstrukcji SpecpAq przez sklejenie oraz własności uniwersalności sklejenia stwierdzamy, że X � f�OX .

(e) bez straty ogólności X � SpecpAq. Na zbiorze π�1pUq � SpecpApUqq (gdzie U � Y – otwarty afiniczny)
określamyM następująco: �M|U :� �MpUq (zauważmy, żeMpUq jest z założenia ApUq-modułem). Stwierdzenie,
żeM ÞÑ �M oraz F ÞÑ f�F są wzajemnie odwrotne pozostawiamy jako przeliczenie.
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2.5.18

(a) Niech Ui � SpecpAiq będzie pokryciem afinicznym Y takim, że istnieją izomorfizmy Φi : E |Ui Ñ OnUi . W
oczywisty sposób SpΦiq : SpEq Ñ SpOnAiq jest izomorfizmem. Pozostaje wykazać, że SpOnAiq � OAirx1,...,xns –
wtedy f�1pUiq � SpecpEpUiqq � SpecpAirx1, . . . , xnsq � AnAi .

Istotnie, izomorfizm dany jest przez:

SkpOnAiqpV q Q ei1 d . . .d eik ÞÑ xi1 � xi2 � . . . � xik P OAirx1,...,xnspV q

dla V � U (bazą OApV qn jako wolnego OApV q-modułu są wektory ej � p0, . . . , 1, . . . , 0q dla 1 ¤ j ¤ n, zaś bazą
SkpOApV qnq – wektory ei1 d . . .d eik dla 1 ¤ i1, . . . , ik ¤ n).

Niech V � SpecpBq � Ui X Uj . Wtedy pΦj � Φ�1
i q|V : OnV Ñ OnV jest OV -liniowym automorfizmem, zatem jest

zadany przez macierz z GlnpBq :� traijsij : detraijsi,j P B�u. Stąd również φj �ψ�1
i |f�1pV q � pSpΦjq�SpΦ�1

i qq|V
jest B-linowym automorfizmem.

(b) strukturę OX -modułu wystarczy zadać lokalnie, zatem bez straty ogólności X � SpecpAq, E � OnX , X �
SpecpEq � AnA. Cięcia s : Y Ñ X są równoważne z homomorfizmami A-algebr θ : Arx1, . . . , xns Ñ A, zaś te
są wyznaczone przez wartości pθpx1q, . . . , θpxnqq. Stąd strukturę A-modułu na zbiorze cięć można wprowadzić
następująco:

pθ1px1q, . . . , θ1pxnqq � pθ2px1q, . . . , θ2pxnqq :� pθ1px1q � θ2px1q, . . . , θ1pxnq � θ2pxnqq

a � pθpx1q, . . . , θpxnqq :� pa � θpx1q, . . . , a � θpxnqq
(Uwaga: θ1 � θ2, a � θ nie są homomorfizmami A-algebr, bo nie przeprowadzają jedynki na jedynkę. Dlatego
musimy działać na n-kach).

(c) W przykładzie opisany jest morfizm OY -modułów F : qE Ñ SpX{Y q. Pokażemy, że jest on bijekcją na do-
wolnym zbiorze afinicznym otwartym V � SpecpAq � Y takim, że E |U � OnU . Istotnie, niech t P SpX{Y qpV q
będzie cięciem wiązki wektorowej X nad V , czyli t : V Ñ X, f �t � id. Zauważmy, że f�1pV q � SpecpSpEqpV qq �
SpecpArx1, . . . , xnsq, zatem t P HomOV pSpecpAq, SpecpArx1, . . . , xnsqq odpowiadająA-homomorfizmomArx1, . . . , xns Ñ
A, które to z kolei odpowiadają wyborowi n elementów zA. Z drugiej strony, elementy qEpV q � HomOV pE |V ,OV q �
HomOV pOnV ,OV q � HomApAn, Aq również odpowiadają wyborowi n elementów z A. To dowodzi, że F |U jest
bijekcją. Stąd F jest izomorfizmem na pewnym pokryciu Y , jest zatem izomorfizmem snopów (przykładowe
uzasadnienie: jest izomorfizmem na pokryciu, zatem jest izomorfizmem na źdźbłach).

(d) przedstawione w zadaniu przyporządkowania:

snopy lokalnie wolne rangi n na Y ÐÑ wiązki wektorowe rangi n nad Y

E ΦÞÝÑ VpEq :� SpecpSpEqq
SpX{Y qq ΨÐÝ [ X

są wzajemnie odwrotne:

• Ψ � Φ � id, bo: E � SpX{Y qqz podpunktu (c),

• Φ�Ψ � id, bo: jeżeli f : X Ñ Y jest dowolną wiązką wektorową, to f jest odwzorowaniem afinicznym, więc
z zadania II.5.17 X � SpecpEq. Wykazaliśmy jednak, że SpX{Y q � Eq, zatem SpecpSpX{Y qqq � X.

Podrozdział 2.6

2.6.2 Niech p :� IpXq. Zauważmy, że przyporządkowanie f ÞÑ pfq na rzutowym schemacie możemy określić nie tylko
dla elementów KpXq�, ale i dla elementów SpXq (patrz dowód Proposition 6.4). Podobnie, jeżeli Y � X, to
waluację vY : KpXq Ñ Z można przedłużyć do waluacji SpXq Ñ Z. Istotnie, jeżeli Y X txi � 0u � ∅, to można
zdefiniować vY pfq :� vY pf{xdi q dla f P SpXq stopnia d. Wówczas dla V � V pfq mamy: V.X � °

i vYipfqYi.

(a) odwzorowanie z grupy wolnej abelowej wystarczy zadać na bazie.
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(b) Z jednoznaczności rozkładu w krx0, . . . , xns oraz z liniowości funkcji D ÞÑ D.X można przyjąć, że D � pfq dla
nierozkładalnego f P krx0, . . . , xns. Wtedy D � Y , gdzie Y � V pfq � Pnk . Zauważmy, że Y XX � ∅, zatem f R p.
Niech f � 0 będzie obrazem f w SpXq � krx0, . . . , xns{p � krx0, . . . , xns. Wtedy D.X � °

i vYipfqYi � pfq
(gdzie Y XX � Y1 Y . . .Y Ym).

(c) Niech Y :� Yi dla pewnego ustalonego i, q � IpY qE SpXq, S � krx0, . . . , xns, S1 � pS{pqq. Wówczas:

ipX,V ;Y q � lengthSq
pS{pIpXq � IpV qqqq � lengthSq

pS1{fS1q � lengthS1pS1{fS1q

Ale S1 jest pierścieniem z dyskretną waluacją vY , zatem jeżeli f � πk � u dla uniformizatora π oraz k � vY pfq,
to S1{fS1 � S1{πk. Ostatni pierścień ma zaś długość k nad S1, zatem ipX,V ;Y q � k � vY pfq.

Równość degpD.Xq � pdegDq � pdegXq wystarczy z liniowości udowodnić dla D – dywizora pierwszego. Ale z
twierdzenia Bezout:

degpD.Xq �
¸
i

ipX,V ;Yiq � deg Yi � degX � deg V.

(d) niech D � pf{gq dla f, g P SpXq. Niech F,G będą dowolnymi podniesieniami f, g do krx0, . . . , xns – wtedy z (b):
D � pF {Gq.X. Stąd również degD � degpF {Gq � degX � 0 � degX � 0.

Przemienność diagramu to równość degpD.Xq � pdegDq � pdegXq. Iniektywność Cl Pn Ñ ClX wynika od razu
z diagramu.

2.6.3

(a) Mamy:
X � tpx0, . . . , xnq P An�1 : px0 : . . . : xnq P V u,

X � tpx0 : . . . : xn : xn�1q P Pn�1 : px0 : . . . : xnq P V u Y tP u,
gdzie P � p0 : . . . : 0 : 1q. Niech Ui :� tpx0 : . . . : xnq P V : xi � 0u – wtedy:

π�1pUiq � tpx0 : . . . : 1 : . . . : xn : xn�1q P Pn�1 : px0 : . . . : 1 : . . . : xnq P Uiu � Ui � A1

– posyłamy px0 : . . . : 1 : . . . : xn : xn�1q ÞÑ ppx0 : . . . : 1 : . . . : xnq, xn�1q; zauważmy, że warunek xi � 1
zapewnia, że xn�1 jest jednoznacznie wyznaczone.

????

(b) Niech H � tf � 0u, gdzie f – wielomian stopnia 1. Wówczas V � π�pV.Hq � pxn�1{fq. Istotnie, V � txn�1 �
0u � X. Ponadto V.H � V.pfq � pfq P ClpV q (wykazaliśmy to w zadaniu II.6.2 (b)) oraz π�ppfqq � pfq P ClpXq.

Łatwo zauważyć, że opisane przekształcenia są tożsame z opisanymi w Proposition II.6.5, więc pozostała część
zadania wynika z Proposition II.6.5.

(c) Z Proposition II.6.2: SpV q jest dziedziną z jednoznacznością rozkładu ô SpV q jest pierścieniem normalnym
oraz ClpXq � ClpSpecpSpV qqq � 0 ô V jest rzutowo normalne oraz ClpXq � 0 ô (z ciągu dokładnego z
podpunktu (b)) V jest rzutowo normalne oraz ClpV q � xV.Hy � Z.

(d) Niech S :� SpV q, zaś p � px0, . . . , xnq E S będzie ideałem pierwszym odpowiadającym punktowi P . Naturalne
odwzorowanie ClpXq Ñ ClpSpecpOP qq dane jest wzorem: rqs ÞÑ rqSps (utożsamiamy ideał pierwszy z odpowia-
dającym mu cyklem pierwszym). Jest ono surjekcją (zawsze), ponieważ każdy ideał pierwszy wysokości 1 w Sp

jest postaci qSp. Pozostaje pokazać, że jest ono iniekcją.

Zauważmy, że naturalne odwzorowanie ClpV q Ñ ClpXq jest surjekcją z podpunktu (b) o jądrze izomorficznym
z Z oraz generowanym przez divphq, gdzie h jest dowolnym wielomianem stopnia 1 takim, że X � th � 0u.
Wystarczy pokazać, że ClpV q Ñ ClpSpecpOP qq ma to samo jądro.
Zauważmy, że ClpV q jest generowane przez elementy postaci

°
q nq � q, gdzie q są jednorodnymi ideałami

pierwszymi wysokości 1 (utożsamiamy ideał pierwszy z odpowiadającym mu cyklem pierwszym) – w szczególności
q � p. Naturalne odwzorowanie ClpXq Ñ ClpSpecpOP qq dane jest wzorem: rqs ÞÑ rqSps.

Załóżmy, że
°

q nq � qSp � divpxq dla pewnego x P K :� FracpSq.
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Lemat Jeżeli S jest pierścieniem z gradacją, n jest ideałem pierwszym, to:

n� :� tx P n : x – jednorodnyu

jest ideałem pierwszym wysokości htpnq � 1.
Dowód: http://mathoverflow.net/q/97753, Thomas Kahle

Lemat W powyższej sytuacji£
n

S�n � tf � g : f P Sp, g – jednorodny element ciała Ku,

gdzie przekrój bierzemy po wszystkich niejednorodnych ideałach pierwszych n wysokości 1, zawartych w
p :� S�.
Dowód: zawieranie � wynika z poprzedniego lematu. Istotnie, n� � 0, więc n nie zawiera elementów
jednorodnych, a zatem każdy element jednorodny jest odwracalny w Rn. Nie wiem, czy przeciwne zawieranie
jest prawdziwe. ?????????????????

Zauważmy, że divpxq zawiera tylko ideały jednorodne, zatem x � f � g, gdzie f P Sp, g – jednorodny element
ciała K (stopnia d P Z). Stąd

°
q nq � qSp � divpgq. Łatwo zauważyć, że w grupie DivpV q: divpgq � °

q nq � q.
Ponadto divpgq � divpg{hdq � d � divphq � d � divphq, gdzie h jest stopnia 1 (jak wyżej). To kończy dowód.

2.6.4 Niech K � FracpAq � kpx1, . . . , xnqrzs{pz2 � fq. Wybierzmy dowolny element α � g � hz P K, (gdzie g, h P
krx1, . . . , xns) który jest całkowity nad A; wykażemy, że α P A.
Jeżeli α � g P kpx1, . . . , xnq, to oczywiście α P krx1, . . . , xns (krx1, . . . , xns jest domknięte całkowicie).
Załóżmy, że α R kpx1, . . . , xnq – wtedy wielomian minimalny α nad kpx1, . . . , xnq to:

0 � pX � pg � hzqq � pX � pg � hzqq � X2 � 2 � g �X � pg2 � h2fq

Z całkowitości α wynika, że 2g P A, g2 � h2f P A. Stąd:

g P AX kpx1, . . . , xnq � krx1, . . . , xns oraz h2 � f P AX kpx1, . . . , xnq � krx1, . . . , xns

Zauważmy jednak, że krx1, . . . , xns jest dziedziną z jednoznacznym rozkładem. Możemy więc rozłożyć h na
iloczyn potęg nierozkładalnych wielomianów (z niekoniecznie dodatnimi wykładnikami). Korzystając z tego, że
f jest bezkwadratowy stwierdzamy, że wszystkie wykładniki wielomianów nierozkładalnych w h są dodatnie oraz
h P krx1, . . . , xns.
Stąd α � g � hz P A.

2.6.5

(a) Wystarczy pokazać, że krx0, . . . , xns{px2
0 � . . . � x2

rq jest normalne. Ale to wynika z zadania 6.4. przyjmując
f � �x2

1 � . . .� x2
r, bo dla r ¥ 2 wielomian ten jest bezkwadratowy.

(b) Mamy: px0 � ix1q � p�x0 � ix1q � x2
2 � . . .� x2

r, więc wystarczy podstawić x10 :� x0 � ix1, x11 :� �x0 � ix1, aby
dostać równanie wymaganej postaci.

(1) W tym przypadku teza wynika bezpośrednio z Przykładu (6.5.2).

(2) Krzywa jest w tym przypadku izomorficzna z krzywą X : xy � zw w A4. Dla krzywej V zadanej tym samym
równaniem w P3 mamy z przykładu (6.6.1) ClpV q � Z ` Z, zatem z zadania II.6.3 (b) mamy: 0 Ñ Z Ñ
Z`ZÑ ClpXq Ñ 0. Pozostaje zidentyfikować pierwsze przekształcenie. Obraz Z w ClpQq generowany jest
np. przez H.Q, gdzie H � tw � 0u. Z przykładu 6.6.2 wynika, że H.Q odpowiada elementowi p1, 1q w Z.
Stąd:

ClpXq � Z` Z
tpn, nq P Z2u � Z.

(3) Niech Y � tx0 � 0u. Wtedy, podobnie jak w Przykładzie (6.5.2) mamy:

XzY � Dpx0q � Spec krx0, x
�1
0 , . . . , xns{px0x1 � x2

2 � . . .� x2
rq �
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Spec krx0, x
�1
0 , . . . , xns{px1 � x�1

0 � px2
2 � . . .� x2

rqq �
Spec krx0, x

�1
0 , x2, . . . , xns

zaś ostatni pierścień jest UFD, więc:

Z �YÝÑ ClpXq Ñ ClpXzY q � 0

oraz pozostaje ustalić obraz Y . Wykażemy, że divpx0q � Y . Zauważmy, że ideał px0q jest pierwszy w ApXq
(pierścieniu współrzędnych afinicznych na X) dla r ¥ 4 – istotnie:

ApXq{px0q � krx0, . . . , xrs{px0x1 � x2
2 � . . .� x2

rq �
�
krx2, . . . , xrs{px2

2 � . . .� x2
rq
� rx1s,

zaś x2
2 � . . .� x2

r jest nierozkładalny dla r ¥ 4. To jednak oznacza, że divpx0q � Y .

Fakt Jeżeli f P ApXq generuje ideał pierwszy p � pfq, to divpfq � Y , gdzie Y � tf � 0u.
Uzasadnienie: f nie należy oczywiście do żadnego ideału pierwszego wysokości 1 oprócz p. Z definicji
wynika zaś, że f jest uniformizatorem w Sppq.

(c) (1) W tym przypadku Q : xy � z2. Niech krx, y, zs � krx, y, zs{pxy � z2q, zaś P � r0 : 1 : 0s. Wtedy:

QztP u � D�pxq � Spec

�
kry{x, z{xs



� Specpkrtsq � A1

(izomorfizmy dane są przez t ÞÑ z{x oraz z{x ÞÑ t, y{x ÞÑ t2). Stąd z tego, że ClpA1q � 0 oraz z ciągu
dokładnego wycinania (Proposition II.6.5 (c)), ClpQq jest grupą cykliczną, generowaną przez P . Musi to
być nieskończona grupa cykliczna – wynika to np. z zadania II.6.3 (b).

(2) Teza wynika bezpośrednio z Przykładu (6.6.1).

(3) Teza wynika z ciągu dokładnego z zad. II.6.3 (b) oraz z zad. II.6.4 (b)(3).

(d) Zauważmy, że krx0, . . . , xrs{px2
0 � . . . � x2

rq jest UFD. Istotnie, z podpunktu (a) wynika, że jest to pierścień
normalny, zaś z (b)(3), że jego grupa klas zeruje się. Stąd jest to dziedzina z jednoznacznym rozkładem z
Proposition II.6.2. Stąd także SpQq � krx0, . . . , xrs{px2

0 � . . . � x2
rq jest dziedziną z jednoznacznym rozkładem.

Niech Y � Q będzie podrozmaitością kowymiaru 1, odpowiadającą ideałowi qE SpQq (jest to jednorodny ideał
pierwszy wysokości 1). Z twierdzenia Proposition I.1.12A wynika, że q � pfq jest ideałem głównym. Niech
V :� tf � 0u � Pn. Wtedy z definicji wynika, że V XQ � Y . Ponadto V.Q � divpfq � Y (krotność jest równa
jeden, bo f generuje q). Stąd z zadania II.6.2 (c) ipV,Q;Y q � 1.

2.6.9

(a) Zauważmy, że π# : OX Ñ π�O�X jest iniekcją – wynika to z konstrukcji normalizacji jako sklejenia domknięć cał-
kowitych podzbiorów afinicznych. Stąd K�{O�X Ñ K�{π�O�X jest surjekcją; jej jądrem jest oczywiście π�O��X{O

�
X .

Dostajemy stąd krótki ciąg dokładny:

0 Ñ π�O��X{O
�
X Ñ K�{O�X Ñ K�{π�O��X Ñ 0

Rozważmy snop π�O��X{O
�
X . Jest to snop torsyjny, tzn. ma zerowe źdźbło w punkcie generycznym ξ (jest ono

równe K�{K�).

Lemat Jeżeli T jest snopem torsyjnym na schemacie jednowymiarowym, to T �À
xPX ixpTxq.

Dowód: Zauważmy, że HompT , ixpTxqq � HompTx, Txq (jako że funktor skyscraper oraz brania źdźbła
są sprzężone), istnieje więc naturalny morfizm T Ñ ixpTxq. Stąd mamy również naturalny morfizm T ÑÀ

xPX ixpTxq. Schemat X jest jednowymiarowy, zatem dla dowolnych punktów domkniętych x, y:

ixpTxqy �
$&%Tx, y P txu

0, y R txu
�

$&%Tx, y � x

0, y � x
.

Z torsyjności snopa mamy zaś dla dowolnego x: iξpTξqx � 0. Stąd odwzorowanie T Ñ À
xPX ixpTxq jest

izomorfizmem na źdźbłach, jest zatem izomorfizmem.
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Z lematu wynika, że π�O��X{O
�
X � À

PPX iP

�
pπ�O��X{O

�
XqP



– w szczególności snop ten jest wiotki (flabby –

patrz zadanie II.1.16) oraz z zadania II.1.16 (b) ciąg

0 Ñ Γpπ�O��X{O
�
X , Xq Ñ ΓpK�{O�X , Xq Ñ ΓpK�{π�O��X , Xq Ñ 0 p�q

jest dokładny. Zauważmy, że K�{π�O��X � π�prK�{O��Xq (gdzie rK jest snopem funkcji wymiernych na rX). Stąd:

Γpπ�prK�{O��Xq, Xq � ΓprK�{O��X , rXq � Picp rXq.
Ponadto:

Γpπ�O��X{O
�
X , Xq � Γ

� à
PPX

iP
�pπ�O��X{O�XqP �, X



� à
PPX

pπ�O��XqP {O
�
P .

Zauważmy jednak, że pπ�O��XqP � rOP . Istotnie, niech SpecpAq będzie otwartym otoczeniem punktu P . Wte-

dy π�1pSpecpAqq � Specp rAq, gdzie rA jest domknięciem całkowitym A w FracpAq (z konstrukcji normalizacji)
oraz π�O�X jest quasikoherentym snopem na SpecpAq, wyznaczonym przez rA traktowane jako A-moduł. Stąd
pπ�O�XqP � Ap (gdzie p odpowiada punktowi P w SpecpAq) jest domknięciem całkowitym OP w ciele ułamków.
To daje również pπ�O��XqP � A�p .

Ostatecznie z ciągu dokładnego p�q dostajemy:

0 Ñ à
PPX

rO�P {O�P Ñ PicpXq Ñ Picp rXq Ñ 0.

(b) Krzywa z ostrzem:

Krzywa X jest gładka poza punktem Q � r0 : 1 : 0s – stąd rO�Q{O�Q jest jedynym niezerowym wyrazem w sumieÀ
PPX rO�P {O�P .

Niech krx, ys � krx, ys{py2�x3q. Aby obliczyć rO�Q{O�Q, przypomnijmy, że z zadania I.4.10 wynika, że blowing-up
krzywej Y : y2 � x3 to morfizm:

A1 � Specpkrusq Ñ Specpkrx, ysq � Y

wyznaczony przez homomorfizm (iniekcję):

krx, ys Ñ krus, x ÞÝÑ u2, y ÞÝÑ u3.

Morfizm ten przedłuża się do morfizmu P1 Ñ X, który jest normalizacją X. Stąd Picp rXq � Z.
Łatwo stąd wywnioskować, że:

rO�Q � pkruspuqq� � O�Q �
"
fpu2, u3q
gpu2, u3q : f, g P krx, ys, fp0, 0q, gp0, 0q � 0

*
.

Rozważmy homomorfizm k Ñ rO�Q{O�Q, a ÞÑ 1�au. Pokażemy, że jest to izomorfizm. Istotnie, jeżeli 1�au P O�Q,
to:

1� au � fpu2, u3q
gpu2, u3q

oraz licząc obustronnie pochodną w zerze dostajemy: a � 0. Pozostaje pokazać surjektywność. Wystarczy po-
kazać, że w obrazie znajdują się wszystkie wielomiany. Niech h P pkruspuqq�, bez straty ogólności hp0q � 1.
Wtedy:

hpuq � 1� au� F pu2, u3q, dla pewnego F P krx, ys.
Istotnie, każdy jednomian stopnia ¥ 2 można zapisać w postaci pu2qa � pu3qb dla pewnych a, b P N. Stąd:

hpuq � p1� auq � 1� au� F pu2, u3q
1� au

� 1� au

1� au
� p1� auq � 1� a2 � u2 � . . .

1� a2 � u2

� p1� auq �Hpu2, u3q � 1� au pmod O�Qq.
Stąd rO�Q{O�Q � k oraz teza wynika z podpunktu (a).
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Krzywa z węzłem: niech X : y2z � x3 � x2z, Y : y2 � x3 � x2, krx, ys � krx, ys{py2 � x3q, Q � p0, 0q. Łatwo
stwierdzić (podobnie jak w zadaniu I.4.10), że blowing-up Y w punkcie Q to morfizm:

A1 � Specpkrwsq Ñ Specpkrx, ysq

indukowany przez homomorfizm:

krx, ys Ñ krws, x ÞÑ pw2 � 1q, y ÞÑ w � pw2 � 1q.

Morfizm ten przedłuża się do morfizmu P1 Ñ X, który jest normalizacją X. Stąd Picp rXq � Z.
Łatwo stąd wywnioskować, że:

rO�Q � pkrwspw�1qq� � O�Q �
"
fpw2 � 1, w � pw2 � 1qq
gpw2 � 1, w � pw2 � 1qq : f, g P krx, ys,

fp0, 0q, gp0, 0q � 0
*
.

Rozważmy przyporządkowanie k� Ñ rO�Q{O�Q, a ÞÑ 1�w� a � p1�wq. Pokażemy, że jest to izomorfizm. Istotnie,
jeżeli 1� w � a � p1� wq P O�Q, to:

1� w � a � p1� wq � hpw2 � 1, w � pw2 � 1qq dla pewnej funkcji wymiernej h.

Podstawiając w � �1 dostajemy: 2 � hp0, 0q � 0� 2 � a, więc a � 1.
Pozostaje pokazać surjektywność oraz homomorficzność. Wystarczy pokazać, że w obrazie znajdują się wszystkie
wielomiany.

Lemat Jeżeli h P krws�pw�1q, hp1q � hp�1q, to hpwq � Hpw2 � 1, w � pw2 � 1qq dla pewnego H P kpx, yq.
Dowód: Załóżmy najpierw, że h P krws. Rozłóżmy h na część parzystą i nieparzystą:

hpwq � h1pw2q � w � h2pw2q � h3pw2 � 1q � w � h4pw2 � 1q

(gdzie h3pxq � h1px � 1q, h4pxq � h2px � 1q) . Podstawiając w � �1 widzimy, że h4p0q � 0, czyli h4pxq �
x � h5pxq. Stąd:

hpwq � h3pw2 � 1q � w � pw2 � 1q � h5pw2 � 1q � Hpw2 � 1, w � pw2 � 1qq.

Niech teraz h � f{g oraz hp1q � hp�1q. Niech lpwq będzie taką funkcją liniową, że lp1q � gp�1q, lp�1q �
gp1q. Wtedy pl � fqp1q � pl � fqp�1q, pl � gqp1q � pl � gqp�1q, więc wystarczy skorzystać z pierwszej części
dowodu dla l � f , l � g.

Niech h P pkrwspw�1qq�, bez straty ogólności hp1q � 2. Wtedy z lematu dla a � 1
2hp�1q:

hpwq{p1� w � a � p1� wqq � Hpw2 � 1, w � pw2 � 1qq dla pewnego H.

Stąd:

hpwq � p1� w � a � p1� wqq pmod O�Xq.

Analogicznie sprawdzamy, że:

p1� w � a � p1� wqq � p1� w � b � p1� wqq � p1� w � pa� bq � p1� wqq pmod O�Xq.

2.6.10

(a) Snopy koherentne na A1
k odpowiadają skończenie generowanym krxs-modułom M .Pierścień krxs jest PID, więc

każdy skończenie generowany moduł jest postaci M � krxsr `Mtors, gdzie Mtors jest sumą modułów postaci
krxs{pfpxqq dla pewnych f P krxs. Zauważmy, że dla f � 0: γpkrxs{pfpxqqq � 0. Istotnie:

0 Ñ fpxqkrxs Ñ krxs Ñ krxs{pfpxqq Ñ 0
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oraz fpxqkrxs � krxs. Stąd γpkrxs{pfpxqqq � γpkrxsq � γpfpxqkrxsq � 0, co daje:

γpMq � γpkrxsr `Mtorsq � r � γpkrxsq

Stąd odwzorowanie ZÑ KpA1
kq, 1 ÞÑ γpkrxsq jest surjekcją. Aby pokazać, że jest iniekcją, wystarczy zauważyć,

że ranga krxs-modułu jest addytywna na ciągach dokładnych, zatem kerpZÑ KpA1
kqq � 0 (patrz też podpunkt

(b)).

(b) jeżeli 0 Ñ F 1 Ñ F Ñ F2 Ñ 0, to 0 Ñ F 1ξ Ñ Fξ Ñ F2ξ Ñ 0 oraz z addytywności wymiaru przestrzenii
K-liniowych dimK Fξ � dimK F 1ξ � dimK F2ξ . To oznacza, że rank : KpXq Ñ Z jest dobrze zdefiniowane.

(c) Niech F będzie koherentnym snopem takim, że SupppFq � Y oraz niech I :� IY będzie snopem ideałów
związanym z podschematem domkniętym Y . Niech Fk :� Ik bOX F . Wtedy F � F0 � F1 � . . .. Ponadto
Fk{Fk�1 � pIkbOXFq{pIk�1bOXFq w jasny sposób jest OY � OX{IY -modułem. Pozostaje pokazać, że Fk � 0
dla dostatecznie dużych k. Zauważmy, że zbiory SupppFk{Fk�1q są domknięte (zadanie II.5.6 (c)) oraz wstępujące
– jeżeli x R SupppFk{Fk�1q, to pFkqx � pFk�1qx, to dotensorowując przez Ix dostajemy pFk�1qx � pFk�2qx, czyli
x R SupppFk�1{Fk�2q. Z Noetherowskości schematuX ciąg ten musi się stabilizować, tzn. Fk � Fk�1 � FkbOXI
dla k ¥ k0.
Zauważmy, że dla y P Y mamy: OY,y � OX,y{Ix, zatem ideał Iy pierścienia OX,y jest różny od 1. Ale Fk �
Fk bOX I implikuje dla y P Y , że pFkqy � Iy � pFkqy, zatem z lematu Nakayamy mamy pFkqy � 0. Dla x P XzY
mamy pFkqx � 0 z założenia. Stąd Fk � 0.
Stąd:

0 Ñ Fj�1 Ñ Fj Ñ Fj{Fj�1 Ñ 0

więc γpFjq � γpFj�1q � γpFj{Fj�1q oraz:

γpFq � γpF1q � γpF0{F1q � γpF2q � γpF1{F2q � γpF0{F1q � . . . �

� γpFk0�1{Fk0q � . . .� γpF1{F2q � γpF0{F1q P im pKpY q Ñ KpXzY qq
dowodząc dokładności ciągu w środku.

ad. Surjektywność: wynika z zadania II.5.15, biorąc U :� XzY .

2.6.11

(a) Let us notice that OD is a torsion sheaf. Thus by the lemma from the problem II.6.9 (a), we have: OD �À
PPX iP pOD,P q. Let us notice that:

Lp�DqpUq � tf P K� : divpf |uq ¥ D|Uu Y t0u

and therefore Lp�DqP � tnPP OX,P (where tP is an uniformizer at P ) and OD,P � OX,P {tnPP . Let A � OX,P ,
t � tP . From the exact sequence:

0 Ñ tn�1A{tnAÑ A{tn Ñ A{tn�1 Ñ 0

and isomorphism of A-modules:
tn�1A{tnA � A{t � k

we get: γpiP pA{tnP qq � nP � γpiP pkqq. Thus:

γpODq �
¸
P

γpiP pOD,P qq �
¸
P

nP γpiP pkqq � ψpDq.

Moreover OD � OX{Lp�Dq and thus γpODq � γpOXq � γpLp�Dqq. But the isomorphism class of Lp�Dq
depends only on the class of D in ClpXq. Thus ψ : ClpXq Ñ KpXq is well-defined.

(b) Part I: existence of locally free resolution of length 2.

From the problem III.6.8 (b) there exists a locally free sheaf E0 such that E0 Ñ F Ñ 0 (this E0 can be taken
to be direct sum of invertible sheaves). Let E1 :� kerpE0 Ñ Fq. We have to show that E1 is locally free. For
every x P X the OX,x-module pE1qx is a submodule of the module pE0qx that is free of rank 1. Thus pE1qx is
torsion-free. But OX,x is a discrete valuation ring and finitely generated torsion-free modules over DVRs are
free. Thus the stalks of pE1qx are free and E1 is locally free.



70

Part II: det is well-defined

Suppose that both

0 Ñ E1 Ñ E0 gÝÑ F Ñ 0 and 0 Ñ E 11 Ñ E 10 g1ÝÑ F Ñ 0

are locally free resolutions of F . Firstly, we construct a locally free resolution that surjects to both above
sequences. Let:

E20 pUq :� tpa, bq P E0pUq � E 10pUq : gpaq � g1pbqu
E21 pUq :� tpa, bq P E0pUq � E 10pUq : gpaq � g1pbq � 0u

(note that fiber products in category of sheaves exist – cf. http://math.stackexchange.com/questions/92485/fiber-
product-of-sheaves) and let us define the following exact sequence:

0 Ñ E21 Ñ E20 Ñ F Ñ 0

where the first arrow is natural inclusion and the second is g�pr1 � g1 �pr2. Then we have the following diagram:

0 E21 E20 F 0

0 E1 E0 F 0

K1 K0 0

0 0 0

where K0 :� kerpE20 Ñ E0q, K1 :� kerpE21 Ñ E1q. By applying the snake lemma, we see that K0 � K1. Note that
K0,K1 are locally free . Thus by Problem II.5.16(d) we see that:

det E21 � detK1 b det E1, det E20 � detK0 b det E0

ñ det E21 b pdet E1q�1 � det E20 b pdet E0q�1 ñ det E20 b pdet E21 q�1 � det E0 b pdet E1q�1.

Analogously det E20 b pdet E21 q�1 � det E 10 b pdet E 11q�1.

Part III: The equality detpψpDqq � LpDq follows from an exact sequence 0 Ñ Lp�Dq Ñ OX Ñ OD Ñ 0.

(c) Let x1 P FpU1q, . . . , xr P FpUrq be the basis of Fξ � Kr (where ξ is the generic point of X). By the problem
III.6.8 (a) there exists an invertible sheaf L and s P L such that Xs :� tx P X : sx R mxLxu � U1 X . . . X Ur.
WLOG we have xi P FpXsq By Lemma II.5.3 snxi extends to some yi P pF bLnqpXq for n big enough. We will
show that O`rX Ñ F b Lbn given by ei ÞÑ yi is iniective. Indeed let’s suppose that

°
i aiyi � 0 in pF b Lbnqx

for some x P X and ai P OX,x. Using the natural map pF b Lnqx Ñ pF b Lbnqξ we see that
°
i aiyi � 0 in

pF b Lnqξ and (since s � 0 in Lξ)
°
i aixi � 0. Thus ai � 0 for all i’s (note that X is integral and therefore

OX,x ãÑ OX,ξ).
This means that O`rX ãÑ F bLbn. But tensoring by an invertible sheaf is exact (since the stalks are isomorphic
to OX,x, the tensoring is exact on stalks). This yields pL1q`r ãÑ F , where L1 � L�bn. Finally, the quotient
sheaf T :� F{pL1q`r is torsion, since Tξ � Kr{Kr � K0.

Thus γpFq � γpT q � r � γpL1q. But γpL1q � γpOXq � ψpD1q, where L1 � LpD1q. Moreover, all torsion sheaves
lie in the image of ψ (since they are sums of skyscraper sheaves). This means that γpFq � rγpOXq P Impψq.

(d) Firstly, let us notice that ψ : PicpXq Ñ KpXq is iniective. Indeed, if ψpD1q � ψpD2q, then by taking det we see
that LpD1q � LpD2q and thus D1 � D2.
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Thus we have an exact sequence 0 Ñ PicpXq Ñ KpXq Ñ Z Ñ 0, where the first arrow is ψ and the second
is rank. Indeed, clearly rankpψpDqq � rankpODq � 0 – thus impψq � kerprankq. Let

°
i niγpFiq P kerprankq

and let ri :� rankpFiq. Then we have
°
i niri � 0. Thus

°
i niγpFiq �

°
i nipγpFiq � riγpOXqq P impψq by (c).

Finally, the considered exact sequence has a section ZÑ KpXq, 1 ÞÑ γpOXq. Thus it splits.

2.6.12 Let F be a coherent sheaf that satisfies 0 Ñ LpDq`r Ñ F Ñ T Ñ 0 (where T is a torsion sheaf and r � rankpFq)
– cf. previous problem (c). Then we define:

degF :� r � degpDq � ΦpT q,

where ΦpT q � °
PPX lenghtpTP q. This is independent from the choice of the exact sequence. Indeed, let 0 Ñ

LpD1q`r Ñ F Ñ T 1 Ñ 0. It’s easy to see that LpD1q ãÑ LpD2q for D1 ¤ D2. Thus (by replacing D1 with any
divisor smaller that D, D1), we can assume that D1 ¤ D and LpD1q ãÑ LpDq. Then:

0 Ñ LpDq`r{LpD1q`r Ñ F{LpD1q`r Ñ F{LpDq`r Ñ 0

and therefore:
ΦpF{LpD1q`rq � ΦpF{LpDq`rq � ΦpLpDq`r{LpD1q`rq

Let D � °
P nPP , D1 � °

P mPP and let tP be a uniformizer at P . Using the equality:

LpDqpUq � tf P K : divpf |U q �DU ¥ 0u

it’s straightforward that LpDqP � t�nPOP (as a OP -submodule of K). Thus

lenghtpLpDqP {LpD1qP q � lenghtpOP {tnP�mPP q � nP �mP

and:
ΦpF{LpD1q`rq � ΦpF{LpDq`rq � r � pdegD � degD1q.

This yields r � degpDq � ΦpT q � r � degpD1q � ΦpT 1q.

Remark: an equivalent way to define degree is to set: degpFq :� degpdetFq (where detF is defined as in
problem II.6.11 (b)).
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Podrozdział 2.7

2.7.1 By looking at stalks we see that it suffices to prove the following theorem:

If A is a local ring and f : AÑ A is a surjective homomorphism of A-modules then it is injective.

Indeed, if fp1q P m (where m – maximal ideal of A) then we would have fpAq � Afp1q � m � A – contradiction.
Thus fp1q P Azm � A� and a P ker f iff a � fp1q � 0 iff a � 0. Thus ker f � 0.

2.7.4

(a) Let us suppose that X admits an ample invertible sheaf L. Then by Theorem II.7.6 Lm is very ample for some
m ¡ 0 and therefore there exists an closed immersion i : X ãÑ PnA. Let π1 : X Ñ SpecpAq, π2 : PnA Ñ SpecpAq
be the structure morphisms of X and PnA. Then π1 � π2 � i. But π2 is separated (Theorem II.4.9) and i also (as
a closed immersion), thus their composition is also separated.

(b) Let α, β be the two points at the orgin. Let U1 � Xztβu, U2 � Xztαu, V :� U1 X U2. Note that U1, U2 �
A1
k � Specpkrxsq and V � A1

kztp0, 0qu � Dpxq � Specpkrxsxq. Thus for any invertible sheaf L over X we have
L|Ui � OUi . Therefore any invertible sheaf over X is given by an automorphism of OV , i.e. by an element of
krxs�x � tc � xn : n P N, c P ku (note that HompOV ,OV q � OV pV q and AutpOV q � OV pV q�). Let us define the
sheaf Lpnq by:

Lpnq|U1 � OU1 , Lpnq|U2 � xnOU2

(note that on V we have a natural isomorphism OV � xnOV ). It’s straightforward that PicpXq � tLpnq : n P Zu
and Lm b Lpnq � Lm�n.

Now we are going to compute the global sections of Lpnq. Note that:

0 Ñ LpnqpXq Ñ LpnqpU1q � LpnqpU2q Ñ LpV q

0 Ñ LpnqpXq Ñ krxs � xnkrxs Ñ krxsx
pf, gq ÞÑ f � g

and therefore:

LpnqpXq � krxs X xnkrxs �
$&%xnkrxs, n ¥ 0

krxs, n   0.

Note that:
Lpnqα � OA1

k
,p0,0q � krxspxq and Lpnqβ � xnOA1

k
,p0,0q � xnkrxspxq.

Thus for n ¡ 0 the stalk Lpnqα isn’t generated by global sections. Analogously for n   0 the stalk Lpnqβ isn’t
generated by global sections.

Therefore the homomorphism ZÑ PicpXq, n ÞÑ Lpnq is bijective (since for n � 0 the sheaf Lpnq isn’t generated
by global sections) and moreover there are no ample invertible sheaves on X. Indeed, if Lpmq would be ample,
then for some n ¡ 0: pLpmqqbn � Lpmnq would be generated by global sections, which is possible only for mn � 0.
But Lp0q � OX is not ample, since Lp0q b Lp1q � Lp1q is not generated by global sections.

2.7.6

(a) WLOG we can assume that X � Pnk , L � Op1q. Let S be the homogeneous coordinates ring of X. Then for
n " 0: ΓpX,Opnqq � Spnq (this follows from exercise II.5.9 and Proposition II.5.15). Therefore for n " 0:

|nD| � dimk ΓpX,Lnq � 1 � dimk Spnq � 1 � PXpnq � 1

by definition of Hilbert polynomial.

(b) Note that if r|n: Ln � OX and thus dim |nD| � dimLpXq � 1 � 0.
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We’ll prove that if D is a non-zero torsion element of PicpXq then dimLpXq � 0. Indeed, note that r �D � 0
and thus 0 � r � degD, yielding degD � 0.

LpUq � tf P K� : divpfq|U �D|U ¥ 0u Y t0u.

If we would have LpXq � 0, then divpf0q � D ¥ 0 for some f0 P K�. But the divisor divpf0q � D would be
effective of degree zero and thus divpf0q �D � 0, D � 0 – contradiction! Thus LpXq � 0.

Thus also LbnpXq � 0 for r - n (it suffices to apply previous reasoning for L1 :� Lbn).

2.7.8 By Proposition II.7.12 (with Y � X, g � id) we have:

sections σ : X Ñ PpEq Ø invertible sheaves L on X and surjective maps of sheaves g�E � E Ñ L.

2.7.9

Remark I don’t know, how to do (a) without using chapter III.
Used sources:

• http://mathoverflow.net/q/61053 – ”Picard Group of Projective Bundle over an Integral scheme”,

• http://math.stackexchange.com/questions/598446/how-to-use-nakayamas-lemma-here,

• http://math.stackexchange.com/questions/1774106/line-bundle-trivial-on-fibers-then-isomorphic-to-the-
pullback-of-a-line-bundle,

• Milne, Abelian Varieties, 5.8-5.16,

• Ravi Vakil, Foundations of Algebraic Geometry, 28.1.12. Projective bundles.

(a) Let Z � PpEq, r � rank of E . For any x P X we denote by Zx the fiber of π: Zx :� Z �X Specpkpxqq.
Step I: for any M P PicpZq the degree of M|Zx on Zx � Prkpxq do not depend from x P X. We denote
it by npMq.
Suppose thatM|Zx has degree n for some x0 then L :�MbOp�nq has degree 0 in this x0. It’s easy to see that
L is flat over X (since the stalks are free modules of rank 1 and PrA Ñ SpecpAq is flat) and thus by [Ravi Vakil,
24.7 Flatness implies constant Euler characteristic] χpL|Zxq � χpL|Zx0 q � 1 is constant. On the other hand

1 � χpL|Zxq � h0pZx,L|Zxq � p�1qrhrpZx,L|Zxq

(by Theorem III.5.1 that computes the cohomology of line bundles on Pr). Also by this theorem L|Zx is OPr or
OPr p�r�1q (the canonical bundle). However, x ÞÑ h0pZx,L|Zxq is an upper semicontinuous function that can take
two values (0 and 1) and thus the set tx : h0pZx,L|Zxq ¥ 1u is open. Analogously the set tx : h0pZx,L�1|Zxq ¥ 1u
is open and thus tx : h0pZx,L|Zxq ¥ 1u is both open and closed. This means that L|Zx � OPr and thus
M|Zx � Opnq for any x P X.

Step II: defining the isomorphisms.

The isomorphisms are given by:

Φ : Z� PicpXq Ñ PicpPpEqq
pn,Lq ÞÝÑ π�LbOpnq

Ψ : PicpPpEqq Ñ Z� PicpXq
M ÞÝÑ

�
npMq, π�

�
MbOp�npMqq�
.

Step III: Φ is a well-defined homomorphism: pullback of an invertible sheaf is invertible
(cf. http://math.stackexchange.com/q/436524 ).

Step IV: Ψ is a well-defined: Let n :� npMq, L :�M b Op�nq. We want to show that π�L is invertible.
Note that L|Zx � O on Zx � Prkpxq and thus the function x ÞÑ h0pZx,M|Zxq is constant. Therefore by Grauert’s
theorem π�M is locally free and π�Lb kpyq � ΓpZy,F |Xy q � kpyq for any y P X. Thus rank of L must be 1.
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Remark: we don’t show that Ψ is a homomorphism, but it will follow once we show Ψ � Φ � id, Φ �Ψ � id.

Step V: Ψ � Φ � id. Let’s assume WLOG that n ¥ 0. Then:

npπ�LbOpnqq � rankpπ�pπ�LbOpnqqq �

(by Projection Formula – exercise II.5.1 (d) and Proposition II.7.11 (a))

� rankpLb SnpEqq � n

and π�pπ�LbOpnq bOp�nqq � π�π�L � L by Projection Formula again. Thus Ψ � Φ � id.

Step VI: Φ �Ψ � id. We need to show that

M � Opnq b π�π�pMbOp�nqq

(for n � npMq) ie. that the counit morphism π�π�L Ñ L (where L :� M b Op�nq) is an isomorphism. By
exercise II.7.1 it suffices to prove that the counit morphism is surjective.

Lemma Let pA,mq be a local ring with residue field k :� A{m and f : M Ñ N be a morphism of A-modules.
Suppose that f : M bA k Ñ N bA k is surjective. Then f is surjective.
Proof WLOG M � N – then M{mM � N{mN and thus M Ñ N{mN is a surjection. Therefore N �
M �mN and thus:

mpN{Mq � pmN �Mq{M � N{M
Thus by Nakayama’s lemma N �M .
Corollary Let α : F Ñ G be a sheaf morphism between coherent sheaves. If for every x P X the morphism
α : F |x Ñ G|x is surjective then α is surjective.
Remark: F |x :� Fx bOX,x kpxq is called the fiber of sheaf F at X – it can be also defined as pullback
of F through Specpkpxqq ãÑ X.

Claim: the counit morphism π�π�L Ñ L induces an isomorphism on every fiber of π, i.e. for every x P X:
pπ�π�Lq|Zy Ñ L|Zy is an isomorphism.

Proof of the claim: note that Zy � Prkpyq and LXy � OXy . Let π1 : Pnkpyq Ñ Specpkpyqq – then pπ�π�Lq|Zy �
π1�π1�L|Zy (cf. http://math.stackexchange.com/q/1781651 ). Thus it suffices to notice that π1�LZy � OSpecpkpyqq
and π1�pOSpecpkpyqqq � OPr (pullback of the structure sheaf is the structure sheaf).

The claim implies that for any z P Xy the morphism pπ�π�Lq|z Ñ L|z is an isomorphism (since F |z �
pF |Xy qz bOXy,z kpzq). Thus the counit isomorphism is an isomorphism by the corollary.

(b) If E 1 � E b L, then one easily sees that SkpE 1q � SkpEq b Lk and SpE 1q � SpEq � L. Thus by Lemma II.7.9
PpE 1q � PpEq.

Suppose now that Φ : PpEq Ñ PpE 1q is an isomorphism. Then Φ�Op1q is an invertible sheaf and thus by (a):
Φ�Op1q � Opkq b π�L for some invertible sheaf L on X. Thus:

π�Φ�Op1q � π�pOpkq b π�Lq

Using Projection Formula (exercise II.5.1 (d)):

π�Φ�Op1q � π�pOpkqq b L

Using Proposition II.7.11 (a):
π�Φ�Op1q � SkpEq b L

Since π � π1 � Φ:
π1� � Φ� � Φ�Op1q � SkpEq b L
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Again by Projection Formula Φ� � Φ�Op1q � Φ�OPpEq bOp1q � Op1q. Thus:

π1�Op1q � SkpEq b L

E 1 � SkpEq b L
By comparing ranks of the locally free sheaves on both sides we see that k � 1 and E 1 � E b L.

2.7.12 Let J � IY � IZ . Note that OY � OX{IY . It’s easy to see that i�1J �OY � J (the natural image of J in the
quotient sheaf of rings OX{IY ) and thus rY � ProjpÀd¥0 J

dq. Thus:

I rY � ker

�à
d¥0

J d Ñ à
d¥0

J d
�
� à
d¥0

J d X IY .

Analogously I rZ �
À

d¥0 J dXIZ . By a relative version of Exercise 1.2.2 it suffices to prove that I rY �I rZ contains
the irrelevant ideal, ie. à

d¥0

pJ d X IY � J d X IZq �
à
d¥1

J d

ie. that J d X IY � J d X IZ � J d for every d ¥ 1.
Note that

J d � pIY � IZqd �
¸

i�j�d
IiY I

j
Z .

Thus:
J d X IY � IdY � Id�1

Y IZ � . . .� IY Id�1
Z

J d X IZ � IdZ � Id�1
Z IY � . . .� IZId�1

Y

and
J d X IY � J d X IZ � IdY � Id�1

Y IZ � . . .� IY Id�1
Z � IdZ � J d.

Podrozdział 2.8

2.8.1

(a) Let C � B{m2 be a local ring with maximal ideal n :� m{m2. Let also K :� kpBq � C{n. Note that C is
complete with respect to n (trivially, since n2 � 0) and thus by Theorem II.8.25(a) K may be embedded in C.

Firstly we will prove that n{n2 Ñ ΩC{k bC K is an injective map of K-vector spaces or equivalently that

HomKpΩC{k bK,Kq Ñ HomKpn{n2,Kq

is surjective. This is done exactly like in Proposition II.8.7 –

HomKpΩC{k bK,Kq � HomCpΩC{k,Kq � DerkpC,Kq

and the map DerkpC,Kq Ñ HomKpn{n2,Kq is given by d ÞÑ d|n pmod n2q (note that dpn2q � 0). Let h P
HomKpn{n2,Kq. Any element x P C may be uniquely written as y � z P K � n. Then we define k-derivation
d : C Ñ K by setting dx � hpzq. The image of d in HomKpn{n2,Kq is h. Thus it is surjection, indeed.

Now let us consider the commutative diagram (it is commutative by the naturality of the second exact sequence):

m{m2 ΩB{k bB K ΩK{k 0

n{n20 ΩC{k bC K ΩK{k 0
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Note that m{m2 Ñ n{n2 is an isomorphism and n{n2 Ñ ΩC{k bB K is injective – thus m{m2 Ñ ΩB{k bB K must
be injective also.

(b) If ΩB{k is free of rank dimB � trdegpK{kq then from the exact sequence:

0 Ñ m{m2 Ñ ΩB{k bB kpBq Ñ ΩkpBq{k Ñ 0

we have:

dimkpBqm{m2 � dimkpBq ΩB{k bB kpBq � dimkpBq ΩkpBq{k � dimB � trdegpkpBq{kq � dimkpBq ΩkpBq{k � dimB

(by Theorem 8.6A) and thus B is regular.

Now let’s suppose that B is regular. Let L denote the quotient field of B. Then ΩB{k bB L � ΩL{k and thus (by
Theorem 8.6A since k is perfect)

dimLΩB{k bB L � trdegpL{kq.
Moreover, from the above exact sequence and the regularity of B we get

dimkpBq ΩB{k bB kpBq � dimB � trdegpkpBq{kq.

From the assumption, B is a localisation of a finitely generated k-algebra, i.e. B � Ap for some p P SpecpAq
(note that if a local ring is a localisation of another ring, then it must be a localisation on a prime ideal).
Then:

trdimpL{kq � dimpAq � htppq � dimpA{pq � dimpBq � trdegpkpBq{kq
(note that L � FracpAq, kpBq � FracpA{pq) and thus by Lemma II.8.9 ΩB{k is free of rank dimpBq �
trdegpkpBq{kq.

(c) Let SpecpAq be an affine neighbourhood of x and let x correspond to p P SpecpAq. It’s straightforward that
pΩX{kqx � ΩB{k, where B :� OX,x. Thus B is regular iff ΩB{k is free of rank dimpBq � trdegpkpBq{kq �
dimpAq � n (cf. (b)).

(d) ????

2.8.2 Denote r :� rankpEq. Let for any closed point x P X:

Bx :� ts P V : sx P mxExu � kerφx,

where φx : V Ñ Ex{mxEx is the canonical homomorphism. Firstly, note that φx is surjective. Indeed, let f P Ex –
then f � °

i figi for gi – basis of V and fi P Ox. Let ai be the image of fi in Ox{mx � k – then φxp
°
i aigiq � f .

Thus (since Ex � Orx):

dimk Bx � dimk V � dimk Ex{mxEx � dimk V � dimk k
r � dimV � r.

Consider the following set:
B :� tpx, sq P X � V : x – closed point, s P Bxu.

The fiber of the projection p1 : B Ñ X is Bx and thus dimB � n � dimV � r. Thus the image of p2 : B Ñ V

has dimension ¤ n� dimV � r   dimV and V zp2pBq � ∅. But V zp2pBq is precisely the set of s P V such that
sx R mxEx for every closed point x P X. Finally, note that if y P X is a non-closed point then for any closed
point x P tyu we have: sy P myEy implies sx R mxEx.

Exact sequence: let E 1 :� E{s �OX – we need to show that E 1 is locally free. Obviously E 1 is coherent, thus we
need to show that the fibers are free. The following lemma ends the proof:

Lemma Let pA,mq be a local ring and s P Ar be such that s R mAr. Then M :� Ar{s � A is free of rank
r � 1.
Proof We’ll use Lemma II.8.9. Let K � FracpAq, k � A{m. From the exact sequence

0 Ñ A �sÑ Ar ÑM Ñ 0
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we obtain (by tensoring with K and k):

K �sÑ Kr ÑM bA K Ñ 0

k �sÑ kr ÑM bA k Ñ 0.

But s � 0 implies that K �sÑ Kr is injective and s R mAr implies that k �sÑ kr is injective. Thus

dimKM bA K � dimkM bA k � r,

which ends the proof.

2.8.3

(a) By Proposition II.8.11:
p�2 ΩY {S Ñ ΩX�SY {S Ñ ΩX�SY {Y Ñ 0

and by Proposition II.8.10: ΩX�SY {Y � p�1 pΩX{Sq. Intercharging X and Y we obtain two exact sequences:

p�2 ΩY {S Ñ ΩX�SY {S Ñ p�1 ΩX{S Ñ 0

p�1 ΩX{S Ñ ΩX�SY {S Ñ p�2 ΩY {S Ñ 0

Consider the following diagram:

p�2 ΩY {S ΩX�SY {S p�1 ΩX{S 0

p�2 ΩY {S0 ΩX�SY {S p�1 ΩX{S

By unraveling all the definitions we see that it is commutative. Thus we easily get that:

ΩX�SY {S � p�1 ΩX{S ` p�2 ΩY {S .

(b) Follows by taking determinant of the exact sequence from (a).

(c) By ex. I.7.2 papY q � 1 and:
papY � Y q � 1� 1� 1 � �1.

But by (b): pgpY � Y q � 1 � 1 � 1.

2.8.4

(a)

pñq Let Y be a complete intersection of codimension r. Then I (homogeneous ideal of Y in krx0, . . . , xns) can be
generated by r elements. Thus, by Problem I.2.17, it can be generated by r homogeneous elements and:

I � pf1, . . . , frq �
¸
i

pfiq ñ I �
¸
IHi ,

where Hi :� Zpfiq.

pðq Let J E krx0, . . . , xns be a (locally principial) homogeneous ideal of codimension 1. Then J must be principial.
Indeed, J corresponds to some Cartier divisor on Pn (cf Remark II.6.17.1.) and every Cartier divisor on Pn is of
the form divpsq for some s P Opdq (cf. Proposition II.7.7.).

Thus, we have: JHi � pfiq for some homogeneous fi P krx0, . . . , xns. Therefore I � pf1, . . .q.

(b) Let Y be a normal complete intersection and let CpY q be its affine cone. Then CpY q is also a complete intersection
(intersection of codimpY q hypersurfaces, that are cones of hypersurfaces intersecting in Y ). Y is normal and thus
it is regular in codimension 1. But then CpY q is also regular of codimension one, since π�1pUiq � Ui � A1 for
some covering pUiqi of Y (cf. Problem II.6.3(a)) and by Proposition II.6.6. But then by Proposition II.8.23 (b),
CpY q must be normal. Thus Y is projectively normal.
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(c) Y is projectively normal and thus by Exercise II.5.4, ΓpPn,OPnplqq Ñ ΓpY,OY plqq is surjective for all l ¥ 0. In
particular, for l � 0: ΓpY,OY q � k. Thus Y is connected (if Y � Y1 Y . . . Y Ys is the connected component
decomposition, then ΓpY,OY q � ks).

(d) we’ll prove it by induction on r. For r � 1 it is obvious. Let us suppose that Yr � H1X . . .XHr is as required. Let
d :� dr�1. We’ll consider the d-uple embedding ϕ : Pn Ñ PN (N � �

n�d
n

� � 1) – note that it’s an isomorphism
onto its image. By Bertini’s theorem, the set of hyperplanes H � ϕpYrq, such that H X ϕpYrq is connected and
regular, is an open dense subset in linear system of hyperplanes. Analogously, the set of hyperplanes H � ϕpPnq,
such that H X ϕpPnq is connected and regular, is an open dense subset in linear system of hyperplanes. Hence
there exists a hyperplane H such that H � ϕpYrq, ϕpPnq and both H XϕpXq and H XϕpPnq are connected and
regular.

Let Hr�1 � ϕ�1pHq – then it is a smooth hypersurface of degree d and moreover, Yr X Hr�1 � ϕpYrq X H is
regular at every point – this ends the proof.

(e) This follows again by induction on r. For r � 0 this is just Exmaple II.8.20. If ωYr � OYr p
°
di � n� 1q then by

Proposition II.8.20 (”Adjunction formula”) and the fact that Hi � dr�1tx0 � 0u:

ωYr�1 � OYr p
¸
di � n� 1q bOpdr�1qOYr�1 � OYr�1p

¸
di � dr�1 � n� 1q.

(f) Let Y � tf � 0u. We have to compute pgpY q � dimk ΓpY,Opd� n� 1qq. Note that the map:

ΓpPn,OpNqq Ñ ΓpY,OpNqq

is surjective and its kernel is f � ΓpPn,OpN � dqq. But ΓpPn,Oppd� n� 1q � dqq � 0 and thus:

pgpY q � dimk ΓpPn,Opd� n� 1qq �
�
d� 1
n



(there are

�
N�n
N

�
monomials of degree N in n� 1 variables).

(g) Let Y � tf � 0u X tg � 0u where f, g are of degrees d, e respectively. We have to compute pgpY q �
dimk ΓpY,Opd� e� 4qq. Note that the map:

ΓpP3,Opd� e� 4qq Ñ ΓpY,Opd� e� 4qq

is surjective and we have to compute its kernel. We have the following exact sequences:

0 Ñ IY Ñ OP3 Ñ OY Ñ 0

0 Ñ IY pd� e� 4q Ñ OP3pd� e� 4q Ñ OY pd� e� 4q Ñ 0

and by taking the long exact sequence we easily see that the desired kernel is H0pIY pd � e � 4qq. But IY fits
into the exact sequence:

0 Ñ Op�d� eq Ñ Op�dq `Op�eq Ñ IY Ñ 0

(the second map is pA,Bq ÞÑ A � f �B � g, the first map is A ÞÑ pA � g,�A � fq). Thus

0 Ñ Op�4q Ñ Ope� 4q `Opd� 4q Ñ IY pd� e� 4q Ñ 0.

Finally, by taking the long exact sequence of cohomology and noting that H0pOp�4qq � 0, etc, we see that this
kernel is

f � ΓpP3,Ope� 4qq ` g � ΓpP3,Opd� 4qq.
Thus:

pgpY q �
�
d� e� 1

3



�
�
d� 1

3



�
�
e� 1

3



� 1

2
depd� e� 4q � 1.

2.8.6

Note that structure of A-module on I is given by pa, iq ÞÑ ra � i for any ra P B1 lifting a.



79

(a) Let g, g1 : AÑ B1 lift f . Then gpxq�g1pxq P I for any x P B1 and (since I2 � 0) pgpxq�g1pxqq � pgpyq�g1pyqq � 0.
Thus impg � g1q � I and:

θpabq � a � θpbq � b � θpaq � gpabq � g1pabq � gpaq � pgpbq � g1pbqq � gpbq � pgpaq � g1paqq �
� gpabq � g1pabq � gpabq � gpaqg1pbq � gpabq � gpbqg1paq �
� gpaqg1pbq � gpbqg1paq � g1pabq � gpabq �
� pgpaq � g1paqq � pgpbq � gpbqq �
� 0

implying that θ is a k-derivation.

Let us suppose that θ : A Ñ I is a derivation and g : A Ñ B1 lifts f . Then g1 :� g � θ obviously lifts f . The
homomorphism property for g1 follows from the derivation formula:

g1pabq � gpabq � θpabq � gpaqgpbq � gpaqθpbq � gpbqθpaq �
� gpaqgpbq � gpaqθpbq � gpbqθpaq � θpaqθpbq �
� pgpaq � θpaqq � pgpbq � θpbqq �
� g1paqg1pbq.

(b) Let A � krx1, . . . , xns{J � krx1, . . . , xns. Let s1, . . . , sn P B1 satisfy si � fpxiq pmod Iq. Then the homomor-
phism h : P Ñ B1 given by hpxiq :� si is well-defined and lifts f .

h lifts f and thus hpJq � I. Therefore h induces a map h : J{J2 Ñ I{I2 � I. This map is A-linear:

hpxi � jq � hpxiq � hpjq � si � hpjq � xi � hpjq

(c) Surjection P Ñ A induces a closed immersion SpecpAq ãÑ SpecpP q and thus by Theorem II.8.17

0 Ñ J{J2 Ñ ΩP {k bAÑ ΩA{k Ñ 0

and ΩA{k is a locally free A-module (ie. Mp is free over Ap for any p P SpecpAq). But a module is locally free
iff it is projective. Thus Ext1pΩA{k, J{J2q � 0 and by applying the functor HomAp�, Iq we obtain an exact
sequence

0 Ñ HomApΩA{k, Iq Ñ HomApΩP {k bA, Iq � HomP pΩP {k, Iq Ñ HomApJ{J2, Iq Ñ 0

Let θ P HomP pΩP {k, Iq be any element whose image in HomApJ{J2, Iq is h. Let h1 :� h� θ. Then:

• h1 is a homomorphism lifting f � π : P Ñ B1 (where π : P Ñ A is the canonical homomorphism) – by (a)
applied to P instead of A,

• h1pJq � 0 – since we chosen θ such that θ|J � h.

Thus h1 induces a homomorphism g : AÑ B lifting f . This ends the proof.

2.8.7 Let X � SpecpAq be affine, F be a coherent sheaf on X and Y be an infinitesimal extension of X by F . Then
Yred � X and thus by Exercise III.3.1 Y is affine: Y � SpecpBq. Let I � rI be such a coherent sheaf of ideals
on Y that pY,OY {Iq � pX,OXq, I2 � 0 and I � F . Then we have the following exact sequence of (non-unital)
commutative rings:

0 Ñ I Ñ B Ñ AÑ 0.

By exercise II.8.6 (with A � B1 :� A, B1 :� B) there exists a k-algebra homomorphism that is a section of
B Ñ A. Thus B � A` I and Y is the trivial extension.

Zadanie dodatkowe:

2.8.A Udowodnij Proposition 8.IA.
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Łatwo sprawdzić, że d : B Ñ I{I2 jest A-derywacją. Niech D : B Ñ M będzie dowolną inną A-derywacją. Aby
pokazać, że D faktoryzuje się przez d, wystarczy wykazać, że jeżeli dpbq � 0, to Dpbq � 0. Załóżmy, że dpbq � 0,
tzn.

bb 1� 1b b �
¸
i

αiβi

gdzie αi, βi P I. RozważmyA-dwuliniowe odwzorowanie Ψpx, yq � Dpxq�y : B ÑM – indukuje ono odwzorowanie
ψpxb yq � Dpxq � y : B bA B ÑM . Mamy Dp1q � 0, więc

Dpbq � 1� 0 � b � ψpbb 1� 1b bq �
¸
i

ψpαiβiq

–wystarczy więc udowodnić, że jeżeli α � °
i ai b bi P I, β � °

j cj b dj P I (tzn.
°
i aibi � 0,

°
j cjdj � 0), to

ψpαβq � 0. Mamy:

ψpαβq � ψ

�¸
i,j

pai � cjq b pbi � djq


�

¸
i,j

Dpaicjq � pbi � djq �

�
¸
i,j

pDpaiq � cj � ai �Dpcjqq � pbi � djq �

�
¸
i

Dpaiqbi �
�¸

j

cjdj

�
�
¸
j

Dpcjqdj �
�¸

i

aibi

�
� 0� 0 � 0
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3. Cohomology

Podrozdział 3.2

3.2.1

(a) niech Y � tP,Qu – wtedy ciąg dokładny: 0 Ñ ZU Ñ ZÑ ZY Ñ 0 indukuje długi ciąg dokładny kohomologii:

0 Ñ ΓpZU , Xq Ñ ΓpZ, Xq Ñ ΓpZY , Xq Ñ H1pZU , Xq Ñ H1pZ, Xq Ñ H1pZY , Xq Ñ . . .

przy czym: ΓpZ, Xq � Z, ΓpZY , Xq � Γpj�pZ|Y q, Xq � ΓpZ, Y q � ΓpZ, tP uq`ΓpZ, tQuq � Z2 oraz H1pZ, Xq � 0.
Załóżmy nie wprost, że H1pZU , Xq � 0, wtedy dostajemy krótki ciąg dokładny:

0 Ñ ΓpZU , Xq Ñ ZÑ Z2 Ñ 0

– sprzeczność, bo Z2 nie jest obrazem Z.

(b) ??

3.2.2 Snop K jest wiotki, jako że jest stałym snopem na nierozkładalnej przestrzeni topologicznej. Snop K{O �°
PPX iP pIP q jest również wiotki jako suma prosta sky-scraperów (które są wiotkie). Stąd I � pK Ñ K{O Ñ

0 Ñ 0 Ñ ...q jest wiotką rezolwentą O.
Z zadania II.1.21 (e) ciąg

0 Ñ ΓpX,Oq Ñ ΓpX,Kq Ñ ΓpX,K{Oq Ñ 0

jest dokładny. Stąd również HipX,Oq :� hipΓpX, Iqq � 0 dla i ¥ 1.

3.2.3

(a) niech 0 Ñ F 1 ϕ1Ñ F ϕ2Ñ F2 Ñ 0 będzie ciągiem dokładnym snopów. Bez straty ogólności możemy założyć, że F 1

jest podsnopem F – wtedy z definicji ΓY pX,F 1q jest podgrupą ΓY pX,Fq.
Ponadto ϕ2 � ϕ1 � 0, więc impϕ1 : ΓY pX,F 1q Ñ ΓY pX,Fqq � kerpϕ2 : ΓY pX,Fq Ñ ΓY pX,F2qq. Pozostaje
sprawdzić odwrotną inkluzję. Załóżmy, że t P ΓY pX,Fq, ϕ2ptq � 0. Wtedy (z dokładności ciągu snopów) t P
ΓpX, kerϕ2q � ΓpX,F 1q, czyli t P ΓpX,F 1q X ΓY pX,Fq � ΓY pX,F 1q � impϕ1 : ΓY pX,F 1q Ñ ΓY pX,Fqq.

(b) niech ϕ : F Ñ F2 będzie surjekcją i załóżmy, że kerϕ � F 1 jest wiotkim snopem. Chcemy pokazać, że
ϕ : ΓY pX,Fq Ñ ΓY pX,F2q jest surjekcją. Oznaczmy U :� XzY .
Niech s P ΓY pX,F2q – wtedy z zadania II.1.16 istnieje t P ΓpX,Fq takie, że ϕptq � s. Z założenia mamy: s|U � 0,
czyli t|U P kerpϕ : FpUq Ñ F2pUqq � F 1pUq. Z wiotkości F 1 istnieje w1 P F 1pXq takie, że w1|U � t|U . Niech
t1 :� t� w1 – wtedy:

• t1 P ΓY pX,Fq, bo pt1q|U � t|U � pw1q|U � 0,

• ϕpt1q � ϕpt� w1q � ϕptq � s (ponieważ w1 P F 1 � kerϕ)

co kończy dowód.

(c) dowód przebiega identycznie, jak w Proposition III.2.5:
jeżeli I jest takim snopem iniektywnym, że F ãÑ I, zaś G :� I{F , to ciąg

0 Ñ F Ñ I Ñ G Ñ 0

jest dokładny oraz G jest snopem wiotkim z zad. II.1.16(b). Długi ciąg dokładny kohomologii z nośnikiem Y dla
powyższego ciągu oraz równość Hi

Y pX, Iq � 0 dla i ¥ 1 daje nam: H1
Y pX,Fq � 0 oraz Hi�1

Y pX,Fq � Hi
Y pX,Gq,

co pozwala na udowodnienie tezy indukcyjnie wg i.

(d) Oznaczmy: U :� XzY . Mamy:

• ΓY pX,Fq ãÑ ΓpX,Fq z definicji,

• kerpΓpX,Fq Ñ ΓpU,Fqq � ts P FpXq : s|U � 0u � ts P FpXq : supppsq � Y u � ΓY pX,Fq,
• ΓpX,Fq� ΓpU,Fq z wiotkości snopa F .
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(e) niech 0 Ñ F Ñ G będzie rezolwentą wiotką F . Wtedy z poprzedniego zadania krótki ciąg kompleksów 0 Ñ
ΓY pX,Gq Ñ ΓpX,Gq Ñ ΓpU,Gq Ñ 0 jest dokładny. Każdy krótki ciąg dokładny kompleksów indukuje jednak
długi ciąg dokładny ich kohomologii – w tym przypadku dostajemy ciąg dokładny z zadania.

(f) niech U :� XzY – wtedy X � U Y V . Zauważmy, że dla dowolnego snopa G: ΓY pX,Gq � ΓY pV,G|V q – istotnie,
odwzorowanie restrykcji ΓY pX,Gq Ñ ΓY pV,G|V q jest:

• iniekcją – jeżeli s P ΓY pX,Gq, to s|U � 0, więc jeżeli s|V � 0, to s � 0 z własności jednoznaczności snopa,

• surjekcją – jeżeli t P ΓY pV,G|V q, to możemy znaleźć s P ΓY pX,Gq takie, że s|U � 0, s|V � t (jako że
t|UXV � 0).

Niech 0 Ñ F Ñ I będzie wiotką rezolwentą – wtedy 0 Ñ F |V Ñ I|V również jest wiotką rezolwentą, więc
podstawiając G :� Ik:

Hi
Y pX,Fq � hipΓY pX, Iqq � hipΓY pV, I|V qq � Hi

Y pV,F |V q

3.2.4 Zauważmy, że dla dowolnego snopa G mamy następujący ciąg dokładny:

0 Ñ ΓY1XY2pX,Gq Ñ ΓY1pX,Gq ` ΓY2pX,Gq Ñ ΓY1YY2pX,Gq Ñ 0

gdzie pierwsze odwzorowanie to: f ÞÑ pf,�fq, zaś drugie: pa, bq ÞÑ a� b. Istotnie:

• pierwsza strzałka jest iniekcją z definicji,

• dla pa, bq P ΓY1pX,Gq ` ΓY2pX,Gq mamy a� b � 0 wtw. gdy a � �b P ΓY1XY2pX,Gq,
• element f P ΓY1YY2pX,Gq jest obrazem pf, 0q P ΓY1pX,Gq ` ΓY2pX,Gq

Stąd, jeżeli 0 Ñ F Ñ I jest rezolwentą iniektywną pewnego snopa F , to krótki ciąg dokładny kompeksów
0 Ñ ΓY1XY2pX, Iq Ñ ΓY1pX, Iq ` ΓY2pX, Iq Ñ ΓY1YY2pX, Iq Ñ 0 indukuje długi ciąg kohomologii z zadania.

3.2.5

Uwaga: w zadaniu powinno być FP :� j�1F zamiast FP :� j�F . Ponadto dla odróżnienia od źdźbła będę stosował
oznaczenie FpP q :� j�F

Zauważmy najpierw, że:

(1) dla dowolnego otwartego U � X mamy: P P U wtw. gdy XP � U , ponieważ zbiory otwarte w przestrzeni
Zariskiego są zamknięte ze względu na generalizację (zadanie II.3.18(b))

(2) jeżeli zbiór D jest domknięty oraz D XXP � tP u, to DztP u jest również domknięty.

D: zbiór DztP u jest konstruowalny, więc wystarczy sprawdzić, że jest zamknięty ze względu na specjalizacje
(zadanie II.3.18(b)). Załóżmy, że P1 ù P2 oraz P2 P DztP u. Z domkniętości D stwierdzamy, że P1 P D.
Ale P1 � P – w przeciwnym wypadku P2 P D XXP ztP u. Stąd P1 P DztP u, więc DztP u jest domknięty.

• Krok I: ΓpXP ,FpP qq �
�
QPXP ker jP,Q, gdzie dla Q P XP przez jP,Q : FP Ñ FQ oznaczamy naturalne

odwzorowanie (drugi system prosty jest „zagęszczeniem” pierwszego).

D: Niech P będzie presnopem U ÞÑ limU�V FpUq na XP ; wtedy z definicji FpP q jest usnopowieniem P. Z
definicji:

H0
P pXP ,FpP qq � ΓP pXP ,FpP qq � ts P FpP qpXP q : @QPXP ,Q�P sQ � 0u

Zauważmy, że:

ΓpXP ,FpP qq � ΓpXP ,P#q �
"
psQq P

¹
QPXP

PQ : DpUiq – pokrycie otwarte XP DfiPPpUiq pfiqQ � sQ @QPUi
*

Ponadto źdźbła PQ � FQ są równe dla dowolnego Q P XP , zaś dowolny element fi P P pUiq � limUi�V FpV q
odpowiada jednoznacznie pewnemu elementowi FpViq dla pewnych zbiorów otwartych Vi,

�
i Vi � XP . Stąd:

ΓpXP ,FpP qq � ΓpXP ,P#q �
"
psQq P

¹
QPXP

FQ : DpViq – tże
�
i Vi � XP DfiPFpViq pfiqQ � sQ @QPViXXP

*
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więc (ponieważ obraz psQqQ w źdźble P#
R dany jest przez naturalne rzutowanie psQqQ ÞÑ sR)

ΓP pXP ,FpP qq � ts P ΓpXP ,FpP qq : sQ � 0 @QPXP ,Q�P u �
� tsP P FP : DpViq – tże

�
i Vi � XP DfiPFpViq pfiqQ � 0 dla Q P Vi XXP , Q � P oraz pfiqP � sP u

� tsP P FP : DV QP DfPFpV q fQ � 0 dla Q P XP , Q � P oraz fP � sP u
(w ostatniej linijce skorzystaliśmy z tego, że jeżeli P P Vi, to XP � Vi)

�
£

QPXP
ker jP,Q

• Krok II: H0
P pX,Fq � H0

P pXP ,FpP qq.
D: Z definicji:

H0
P pX,Fq � ΓP pX,Fq � ts P FpXq : @QPX,Q�P sQ � 0u

Naturalne przeształcenie ΓpX,Fq Ñ FP indukuje przekształcenie ΓP pX,Fq Ñ
�
QPXP ker jP,Q; pokażemy,

że jest ono izomorfizmem:

– iniektywność: jeżeli f P ΓP pX,Fq oraz fP � 0 w FP , to supppfq � ∅, więc f � 0,

– surjektywność: niech rpV, fqs P �QPXP ker jP,Q. Niech D :� supppfq – wtedy D jest domknięte w V oraz
XP XD � tP u. Stąd wynika, że DztP u jest również domknięte w V – uwaga (2) przed rozwiązaniem.
Niech V1 :� V zpDztP uq będzie zbiorem otwartym. Z własności przedłużania snopa istnieje rf P FpXq
takie, że rf |V1 � f |V1 oraz rf |XztP u � 0.

• Krok III: F ÞÑ Hi
P pX,Fq oraz F ÞÑ Hi

P pXP ,FP q są effaceable

D: pierwszy z tych funktorów jest effaceable jako funktor sprzężony.

Nie udało mi się pokazać, że drugi funktor jest effaceable.

3.2.6 Snop I jest iniektywny, jeżeli dla każdych snopów F ¤ G oraz odwzorowania f : F Ñ I istnieje jego
przedłużenie F : G Ñ I (równoważna definicja iniektywności).

• Krok I – „snopowe kryterium Baera”: snop I jest iniektywny wtw. gdy dla każdego zbioru otwartego
U oraz snopa R ¤ ZU oraz dla każdego odwzorowania f : RÑ I istnieje rozszerzenie f do odwzorowania
f : ZU Ñ I.

pñq Wystarczy podstawić w definicji iniektywności F :� R, G :� ZU .

pðq Załóżmy, że I spełnia to założenie i niech F ¤ G, f : F Ñ I. Rozważmy rodzinę:

A :�
"
pF 1, rf : F 1 Ñ Iq : F ¤ F 1 ¤ G, rf |F � f

*
uporządkowaną przez relację pF1, rf1q   pF2, rf2q wtw. gdy rF1 ¤ rF2 oraz rf2|F1 � rf1.
Rodzina A jest łańcuchowo ograniczona (suma mnogościowa łańcucha snopów jest snopem, itd.), więc z
lematu Zorna możemy wybrać element maksymalny pM, F : M Ñ Iq. Załóżmy nie wprost, że M � G,
czyli np.MpUq � GpUq, gdzie U jest ustalonym zbiorem otwartym. Niech h P GpUqzMpUq oraz niechM1

będzie snopem generowanym przezM oraz h, tzn.M1 �M� ZU � h, czyli:

M1pV q :�
#

MpV q, dla V � U

MpV q � ZU pV q � h|V , dla V � U

Rozważmy snop R ¤ ZU , dany przez:

RpV q :� tn P ZU pV q : n � h PMpV qu
oraz odwzorowanie g : R Ñ I dane przez: gpnq :� F pn � h|V q dla n P ZU pV q, V � U (zauważmy, że
wtedy n � h PMpV q, więc F pn � h|V q jest dobrze określone). Wtedy z założenia możemy to odwzorowanie
przedłużyć do G : ZU Ñ I.
Zdefiniujmy F 1 : M1 Ñ I wzorem: F 1pm � n � h|V q :� F pmq � Gpnq dla m P MpV q, n P ZU pV q. Jest to
dobrze określone (nie zależy od wyboru m,n), bo jeżeli m� n � h|V � 0, to n P RpV q, więc

F 1pm� n � h|V q � F pmq �Gpnq � F pmq � gpnq � F pmq � F pn � h|V q � F pm� n � h|V q � F p0q
Stąd pM, F q   pM1, F 1q – sprzeczność z maksymalnością pM, F q oznacza, żeM � G i kończy dowód.
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• Krok II – jeżeli X – noetherowska, U � X – otwarty, R ¤ ZU to R jest generowany przez
skończoną liczbę cięć:

Załóżmy najpierw, że X jest nierozkładalne; przeprowadzimy indukcję po dimX. Niech d P Z� będzie
najmniejsze takie, że Rx � dZ � Z � ZU,x dla pewnego x P U i niech rpV, f P RpV qqs P Rx będzie
generatorem Rx. Wtedy R|V � d � ZU |V (jako podsnop ZU ) – istotnie, dla W � V : RpW q jest podgrupą
Z, zawierającą xf |W y � d � Z, a z drugiej strony RpW q � d1 � Z dla d1|d z minimalności d. Stąd RV � ZV .
Niech Y � XzV – wtedy dimY   dimX, więc z założenia indukcyjnego R|Y ¤ Z|Y jest generowane przez
skończoną liczbę cięć. Stąd również RY :� j�pR|Y q jest generowane przez skończoną liczbę cięć. Z ciągu
dokładnego 0 Ñ ZU � RU Ñ RÑ RY Ñ 0 wnosimy, że R również jest generowane przez skończoną liczbę
cięć.

Niech teraz X będzie dowolne – przeprowadzimy indukcję wg liczby składowych nierozkładalnych. Niech
Y będzie jedną ze składowych nierozkładalnych, zaś U :� XzY . Wtedy z założenia indukcyjnego dla
przestrzeni U stwierdzamy, że snop RU jest generowany przez skończoną liczbę cięć. Podobnie Y wraz ze
snopemRY jest generowany przez skończoną liczbę cięć z pierwszej części dowodu. Stąd i z ciągu dokładnego
0 Ñ RU Ñ RÑ RY Ñ 0 dostajemy tezę.

• Krok III – snop limα Iα jest iniektywny

Z kroku 1 wystarczy pokazać, że jeżeli R ¤ ZU , f : R Ñ limα Iα, to możemy przedłużyć f do F :
ZU Ñ limα Iα. Z kroku II snop R jest generowany przez skończenie wiele cięć, więc istnieje β takie, że
imf � Iβ . Stąd z iniektywności Iβ możemy przedłużyć f : RÑ Iα do F : ZU Ñ Iβ . Złożenie z naturalnym
odwzorowaniem Iβ Ñ limα Iα daje tezę.

Podrozdział 3.3

3.3.1 If X � SpecpAq is affine then obviously Xred � SpecpA{ap0qq is also.

Let us suppose now that Xred is affine. We’ll use Serre’s criterion (Theorem III.3.7) to show that X is affine. Let
us denote the sheaf of nilpotent elements in X by N – then Xred is the closed subscheme of X corresponding
to ideal sheaf N (i.e. OXred � OX{N ) and moreover (since X is noetherian) N k � 0 for some k. Let also
i : Xred ãÑ X be the closed immersion. Let F be an arbitrary coherent sheaf on X. Consider the filtration:

F � N � F � N 2 � F � . . . � N k � F � 0.

We’ll show inductively that HipX,N j �Fq � 0 (induction on j � k, . . . , 0). For j � k the proof is obvious. Let’s
suppose it holds for j � 1, then the exact sequence:

0 Ñ N j�1F Ñ N jF Ñ N jF{N j�1F Ñ 0

yields us a long exact sequence:

. . .Ñ HipX,N j�1Fq Ñ HipX,N jFq Ñ HipX,N jF{N j�1Fq Ñ . . . p�q

But HipX,N j�1Fq � 0 by induction hypothesis. Moreover, N jF{N j�1F has a natural structure of OX{N �
OXred-module and thus N jF{N j�1F � i�G for some coherent OXred-module G on Xred. Thus by Lemma II.2.10:

HipX,N jF{N j�1Fq � HjpXred,Gq � 0,

since cohomology of coherent sheaf on affine scheme is zero. Thus by the long exact sequence p�q we have
HipX,N jFq � 0 – this ends induction step.

3.3.5

piq ñ piiq: WLOG U � SpecpAq is an affine neighbourhood.

(Explanation: if U is an arbitrary neighbourhood of P , then it contains some affine neighbourhood V . Thus,
if f P OpUzP q, then f |V zP P OpV zP q and f |V zP � t|V zP for some t P OpV q. But by sheaf property of O, there
exists t1 P OpUq such that t1|UzP � f |UzP and t1|V � t|V . Thus f |UzP � t1.)
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Let Z � tP u, V :� UztP u. Then by Ex. III.2.3 (e) we have an exact sequence:

0 Ñ H0
ZpU,Oq Ñ H0pU,Oq Ñ H0pV,O|V q Ñ H1

ZpU,Oq Ñ H1pU,Oq Ñ . . .

But Hi
ZpU,Oq � Hi

mpAq (where m is the maximal ideal corresponding to P ) and thus by Ex. 3.4 (b):

H0
ZpU,Oq � H1

ZpU,Oq � 0.

Thus:
OpUq � H0pU,Oq �ÝÑ H0pV,O|V q � OpV q

– this ends the proof.

piiq ñ piq: Let U � SpecpAq be an affine neighbourhood, Z � tP u, V :� UztP u. Then (again by Ex. III.2.3 (e)):

0 Ñ H0
ZpU,Oq Ñ H0pU,Oq Ñ H0pV,O|V q Ñ H1

ZpU,Oq Ñ H1pU,Oq Ñ . . .

By assumption H0pU,Oq Ñ H0pV,O|V q is an isomorphism and thus the homomorphisms

H0
ZpU,Oq Ñ H0pU,Oq and H0pV,O|V q Ñ H1

ZpU,Oq

must be zero. But the first homomorphism is monomorphism (this follows directly from the exact sequence) and
the second homomorphism is epimorphism (since H1pU,Oq � 0, because U is affine). Thus

H0
mpAq � H0

ZpU,Oq � 0 and H1
mpAq � H1

ZpU,Oq � 0

and depthmpAmq ¥ 2 by Ex. III.3.4 (b).

Podrozdział 3.4

3.4.1 Let U � pUiqi be any affine cover of Y and let Vi :� f�1pUiq. Then (since f is affine), V :� pViqi is an affine
cover of X. Note that pf�FqpUi0 X ...X Uipq � FpVi0 X ...X Vipq and thus CpU , f�Fq � CpV,Fq. Therefore:

ȞipU , f�Fq � hipCpU , f�Fqq � hipCpV,Fqq � ȞipV,Fq.

One concludes by using Theorem II.4.5 (since both F and f�F are quasi-coherent, cf. Proposition II.5.8 (c)).

3.4.4

(a) rozważmy naturalne przekształcenie λk : ČkpU,Fq Ñ ČkpB,Fq:¹
i0,...,ik

FpUi0...ikq Q pfi0,...,ikqi0,...,ik ÞÑ pfλpj0q,...,λpjkq|Vj0...jk qj0,...,jk P
¹

j0,...,jk

FpVj0...jkq

Ze wzorów łatwo wynika, że komutuje ono z różniczką Cecha: dkB � λk � λk�1 � dkU. Stąd indukuje ono naturalne
przekształcenie na kohomologiach odpowiednich kompleksów.

(b) rozważmy kompleksy snopów C pU,Fq – wtedy dla rozdrobnienia B pokrycia U istnieje (podobnie jak w (a))
naturalne przekształcenie kompleksów jU,B : C pU,Fq Ñ C pB,Fq. Ponadto z własności uniwersalności re-
zolwenty iniektywnej dla każdego pokrycia U istnieje morfizm kompleksów JU : C pU,Fq Ñ I, wyznaczony
jednoznacznie z dokładnością do homotopii łańcuchowej. Stąd JU oraz JB � jU,B są łańcuchowo homotopijne,
więc indukują te same odwzorowania na kohomologiach. Przykładając funktor ΓpX, �q oraz biorąc kohomologie
uzyskanych kompleksów stwierdzamy, że przekształcenia:

ȞipU,Fq :� hipΓpX,C pU,Fqqq ÝÑ hipIq � HipX,Fq

ȞipU,Fq :� hipΓpX,C pU,Fqqq ÝÑ ȞipB,Fq :� hipΓpX,C pB,Fqqq ÝÑ hipIq � HipX,Fq
są równe.
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(c) zanurzmy F w wiotkim snopie G i niech R � G{F . Wtedy z długiego ciągu dokładnego dla 0 Ñ F Ñ G Ñ RÑ 0
dostajemy: H1pF , Xq � H0pR, Xq � ΓpX,Rq.
Dla dowolnego pokrycia otwartego U rozważmy kompleks DpUq zdefiniowany jako:

DkpUq �
¹

i1,...,ik

FpUi1...ikq{GpUi1...ikq �
¹

i1,...,ik

PpUi1...ikq

gdzie P jest presnopem U ÞÑ FpUq{GpUq (snop R jest usnopowieniem P). Wtedy z długiego ciągu dokładnego
dla 0 Ñ CpU,Fq Ñ CpU,Gq Ñ DpUq Ñ 0 oraz z tego, że hkpCpU,Gqq � 0 dla k ¥ 1 (wiotkość i Proposition
III.4.3) dostajemy:

Ȟ1pU,Fq � h1pCpU,Fqq � h0pDpUqq � kerpd : D0pUq Ñ D1pUqq

Ale dla α � pαiqi P D0pUq � ±
i PpUiq mamy: pdαqij � αi � αj , więc dα � 0 wtw. gdy αi|UiXUj � αj |UiXUj ,

czyli:
Ȟ1pU,Fq � tpαiqi P

¹
i

PpUiq : @i,j αi|UiXUj � αj |UiXUj p�qu

Z definicji usnopowienia:

H1pF , Xq � ΓpX,Rq �
"
psP q P

¹
PPX
PP : DB�pVjqj – pokrycie otw. DfjPPpVjq : @QPVj pfjqQ � sQ p��q

*
Rozważmy naturalne przekształcenia

Γ : lim
U
h0pDpUqq Ñ H1pF , Xq, Γppαiqiq �

�
pαipP qqP



P

gdzie pαiqi P h0pDpUqq, ipP q jest dowolne takie, że P P UipP q, zaś pαipP qqP oznacza kiełek αipP q w punkcie P (z
warunku p�q wynika, że nie zależy on od wyboru ipP q) oraz

Φ : H1pF , Xq Ñ lim
U
h0pDpUqq, ΦppsP qP q � pfiqi P h0pDpUqq

gdzie B, fi są dowolne spełniające warunek (**).
Z definicji wynika w oczywisty sposób, że Γ,Φ są wzajemnie odwrotnymi izomorfizmami, co kończy dowód.

3.4.5 Z poprzedniego zadania: H1pX,O�Xq � limU Ȟ
1pU,O�Xq. Niech L będzie dowolnym snopem odwracalnym na X –

wtedy z definicji L jest lokalnie wolny rangi 1, więc istnieje pokrycie U � pUiqi oraz izomorfizmy ϕi : OUi Ñ L|Ui .
Wtedy ϕij :� ϕ�1

i � ϕj : OUiXUj Ñ OUiXUj jest automorfizmem OUiXUj jako OUiXUj -modułu. Dowolny taki
automorfizm jest jednak postaci:

f : OUiXUj pV q Ñ OUiXUj , fpxq � a � x

gdzie a � fp1q P O�UiXUj . Stąd dowolny snop L odpowiada elementowi paijqi,j P
±
i,j OXpUiXUjq� �: C1pU,O�Xq

(gdzie aij :� ϕijp1q). Z tego, że
ϕij � ϕjk � ϕki � id p�q

dostajemy: aij � ajk � aki � 1, więc paijqi,j jest kocyklem kohomologii Cecha.

Na odwrót, jeżeli paijq P C1pU,O�Xq jest kocyklem w kohomologii Cecha pewnego pokrycia, to odpowiadają
mu jednoznacznie automorfizmy pϕij : OUiXUj Ñ OUiXUj qij . Z zadania II.1.22 snopy OUiXUj możemy skleić za
pomocą pϕijqi,j do pewnego snopu odwracalnego L.

Standardowe przeliczenie pokazuje, że klasa kohomologii nie zależy od wybranego pokrycia, i że powyższe przy-
porządkowania są wzajemnie odwrotne. Ponadto są one homomorfizmami – załóżmy, że mamy dane dwa sno-
py odwracalne L,M które są wolne na pewnym pokryciu B � pVjqj z izomorfizmami: ϕi : OUi Ñ L|Ui ,
ψi : OUi ÑM|Ui , to snop LbOX M jest wolny na B z izomorfizmami:

ϕi b ψi : OUi � OUi bOX |Ui OUi Ñ L|Ui bOX |Ui M|Ui

czyli snop LbOX M odpowiada iloczynowi klas kohomologii.
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3.4.6 Zauważmy, że obraz odwzorowania I Ñ OX , a ÞÑ 1� a leży w O�X – istotnie: p1� aq � p1� aq � 1� a2 � 1, bo
I2 � 0.

Dokładność tego ciągu wystarczy sprawdzić na źdźbłach. Niech x P X – wtedy:

• Ix Ñ O�X,x, a ÞÑ 1� a jest w oczywisty sposób iniekcją,

• a P ker
�
O�X,x Ñ O�X0,x � pOX,x{Ixq�



wtw. gdy a � 1 w OX,x{Ix, czyli gdy a � 1 pmod Ixq, czyli gdy

a P impIx Ñ O�X,xq,
• jeżeli a P O�X0,x � pOX,x{Ixq�, to ab � 1 pmod Ixq dla pewnego b, oraz pab � 1q2 P I2

x � 0. Stąd a � p2b �
ab2q � 1, więc a P O�X,x.

Biorąc długi ciąg kohomologii od podanego ciągu i i korzystając z zadania 4.5 dostajemy drugą część tezy.

Podrozdział 3.5

3.5.2

(a) Let X � Pr, M :� Γ�pFq. Let us suppose WLOG that SupppFq XD�pxrq � 0. Consider the exact sequence:

0 Ñ ker
�
Mp�1q �xrÑ M

�ÑMp�1q �xrÑ M ÑM{xrM Ñ 0.

By ”sheafifing” this sequence we obtain:

0 Ñ RÑ Fp�1q �xrÑ F Ñ LÑ 0.

Thus, by twisting and taking Euler characteristics:

χpRpnqq � χpFpn� 1qq � χpFpnqq � χpLpnqq � 0.

Note that Fp�1q �xrÑ F is an isomorphism overD�pxrq, since xr is invertible over there. Thus SupppRq, SupppLq �
SupppFq and dimpSupppLqq, dimpSupppRqq   SupppFq. We can apply induction hypothesis, to get that χpRpnqq, χpLpnqq
are numerical polynomials. Thus χpFpnqq�χpFpn� 1qq is also a numerical polynomial and thus by Proposition
I.7.3 (b) χpFpnqq is a numerical polynomial.

(b) By Theorem 5.2 (b) for n " 0:

χpFpnqq �
¸
i

p�1qi dimkH
ipX,Fpnqq � dimkH

0pX,Fpnqq � 0� 0� . . . .

By Ex. II.5.9(b) we have H0pX,Fpnqq �Mn for n " 0. This ends the proof.

3.5.10 It suffices to show that if F fÝÑ G gÝÑ H is an exact sequence of coherent sheaves over X then for n " 0 the
sequence: ΓpFpnq, Xq Ñ ΓpGpnq, Xq Ñ ΓpHpnq, Xq is exact. We have:

0 Ñ ker f Ñ G Ñ impgq Ñ 0 ñ 0 Ñ ker fpnq Ñ Gpnq Ñ impgqpnq Ñ 0

0 Ñ ΓpX, ker fpnqq Ñ ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX, impgqpnqq Ñ H1pX, ker fpnqq � 0 p�q
(where H1pX, ker fpnqq � 0 for n " 0 by Serre vanishing). Now note that (since ker doesn’t need sheafification)

ΓpX, ker fpnqq � ker
�

ΓpX,Fpnqq Ñ ΓpX,Gpnqq


.p��q

Moreover, let K :� kerpgq, I :� impgq. Then:

0 Ñ KÑ G Ñ I Ñ 0 ñ 0 Ñ ΓpX,Kpnqq Ñ ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX, Ipnqq Ñ H1pX,Kpnqq � 0

(where H1pX,Kpnqq � 0 for n " 0 by Serre vanishing). Thus:

ΓpX, Ipnqq � ΓpX,Gpnqq{ΓpX,Kpnqq � ΓpX,Gpnqq
N

ker
�

ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX,Hpnqq


� im

�
ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX,Hpnqq



p���q

Therefore by p�q, p��q and p� � �q:

0 Ñ ker
�

ΓpX,Fpnqq Ñ ΓpX,Gpnqq


Ñ ΓpX,Gpnqq Ñ im

�
ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX,Hpnqq



Ñ 0,

which is in turn equivalent to 0 Ñ ΓpX,Fpnqq Ñ ΓpX,Gpnqq Ñ ΓpX,Hpnqq Ñ 0. This ends the proof.
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Podrozdział 3.6

3.6.8

(a) Let K be the function field of X. Let x P X be a closed point and let U be its open neighbourhood. We’ll
show that x P Xs � U for some L, s P LpXq. Let Z :� XzU .

Case I: Z � tξu is irreducible.

Note that (since x R Z) Ox � Oξ. Let f P K satisfy f P Ox, f R Oξ. We define s :� 1{f P K�. Consider
the divisor D :� psq8 – then x R SupppDq, ξ P SupppDq. Now we have:

LpDqpXq � tg P K� : divpgq �D ¥ 0u Y t0u

and thus s may be interpreted as a global section of LpDq. Moreover:

Xs � ty P X : sy R myLpDqyu � ty P X : y R Supppsq0u � pSupp psq0q1.

Finally, we have ξ P Supp psq0 and thus (since Supp psq0 is closed) Z � tξu � Supp psq0, Xs � pSupp psq0q1 �
Z 1 � U . Moreover, x R Supp psq0 implies x P pSupp psq0q1 � Xs. This ends the proof in this case.

Case II: Z is arbitrary.

Let Z � Z1 Y . . .Y Zr be the decomposition into irreducible components. Let us denote Ui � XzZi. Then,
by case I we have Xsi � Ui and x P Xsi for some si P LipXq. Let s :� s1 b . . .b sr P pL1 b . . .b LrqpXq.
Then Xs �

�
iXsi – thus x P Xs, Xs � U . Indeed:

Xs � ty P X : sy � 0 in Ly bOy κpyqu �

(let V pyq
i :� pL1qy bOy κpyq we treat it as a κpyq – vector space)

� ty P X : s1 b . . .b sr � 0 in V
pyq
1 b . . .b V pyq

r u �

(since in vector spaces for vi P Vi we have v1 b . . .b vn � 0 iff vj � 0 for some j)

� ty P X : si � 0 in V
pyq
i for all iu �

£
i

Xsi .

(b) Note that X may be covered by a finite family of open sets pUiqi such that O`ki |Ui Ñ F |Ui Ñ 0 (it suffices
e.g. to take an affine cover, since coherent sheaves over affine schemes are globally generated). By (a) we can
WLOG assume that Ui � Xsi for some si P LipXq. We are going to extend the morphism O`ki |Ui Ñ F |Ui
to a morphism O`ki Ñ F , which is not necesarily surjective.

Let x1, . . . , xki P FpUiq be the images of generators of O`ki |Ui . Note that X is separable and thus the
intersection of any two affine sets is affine – thus X satisfies the assumptions of Lemma II.5.14(b). Using
this lemma, we may find ni such that x1 � snii , . . . , xki � snii extend to y

piq
1 , . . . , y

piq
ki

P F b Lnii pXq. In this

way we obtain morphism O`ki Ñ F (given by p0, . . . , 1, 0, . . . , 0q ÞÑ y
piq
j ) that is surjective on Ui. After

tensoring: pLb�niq`ki Ñ F .

Finally, we obtain morphism `ipLb�niq`ki Ñ F that is surjective on each Ui – thus it is surjective on X.

Podrozdział 3.7

3.7.1 Firstly, let us notice that if M is an invertible sheaf on an integral scheme X and H0pX,Mq � 0 then for any
n ¥ 0: H0pX,Mbnq � 0. Indeed, let f P H0pX,Mq, f � 0. Then fbn P H0pX,Mbnq. Let x P Supppfq, i.e.
fx � 0 inMx � OX,x. Then also fbn � fn � 0 inMbn

x � OX,x. Thus H0pX,Mbnq � 0.

Since L is ample, LbN � OXp1q for some N ¡ 0 and i : X ãÑ Pr. Let us suppose that H0pX,L�1q � 0. Then:

0 � H0pX,L�bN q � H0pX,OXp�1qq.
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We’ll show that this is impossible. Any global section ofOXp�1q is given by a set of sections ti P H0pD�pxiq,OXp�1qq
such that ti � tj after restriction to D�pxixjq. But if S is a homogeneous coordinates ring of X, then

H0pD�pxiq,OXp�1qq � Sp�1qppxiqq �
"
c

xi
: c P k

*
.

Let ti � ci
xi

– then we must have:
ci
xi
� cj
xj

in Sp�1qppxixjqq or (since X is integral) in K :� FracpSq. Thus, either all ci’s are zero, or all are non-zero and
X � �

i,j V pcixj � cjxiq, which is impossible for X of dimension ¥ 1.

3.7.3 Consider the Euler exact sequence:

0 Ñ ΩPn{k Ñ Op�1q`pn�1q Ñ O Ñ 0.

By Ex. II.5.16 (c) for any p ¥ 1 there exists filtration of sheaves:

p©
Op�1qn�1 � F0 � . . . � Fp�1 � 0,

such that:

Fk{Fk�1 �
k©

ΩPn{k b
p�k©
O �

$''&''%
0, k ¤ p� 2

Ωp�1
Pn{k, k � p� 1

ΩpPn{k, k � p

.

(since O has rank 1 and
�2O � 0). Thus we get an exact sequence:

0 Ñ ΩpPn{k Ñ
p©
pOp�1qn�1q Ñ Ωp�1

Pn{k Ñ 0. p�q

Moreover, using the formula
�ppV `W q �À

k�l�p
�k

V b�l
W we get:

p©
pOp�1qmq � à

k1�...�km�p

k1©
Op�1q b . . .b

km©
Op�1q �

(since
�2Op�1q � 0)

� à
k1�...�km�p
kiPt0,1u

k1©
Op�1q b . . .b

km©
Op�1q �

� sum of sheafs of form Opnq, where n   0.

Thus, by applying the long exact sequence of cohomology to p�q we obtain that

HipPn,Ωpq � Hi�1pPn,Ωp�1q p��q

for 1 ¤ i ¤ n� 1 and H0pPn,Ωpq � 0. Thus by Corollary 7.13. we have also HnpPn,Ωpq � 0. Finally, note that
Ωn � ωPn{k � Op�n� 1q and thus

HipPn,Ωnq �
$&%0, i � n

k, i � n
.

Therefore, we obtain the proof using p��q, by downward induction on p.

Podrozdział 3.8

3.8.1 Note that flasque sheaves are f�-acyclic by Corollary II.8.3 and thus we can compute higher direct images by
using flaque resolvents. Let 0 Ñ F Ñ I be a flasque resolution. Then f�I is also flasque (by ex. II.1.16(d))
and moreover it is exact (since hipf�Iq � Rif�F � 0 for i ¡ 0). Thus 0 Ñ f�F Ñ f�I is a flasque resolution
and:

HipY, f�Fq � hipΓpY, f�Iqq � hipΓpX, Iqq � HipX,Fq.
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3.8.2 By Ex. II.8.1 it suffices to show that Rif�F � 0 for i ¡ 0. Let V � SpecpAq � Y be any open affine subset.
Then since f is affine, f�1pV q � SpecpBq for some A-algebra B. Then using Corollary II.8.2, Proposition II.8.5
and Theorem II.3.5:

Rif�pFq|V � Rif�pF |f�1pV qq � HipSpecpBq,F |f�1pV qq� � 0.

Thus Rif�pFq|Vi � 0 for an affine open cover pViqi of Y and Rif�pFq � 0.

Podrozdział 3.9

3.9.1 f is of finite type, thus by Chevalley theorem (ex. II.3.19) the set fpUq is constructible. Thus by ex. II.3.18
it suffices to show that fpUq is closed under generalisation. Let x P U , y ù fpxq; we’ll show that y P fpUq.
Let SpecpAq � Y be any affine open set containing fpxq. Then y P SpecpAq (since SpecpAq is closed under
generalisation). Note that f�1pSpecpAqq is open; therefore we can pick an open affine neighbourhood SpecpBq
of x. Let . The proof follows by applying the going down theorem for flat homomorphisms – we will prove it in
a series of lemmas:

Definition An A-module M is faithfully flat iff it is flat and M bAN � 0 implies N � 0 for all A-modules
N or equivalently, if N Ñ N 1 Ñ N2 is exact iff M bA N ÑM bA N 1 ÑM bA N2 is exact.

Lemma A flat A-module M is faithfully flat iff M b κppq � 0 for every p P SpecpAq iff M b κpmq � 0 for
every maximal m P SpecpAq.
Proof: pñq is trivial.
pðq suppose MbAN � 0. WLOG N is finitely generated. Let us fix an maximal ideal m and let M 1 :�Mm,
N 1 � Nm, k � κpmq. Then also M 1

k bk N 1
k � 0 (where Mk :� M bA k) and thus (since by assumption

M 1
k � 0) N 1

k � 0. Thus by Nakayama’s lemma N 1 � 0. Thus Nm � 0 for all maximal m and thus N � 0.

Lemma Flat homomorphism AÑ B is faithfully flat iff SpecpBq Ñ SpecpAq is surjective iff every maximal
ideal of A is contained in the image of SpecpBq Ñ SpecpAq.
Proof: flat AÑ B is is faithfully flat iff Bbκpmq � 0 for every maximal m P SpecpAq, but SpecpBbκpmqq �
f�1pmq topologically.

Theorem (going-down for flat morphisms) Let A Ñ B be flat. Suppose that q � q1 are prime ideals
of SpecpAq and that q1 � p1 XA for some p1 P SpecpAq. Then q � pXA for some prime p � p1.
Proof: note that homomorphism Aq1 Ñ Bp1 is local homomorphism – thus by the previous lemma it is
faithfully flat. Thus it is surjective. This ends the proof.

3.9.4

(Proof based on [Matsumura, Commutative Ring Theory, Theorem 24.3])

WLOG we can assume that X � SpecpBq and Y � SpecpAq, where A and B are Noetherian and B is an
A-algebra of finite type.

Lemma (”topological Nagata criterion”) Let A be Noetherian. A set U � SpecpBq is open iff:

(1) it is closed under generalisation: if p � q and q P U , then p P U .

(2) if p P U , then U contains a non-empty open subset of V ppq.

Proof: pñq is obvious.
pðq Let U 1 :� SpecpBqzU , Z � U 1 and let Z � Z1 Y . . . Y Zn be the decomposition into irreducible
components. Let Zi � tξiu.
Let us suppose firstly, that ξi P U . Then by (2) for each i there exists a closed set Di � Vi such that
U 1 � Di Y tp : ξi R piu � Di Y tp R Ziu and ξi R Di. Thus U 1 � Di Y

�
j�i Zj . This yields contradiction

with irreducible decomposition.
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Thus ξi P ZzU . But then by (1) we have Zi � V pξiq � U 1 and thus U 1 is closed.

We check the conditions (1) & (2) of the topological Nagata criterion:

(1) suppose that for q P SpecpBq, q1 :� q X A, Bq is an Aq1 -flat module and p � q, p1 :� p X A. Then by
localising at p and using Proposition 9.1A (d) we see that Bp is an Ap1 -flat module. ???? ??????

(2)

3.9.A (Ravi Vakil, 24.2.J.) Suppose π : X Ñ Y is a flat morphism of locally Noetherian schemes. Show that any
associated point of X must map to an associated point of Y .

Solution:

Suppose that ϕ : pA,mAq Ñ pB,mBq is a local homomorphism of local Noetherian rings. Suppose that mB is
not an associated prime, we’ll show that mA is an associated prime. ?????????????

Podrozdział 3.10

3.10.1

Regularity: note that (as k0-algebras):

ApXq :� krx, ys{py2 � xp � tq � k0ptqrx, ys{py2 � xp � tq � k0rx, yspxp�y2q.
But the last ring is the ring of regular functions on Dpxp � y2q � A2

k0
. Therefore, it suffices to note that

A2
k0

is regular and an open subscheme of a regular scheme is regular.

Non-smoothness: Let A :� ApXq � krx, ys{py2 � xp � tq. Then ΩX{k � rΩA{k and

ΩA{k �
Adx`Ady�
dpy2 � xp � tq


 � Adx`Ady

A � y � dy .

Let p :� pxp � t, yqEA. Then A{p � k0p p
?
tq and therefore p is a maximal ideal of A. Thus:

ΩA{k bA A{p � ΩA{k

N
pΩA{k �

Adx`Ady

A � y � dy �A � y � dx�A � pxp � tq � dx�A � pxp � tq � dy �

� k0ptqrxs
pxp � tq dx`

k0ptqrxs
pxp � tq dy � k0p p

?
tq dx� k0p p

?
tq dy

and dimκppq ΩX{k b κppq � 2. Thus X{k is not smooth.

3.10.6 Recall that the normalization of X is given by:

φ : rX :� SpecCrts Ñ X, t ÞÑ pyptq, xptqq :� pt � pt2 � 1q, t2 � 1q.

Lemma The normalization homomorphism:

Crx, ys :� Crx, ys{py2 � x3 � x2q Ñ Crts, px, yq ÞÑ pt2 � 1, t � pt2 � 1qq

identifies Crx, ys with the ring:

A :� tfptq P Crts : fp�1q � fp1qu.

Slogan: „nodal curve is A1 with �1 and 1 identified”.
Proof: ??

Let Y � SpecR2, where:

R2 � tpP1pt1q, P2pt2qq P krt1s ` krt2s : P1p�1q � P2p1qu
(we glue two copies of A1 by glueing �1 to 1 and 1 to �1) and let Y Ñ X be given by A Ñ R2,
W ptq ÞÑ pW pt1q,W pt2qq. We’ll show that Ψ : Y Ñ X is finite étale of degree 2. Recall that an equivalent
definition for this is that Ψ�OY 1 is a locally free OX -module (of finite rank) and fiber over each P P X is a
spectrum of a finite étale κpP q-algebra.
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Note that out of p0, 0q, Y Ñ X is a trivial covering by 2 copies of Xztp0, 0qu. Thus it suffices to check the
neighbourhood of p0, 0q (corresponding to t � �1). Note however, that R2r1{ts is a free Ar1{ps-module of
rank 2 with basis p1, 1q, pt1,�t2q. Indeed, for any pP1, P2q P R2:

pP1, P2q � P1ptq � P2ptq
2

� p1, 1q � P1ptq � P2ptq
2t

� pt1,�t2q,

where P1ptq�P2ptq
2 , P1ptq�P2ptq2t P A. Note also that the fiber over p0, 0q is of degree 2 and contains 2 points.

Thus it must be the spectrum of
±2
i�1 k. This means that Ψ is finite étale.

Remark 1: usually one glues schemes along open subschemes, but affine schemes may be always glued
along closed subschemes, cf. Schwede, Gluing Schemes and a Scheme Without Closed Points.

Remark 2: similarly, if k � k and char k � 0, one can construct a connected finite étale covering of X of
degree n, formed by glueing n copies of A1: we glue �1 P A1

p1q to 1 P A1
p2q, etc.
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4. Curves

Podrozdział 4.2

4.2.5

(a) First part: suppose that fpP q � fpP 1q � Q. Then (by definition of Y ) there exists ψ P AutpXq such that
P 1 � ψpP q. Moreover, f � ψ � f , also by definition of f and Y as the quotient by AutpXq. Therefore (using
eg�hpP q � ehpP q � egphpP qq):

ef pP 1q � ef pψpP qq � eψpP q � ef pψpP qq � ef�ψpP q � ef pP q � r.

Thus:
n � deg f �

¸
P 1Pf�1pQq

ef pP 1q � r �#f�1pQq

and #f�1pQq � n{r.

Second part: using Riemann-Hurwitz formula:

2pgpXq�1q � 2pgpY q�1q�n�
¸
P 1

pef pP 1q�1q � 2pgpY q�1q�n�
¸
Q

¸
P 1Pf�1pQq

pef pP 1q�1q � 2pgpY q�1q�n�
¸
i

pri�1q� n
ri

and by dividing by n we get the desired formula.

(b) Let g1 :� gpY q. If g1 ¥ 1 then:

p2g1 � 2q �
ş

i�1

p1� 1
ri
q ¥ 0� 1

2
.

Now we suppose that g1 � 0. Suppose that s ¥ 5. Then:

�2�
ş

i�1

p1� 1
ri
q ¥ �2� p1� 1

2
q � s ¥ �2� 5

2
� 1

2
.

If s P t0, 1, 2u then this sum is negative so that we must have s P t3, 4u. If s � 4 and this sum is positive then

�2�
4̧

i�1

p1� 1
ri
q ¥ �2� 3 � 1

2
� 2

3
� 1

6
.

If s � 3, we want find minimal positive value of

1� 1
r1
� 1
r2
� 1
r3

over all ri P N¥2. Let WLOG r1 ¤ r2 ¤ r3.

1o If r1 ¥ 3 then the minimal positive value is 1� 1
3 � 1

3 � 1
4 � 1

12 ,

2o If r1 � 2 we consider the following cases:

2oA r2 ¥ 4 – then the minimal positive value is 1� 1
2 � 1

4 � 1
5 � 1

20 ,

20B r2 � 3 – then the minimal positive value is 1� 1
2 � 1

3 � 1
7 � 1

42 .

Thus the minimal positiove value is 1
42 for pg1, s, r1, r2, r3q � p0, 3, 2, 3, 7q.

Finally, we obtain that if this expression is positive, it must be ¥ 1
42 and thus:

p2g � 2q{n � 2pgpY q � 1q �
¸
i

p1� 1
ri
q ¥ 1

42
,

yielding n ¤ 84pg � 1q.
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5. Surfaces

Subsection 5.1

5.1.1 Exactly as in proof of Proposition 5.4.1:

C.D � dimkH
0pX,OCXDq � χpOCq � χpLp�Dq bOCq.

By the exact sequences:
0 Ñ Lp�Cq Ñ OX Ñ OC Ñ 0

0 Ñ Lp�Dq b Lp�Cq Ñ Lp�Dq Ñ Lp�Dq bOC Ñ 0

and additivity of Euler characteristic on exact sequences we obtain:

χpOCq � χpLp�Dq bOCq �
�
χpOXq � χpLp�Cqq



�
�
χpLp�Dqq � χpLp�Dq b Lp�Dqq



,

which is the desired formula.

5.1.2 Note that an equivalent form of Riemann-Roch for surfaces is:

χpLpDqq � 1
2
D.pD �Kq � 1� pa.

By substituting D :� nH we obtain:

χpLpHqbnq � 1
2
H.H � n2 � 1

2
D.K � n� p1� paq

(note that LHS is by the definition the Hilbert polynomial of X). Moreover, by adjunction formula, H.K �
�H2 � 2pπ � 1q. Thus

χpLpHqbnq � 1
2
H.H � n2 � pH2 � 1� πq � n� p1� paq

and the proof follows.
To show the second statement, we have to evaluate

χpOC bOpHqbnq � χpOpHqbnq � χpOp�Cq bOpHqbnq

(the equality follows from additivity on exact sequences). To evaluate χpOp�Cq b OpHqbnq, substitute D :�
nH � C in the above form of Riemann-Roch. Then we obtain:

χpOpHqbnq � χpOp�Cq bOpHqbnq �
�

1
2
nH.pnH �Kq � 1� pa



�

�
1
2
pnH � Cq.pnH � C �Kq � 1� pa



� n �H.C � C.pC �Kq

and the proof follows.
(Remark: the degree of a variety of dimension r in Pn may be also computed as a number of intersection points
with a linear subspace of codimension r in general position)

5.1.3 (a) By additivity:
χpODq � χpOXq � χpLp�Dqq � 1� pa,X � χpLp�Dqq

By Riemann-Roch:

χpLp�Dqq � 1
2
D.pD �Kq � 1� pa,X

Thus 2pa,D � 2 � �2 � χpODq � �2 � p1� pa,X � 1
2D.pD �Kq � 1� pa,Xq � D.pD �Kq.

(b) Follows from (b), since the intersection product depends only on the equivalence class.

(c) ???
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5.1.4 (a) Let D be X treated as a divisor of P3. Note that X is a hypersurface of degree d and thus D � dH, where
H is any hypersurface on P3. Thus by Adjunction Formula from II.8 and by ωP3 � Op�4q:

KX � pKP3 �Dq|X � p�4H � dHq|X � pd� 4qH.

(note that we treat H also as a very ample divisor on X) Moreover, by 1.2, 1 � (degree of P1 � P3) � C.H.
Using the Adjunction Formula from V.1:

2 � 0� 2 � C.pC �KXq � C.pC � pd� 4qHq.

Using the above facts we see that C2 � 2� d.

(b) Let d ¥ 3 and f � xd�yd�xzd�1�ywd�1 and let X be the surface in P3 defined by f . Note that pfq � px, yq
and thus the line x � y � 0 is contained in X. We have to check now that it is non-singular. Consider the
affine part defined by w � 0. By computing partial derivatives, we obtain a system of equations:$'''''&'''''%

xd � yd � xzd�1 � y � 0

dxd�1 � pd� 1q � zd�1 � 0

dyd�1 � 1 � 0

pd� 1qxzd�2 � 0

ô

$''&''%
xd � yd � xzd�1 � y � 0

dyd�1 � 1 � 0

x � z � 0

ô

$''&''%
yd � y � 0

dyd�1 � 1 � 0

x � z � 0

which easily leads to a contradiction. Now we check the affine part x � 0:$'''''&'''''%
1� yd � zd�1 � ywd�1 � 0

dyd�1 � wd�1 � 0

pd� 1qzd�2 � 0

pd� 1qywd�2 � 0

ô
$&%1� yd � zd�1 � ywd�1 � 0

y � w � z � 0

which again leads to a contradiction. Analogously one checks affine subspaces z � 0, y � 0.

5.1.5 (a) Again, as in ex. V.1.4, KX � pd� 4qH, where H is the very ample divisor. Moreover, by ex.V.1.2, H2 � d.
Thus K2

X � pd� 4q2 �H2 � d � pd� 4q2.

(b) Note that by Ex. II.8.3, KC�C1 � pr�C KC � pr�C1 KC1 and thus:

K2
C�C1 � ppr�C KCq2 � ppr�C1 KC1q2 � 2 � ppr�C KCq � ppr�C1 KC1q.

Lemma If X1, X2 are irreducible smooth curves then:

• pr�1D1 � pr�1D2 � 0 for any D1, D2 P DivpX1q,
• pr�1D1 � pr�2D2 � degD1 � degD2 for any D1 P DivpX1q, D2 P DivpX2q.

Proof: ad. (1) WLOG we can assume that (by replacing D1, D2 by linearly equivalent divisors)
supppD1q X supppD2q � ∅. Then pr�1D1 X pr�1D2 � ∅ and thus their intersection product is ze-
ro.
ad. (2) WLOG we can assume that D1 � pP1q, D2 � pP2q. Then pr�1D1 � tP1u � X2 and pr�1D2 �
X1 �tP2u – these curves intersect transversally (the tangent space at any point of X1 �X2 is a direct
sum of tangent spaces of Xi’s) and moreover, their intersection is tP1u�tP2u. Thus pr�1D1 �pr�2D2 � 1.

The proof follows by the Lemma and the fact that degKC � 2pgC � 1q.

5.1.6 (a) We repeat the argument from Example V.4.1. We have:

∆2 � deg∆pLp∆q bO∆q.
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But ΩX{k is by definition

pLp�∆q{Lp�∆q2q|∆ � Lp�∆q bOC�C{Lp�∆q � Lp�∆q bO∆ � pLp∆q bO∆q�1

and thus:
deg∆ppLp∆q{Lp∆q2q|∆q � �degKX � 2� 2g.

This ends the proof.

(b) We’ll prove that the ”intersection matrix” on pl,m,∆q is given by:��� 0 1 1
1 0 1
1 1 2� 2g

��
which is non-singular for g ¡ 0. This will prove the desired independence.

• firstly note that tP1u�C 1 � tP2u�C 1 for any Pi P C. Indeed, these divisors are algebraically equivalent,
as the are ”endpoints” of the family of divisors DP :� tP u � C 1, P P C (T � C in the notation of ex.
1.7).

Therefore l2 � ptP1u � C 1q.ptP2u � C 1q � 0 and analogously m2 � 0.

• l.m � 1, as l Xm � 1 and they meet transversally. Indeed, let l � tP u � C 1, m � tQu � C 1. Let tP , tQ
be the uniformizers and t1 � pr�1 tP , t2 � pr�2 tQ. Then mC�C1,pP,Qq � pt1, t2q and local equations of
l,m are t1, t2. This proves the transversality.

• l.∆ � m.∆ � 1. Again, it suffices to prove transversality. But the local equation of ∆ is t1 � t2 and

pt1, t1 � t2q � pt1, t2q.

5.1.7 (a) It suffices to show that if D0 �prealg D1, E0 �prealg E1 then D0 � E0 �alg D1 � E1. Suppose that D, E
are algebraic ”families of divisors” on X � T1, X � T2 and DPi � Di, EQi � Ei. Consider the ”family of
divisors” on X � T1: D� pr�1E0. One has pD� pr�1E0q|P0 � D0 �E0, pD� pr�1E0q|P1 � D1 �E0 and thus
D0 � E0 �prealg D1 � E0. Analogously, D1 � E0 �prealg D1 � E1. Therefore D0 � E0 �alg D1 � E1.

(b) Let D � divpfq. Then D :� divptf � uq on X � P1 satisfies: D|r1:0s � D, D|r0:1s � 0.

(c) Let D be a Cartier divisor on X � T , DP0 � D, DP1 � D1. Note that any divisor may be presented as a
difference of two very ample divisors (cf. beginning of the proof of Theorem V.1.1). Thus it suffices to show
that D.H � D1.H for a very ample divisor H. But this follows by Theorem III.9.9 – as the family D is flat,
the Hilbert polynomial χpODP pnqq (where Op1q :� H) does not depend on P . Thus also the degree of the
projective embedding of DP associated to H does not depend on P . But this degree is given by DP .H –
this ends the proof.

5.1.8 (a) We can assume that C,D are effective and that they meet transversally (”Chow moving lemma” – cf.
Lemma V.1.2. and the fact that any divisor is a difference of effective divisors). Consider the following
diagram:

PicpXq H1pX,ΩX{kq H1pX,ΩX{kq�

PicpDq H1pD,ΩD{kq H0pD,ODq� � k

cX �

cD �

where:

• PicpXq Ñ PicpDq is given by rCs ÞÑ °
PPCXDpP q for any C in equivalence class of an effective divisor

rCs, which meets D transversally (sometimes one denotes this map by C �D). Equivalently, this is the
map induced by D ãÑ X on cohomology groups: H1pX,O�Xq Ñ H1pD,O�Dq
• H1pX,ΩXq Ñ H1pX,ΩXq� is given by Serre duality: ξ ÞÑ xξ,�y.
• H1pD,ΩDq Ñ H0pD,ODq� � k is given as above.

• H1pX,ΩXq� Ñ H0pD,ODq� � k is given by evaluation of functional on cXpDq.
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We’ll show it is commutative. The left square is commutative by functoriality, the right square by ex.
III.7.4(d). Thus the following maps are the same:

E ÞÑ cXpEq ÞÑ xcXpEq,�y ÞÑ xcXpEq, cXpDqy

E ÞÑ D � E ÞÑ cDpD � Eq ÞÑ xcDpD � Eq,�y ÞÑ (by Ex. III.7.4 (a)) ÞÑ degpD � Eq � D.E.

This ends the proof.

(a) Extend the homomorphism c : PicpXq Ñ H1pX,ΩX{kq to ck : PicpXqk Ñ H1pX,ΩX{kq, where PicpXqk :�
PicpXq bZ k. Using the following lemma:

Lemma 1 ([Riou, REALIZATIONS FUNCTORS, Proposition 2.12., Lemma 2.13]) If G is an abelian
group with a non-degenerate bilinear pairing

G�GÑ Z, px, yq ÞÑ x.y

then for any field k of characteristic 0 the extension of this pairing to

Gk �Gk Ñ k

(where Gk :� GbZ k) is also non-degenerate.
Proof: The existence of pairing easily implies that G is torsion-free. For k � Q this is obvious. Indeed,
if x P GQ and Fx � 0 (where Fxpyq � x.y) then for some N P N, Nx P G and FNx � 0 which implies
that Nx � 0 and x � 0.
Now, if k is arbitrary, this follows by the following fact:

Fact If V,W are Q-vector spaces and f : V Ñ W is injective then f b k : V b k Ñ W b k is
injective for any field k of characteristic 0.
Pf. If dimV   8 then the proof is straightforward (rank of a linear operator may be computed as
rank of highest non-vanishing minor of its matrix, which doesn’t depend on the field of definition).
For general V , one can note that it is an inductive limit of its finitely dimensional subspaces and
use the first paragraph of the proof.

applied for V � GQ, W � V � fpxq :� Fx.

one sees that ker ck � PicnpXqk :� PicnpXqbk (PicnpXq – cycles numerically equivalent to zero). Indeed,
if x P ker ck then for any y P PicpXqk we have:

x.y � xckpxq, ckpyqy � 0

(where x.y is the k-linear extension of intersection pairing to PicpXqk). But by Lemma 1, the intersection
pairing is non-degenerate on PicpXq

PicnpXq bZ k � PicpXqk
PicnpXqk and thus x P PicnpXqk. Note that PicpXqk{ ker ck ãÑ

H1pX,ΩX{kq. Since H1pX,ΩX{kq is a finite dimensional k-vector space, PicpXqk{ ker ck is as well. But
PicpXqk{ ker ck � PicpXqk{PicnpXqk and thus PicpXq

PicnpXq bZ k is finitely dimensional k-vector space. The
proof follows from the below lemma.

Lemma 2 If G is a torsion-free abelian group and GbZ k is a finitely dimensional k-vector space for
a field k of characteristic 0 then G is finitely generated.

5.1.9 (a) Consider the divisor E :� pH.Hq �D � pD.Hq �H. Note that

H.E � pH.Hq �H.D � pD.Hq �H.H � 0

and thus by Hodge index theorem E � 0 or E2   0. In both cases:

0 ¥ E.E � pH.Hq2 �D.D � pD.Hq2 �H.H � 2pH.Hq � pD.Hq �D.H
� pH2q2 �D2 �H2 � pD.Hq2.
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But since H.H is positive (its multiple is degree of X by some embedding, cf. ex. 2), we may divide by it
to obtain:

0 ¥ H2 �D2 � pD.Hq2,
which ends the proof.

(b) Note firstly that l�m is ample. Indeed, let l � tP u�C 1, m � C�tQu. Note that P is ample (any effective
divisor on a curve is ample). Thus there exists s such that sP is very ample, i.e. the associated morphism
ϕsP : C Ñ PS is an embedding. Analogously, for some t, T we have an embedding ϕtQ : C 1 Ñ PT . Without
loss of generality, we may assume that s � t (by replacing s, t by st). Then ϕsP �ϕtP : C �C 1 Ñ PS � PT

is an embedding and the associated very ample divisor is spl �mq. Thus l �m is ample.

????

5.1.10 • Proof of Γ2 � qp2� 2gq:
Let J , I be the ideal sheaves of Γ and ∆ in C � C. Denote also rf :� id� f . Note that

J � tg P OC�C : gpP, fpP qq � 0u � rf�tg P OC�C : gpP, fpP qq � 0u � rf�I.
This shows easily that

N �
Γ,C�C � J {J 2|Γ � rf�pI{I2|∆q � rf�N∆,C�C .

Thus:

Γ2 � �degΓN �
Γ,C�C � �degΓp rf�N �

∆,C�Cq � deg rf � deg∆p rf�N∆,C�Cq � q �∆2 � q � p2� 2gq.

• Proof of Γ.∆ � N : note that N � #pΓ X ∆q and thus it suffices to prove that they meet transversally.
Choose any pP, P q P ΓX∆ and let t P FqpCq be any uniformizer at P (we can choose its coordinates to be
in Fq, since P is in Fq). Then one easily sees that the local equations of ∆ and Γ at pP, P q are respectively
t1 � t2 � 0 and 0 � t2 � f � t1 � t2 � tq1, where ti � pr�i tp� t � priq. But mC�C,pP,P q � pt1, t2q and

pt1 � t2, t2 � tq1q � pt1 � t2, t
q
1 � t1q � pt1 � t2, t1 � ptq�1

1 � 1qq � pt1 � t2, t1q � pt1, t2q.

(since ptq�1
1 � 1q is a unit in OC�C,pP,P q). This proves the transversality.

• Proof of ∆.m � ∆.l � 1: as in Ex. 1.6 (b).

• Proof of l.Γ � 1:

Again, it suffices to prove transversality. But, if l � P � C then local equations at P of l and Γ are t1,
t2 � tq1 (defined as above). But pt1, t2 � tq1q � pt1, t2q.
• Proof of m.Γ � q:

Let m � C � P . We can without loss of generality assume that P P CpFqq. Equations of m and Γ at P are
t2 and t2 � tq1. Moreover:

pt2, t2 � tq1q � ptq1, t2q.
Thus

pm.Γq � pm.ΓqpP,P q � lengthkpOpP,P q{ptq1, t2qq � lengthkp{OpP,P q{ptq1, t2qq � lengthkpkrrt1, t2ss{ptq1, t2qq � q.

• Proof of the inequality:

Let D � rΓ � s∆. Then D is of type pa, bq � pr � s, q � r � sq. By the inequality of ex. 1.9 (b) D2 ¤ 2ab.
Now,

D2 � r2 � qp2� 2gq � s2p2� 2gq � 2rsN.

Write a :� p1� qq �N . Then by the previous inequality:

r2 � qp2� 2gq � s2p2� 2gq � 2rsp1� q � aq ¤ 2 � pr � sq � pq � r � sq
rs � a ¥ �gq � r2 � gs2

|a| ¤ g � pq � r
s
� s

r
q.

Now to minimize the expression q � rs� s
r we take rn, sn P Z such that limn

sn
rn
� ?

q (it follows from AM-GM
inequality that this is the lowest value). We obtain the desired inequality |a| ¤ 2g

?
q.
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5.1.11 (a) Let the classes of P1, . . . , Pn, H generateNumpXqbQ, where SpanQprHsnumqK � SpanQprP1snum, . . . rPnsnumq.
Let D be an effective divisor and suppose that D.H � d. Then

D �
¸
i

aiDi � bH

for ai P 1
NZ (where one can take N equal to the index of SpanZprP1snum, . . . rPnsnumq in NumpXq). Let

also D � °
i eiΓi, where Γi are irreducible curves and ei ¥ 0. Then D.H � d implies that:

d �
¸
i

ei � Γi.H ¥
¸
i

ei,

since Γi.H ¥ 1 (cf. ex. V.1.2). One the other hand, D.H � d implies:

d �
¸
i

aiDi.H � bH.H � 0� bH.H

and thus b � d
H.H .

Consider now D2; we’ll compute it in two different ways. One one hand:

D2 � p
¸
i

aiDi � bHq2 � fpa1, . . . , anq � b2H2,

where
fpa1, . . . , anq :� p

¸
i

aiDiq2 �
¸
i

a2
iD

2
i � 2

¸
i j

aiajDi.Dj

is a quadratic form, which is negative definite by Hodge index theorem.
Note that Γ2

i � Γi.K � papΓiq � 2 ¥ �2. Thus:

D2 � p
¸
i

ei � Γiq2 �
¸
i

e2
iΓ

2
i � 2

¸
i j

eiejΓi.Γj

¥
¸
i

e2
iΓ

2
i ¥

¸
i

eiΓ2
i ¥

¸
i

ei � p�Γi.K � 2q

� �D.K � 2
¸
i

ei ¥ �D.K � 2d � �p
¸
i

aiDi � bHq.K � 2d � lpa1, . . . , anq � constant,

where lpa1, . . . , anq :� �°
i aiDi.K is a linear form.

We obtain an inequality:
fpa1, . . . , anq ¥ lpa1, . . . , anq � constant,

which can be satisfied only for finitely many ai P 1
NZ, since f is negative definite.

(b) Recall that H � l �m is ample.

Lemma Let l � tP u �C, m � C � tQu � C �C. If Γf � C �C is a graph of a morphism f : C Ñ C

of degree d then Γf .l � 1, Γf .m � d.
Proof: note that the local equations of Γf , l,m in a point pP,Qq (where fpP q � Q) are t2 � f�t1, t1,
t2, where tP , tQ are uniformizers at P and Q, t1 � pr�1 tP , t2 � pr�2 tQ. Let f�tQ � tePP � u, where eP is
the ramification index and u P O�P . Then:

• pΓf .lqP � lengthOpP,Qq{pt2 � f�t1, t1q � lengthOpP,Qq{pt2, t1q � 1,

• pΓf .lqP � lengthOpP,Qq{pt2�f�t1, t2q � lengthOpP,Qq{pt2�teP1 �u1, t2q � lengthOpP,Qq{pteP1 , t2q �
eP ,

and the proof follows by noting that
°
PPf�1pQq eP � deg f .

The lemma implies that Γf .H � 2 for any f P AutpCq. Thus, by (a), the subset trΓf s : f P AutpCqu
of NumpXq is finite. Let rf :� id � f . Note that Γf � rf�∆. By properties of numerical equivalence, if
Γf � Γg then (after aplying pf�1q�) ∆ � Γh for h � g�1 � f . Therefore Γg.∆ � ∆2 � 2� 2g   0. Therefore
the irreducible curves Γh and ∆ must be equal. This easily implies that h � id (since h is equal to the
composition C Ñ Γh and projection onto second factor).

5.1.12 The first part is trivial by Nakai-Moishezon Criterion.
The second part (stolen from Piye Yang):
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Lemma A divisor D of degree 2g on a non-singular curve C of genus g ¡ 2 is very ample iff it is not of the
form KX � P �Q for some P,Q P C.
Proof: By Proposition IV.3.1. D is very ample iff for any P,Q:

dim |D � P �Q| � dim |D| � 2.

This is equivalent by Riemann-Roch to lpKX � P � Q � Dq � 0, i.e. (since degpKX � P � Q � Dq � 0)
KX � P �Q�D � 0. This ends the proof.

Let X � C � P1 for a curve C of genus g ¡ 2. Let D1, D2 be two divisors of degree 2g on C such that D1 is
very ample and D2 isn’t. However, D1 � P1 � D2 � P1 (read solution of 5.1.6 (b), first bullet).

Subsection 5.2

5.2.2 (we assume that C is non-singular)
Note that every section σi corresponds to a surjective morphism αi : E Ñ Li and vice versa.
We want to show that σ1pCq and σ2pCq are disjoint iff α1 ` α2 : E Ñ L1 ` L2 is an isomorphism. Note that
(since σi are sections of π : X Ñ C), it suffices to show that for any P P C:

σ1pP q � σ2pP q ô α1,P ` α2,P : EP Ñ L1,P ` L2,P is an isomorphism.

This might be done locally. Fix a point P P C. Let P P U , E |U � O2
U and let αi : E Ñ Li be given by sections

ai, bi P ΓpU,Liq that generate Li over U . WLOG bipQq � 0 for Q P U . Let also rai :� ai{bi P OU . Then the
section σi is given by Q ÞÑ pQ, rraipQq : 1sq P U � P1 � π�1pUq. Observe also that the map αi : O2

P Ñ Li,P is
given by px, yq ÞÑ xai � ybi. Therefore, α1,P ` α2,P : O2

P Ñ L1,P ` L2,P is given by:

px, yq ÞÑ xpa1, a2q � ypb1, b2q. p�q

• if σ1pP q � σ2pP q, then ra1pP q � ra2pP q pmod mP q. This is clearly equivalent to

det

�
a1 a2

b1 b2

�
� 0 pmod mq

Thus the map p�q is surjective pmod mP q and by Nakayama’s lemma it is surjective. But since C is non-
singular, OP is a PID and thus kerα1,P `α2,P is free as a submodule of a free module. But it must be free
module of rank 0, i.e. α1,P ` α2,P is an isomorphism!

• If α1,P ` α2,P is an isomorphism, then the map p�q is surjective pmod mP q, which easily leads to

det

�
a1 a2

b1 b2

�
� 0 pmod mq

and ra1pP q � ra2pP q pmod mP q, which is equivalent to σ1pP q � σ2pP q.
5.2.3 (a) Note that for n large enough, Epnq is globally generated. Thus by exercise II.8.3, there exists an exact

sequence of the form:
0 Ñ OC Ñ Epnq Ñ E 1 Ñ 0,

where E 1 is a locally free sheaf of rank rankpEq � 1. Thus

0 Ñ OCp�nq Ñ E Ñ E 1p�nq Ñ 0.

The proof follows by repeating the above procedure for E1 :� E 1p�nq.
(b) Recall that every invertible sheaf on P2 is of the form Opnq. Suppose to the contrary that 0 Ñ Opn1q Ñ

ΩP2 Ñ Opn2q Ñ 0. By taking the long exact sequence sequence of cohomology we see that H1pP2,ΩP2q � 0,
since HipP2,Opnqq � 0 for i � 0, 2 (Theorem III.5.1.). On the other hand, by taking the long exact sequence
of cohomology for Euler sequence

0 Ñ ΩP2 Ñ Op�1q`3 Ñ O Ñ 0

we obtain H1pP2,ΩP2q � H0pP2,Oq � k. The contradiction ends the proof.
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5.2.4 Note that e � 0, e � 0. Suppose that D corresponds to E Ñ Lpdq Ñ 0. By Proposition V.2.9., D � C0 � df .
Thus:

D2 � C2
0 � pdfq2 � 2C0.d � �e� 0� 2C0.df � 0� 2C0.df � 2 deg d

(since C0.f � 1) which shows that D2 � 2r for r � deg d.

(a) We have to show that there exists d P PicpCq, deg d � r such that there exists a surjection E � OC`OC Ñ
OCpdq. For r � 0 it is obvious. Suppose that r ¥ g � 1. By ex. IV.6.8, there exists a non-special divisor d

of degree r such that |d| has no base points. Choose any D1 P |d|. Then we obtain a natural morphism:

α1 : O � OpD1q � Opdq.

which is an isomorphism on CzsupppD1q. Since |d| has no base points, we may choose another divisor
D2 P |d| such that supppD1q X supppD2q � ∅. Again, Then we obtain a natural morphism:

α2 : O � OpD2q � Opdq.

which is an isomorphism on CzsupppD2q. This implies easily that α1`α2 : OC`OC Ñ Opdq is a surjection.

(b) ???

5.2.5 (a) Choose any divisor D with degD � �e such that �D ¤ K (this is possible, since degp�Dq � e ¤
degK � 2g � 2). Then H1pLp�Dqq � H0pLpK � Dqq� � 0 (since 1 P H0pLpK � Dqq). Choose any
0 � ξ P H1pLp�Dqq � ExtpLpDq,OCq and let

0 Ñ OC Ñ E Ñ LpDq Ñ 0

be the corresponding extension. Note that H0pEq � 0 (since it contains H0pOCq) and H0pE b Lq � 0 for
any degL   0 (this follows by tensoring the above exact sequence by L, taking the long exact sequence of
cohomology and noting that ΓpLpDq b Lq � 0). Thus E is normalized and indecomposable.

(b) Clearly, H0pEq � 0. One easily checks that it suffices to check the ”normalization condition” on the sheaves
of the form Lp�F q, where F is of degree 1. By tensoring the exact sequence by Lp�F q and taking the long
exact sequence of cohomology, we see that H0pE b Lp�F qq � 0 if and only if the map

H0pLpD � F qq Ñ H1pLp�F qq � H0pLpK � F qq� p�q

is not injective. Suppose that

s P H0pLpD � F qq � ts P KX : divpsq ¥ F �Du.

Let E :� divpsq �D�F – note that E P |D�F | and degE � d� 1. We obtain the following commutative
diagram:

H0pOCq H1pLp�Dqq� H0pLpD �Kqq�

H0pLpEqq H1pLpE �Dqq H0pLpK �D � Eqq�

H0pLpD � F qq H1pLp�F qq H0pLpK � F qq�

�

� �

�

�
�

The maps are given by:

• H0pOCq Ñ H0pLp�Dqq� is given by 1 ÞÑ ξ,

• H0pOCq Ñ H0pLpD � F qq is given by 1 ÞÑ s,

• H0pLpK �Dqq� Ñ H0pLpK �D � Eqq� is given by restriction of a functional to the subspace,

• H0pLpK �D � Eqq� Ñ H0pLpK � F qq� is given by Φpxq ÞÑ Φps � xq
This easily implies that s belongs to the kernel of p�q iff ξps � xq restricted to the subspace H0pLpK � F qq
is zero, or in other words iff ξ restricted to H0pLpK �D �Eqq is zero, or in other words iff ξ restricted to
|K �D � E| � E is zero. This easily concludes the proof.
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(c) Let d :� �e and fix any D of degree d. Denote V :� H0pLpK �Dqq, LE :� H0pLpK �D�Eqq. For d � 1
the proof is immediate, thus we assume d � 0. Note that by Riemann-Roch theorem, dimV � g � 1 � d

and for any effective E of degree d � 1, dimLE � g. Let Xd�1 denote the space of effective divisors on C

of degree d� 1 – note that if may be identified with Cd�1{Sd�1 and thus has dimension d� 1. Let also:

B :� tpE,W q P Xd�1 �GrpV,dimV � 1q : LE �W u.

Let π1 : B Ñ Xd�1, π2 : B Ñ Xd�1. Note that for any E P Xd�1, dimπ�1
1 pEq � dimV � 1� g. Indeed, for

a fixed subspace L of dimension g, the hypersurfaces W containing L are in bijection with hypersurfaces of
V {L. But dimGrpV {L,dimpV {Lq � 1q � dimpV {Lq � 1 � dimV � 1� g. By the above considerations,

dimB � dimXd�1 � dimπ�1
1 pEq � pd� 1q � pdimV � 1� gq � 2d� 3.

Thus
dimGrpV,dimV � 1q � dimB � pg � 2� dq � p2d� 3q � g � 1� d ¡ 0

and π2 is not surjective. Choose any W R imπ2 and any ξ P V � such that ker ξ � W . Then by (2), any E
corresponding to ξ P V � � Ext1pOX ,LpDqq is normalized.

5.2.7 Let X � PpEq, where
0 Ñ OC Ñ E Ñ LpP q Ñ 0. p�q

(so that e � P ). Let D be a section of E coming from E Ñ Lpdq Ñ 0, satisfying D2 � 1. Then, by lemma ???:

D2 � C2
0 � ppd� eqfq2 � 2C0.pd� eqf � 1� 0� 2 degpd� eq,

which easily implies that deg d � 1. But any divisor of degree 1 on an elliptic curve is linearly equivalent to a
point: d � pQq.
We will show now that any point Q provides a section D with D2 � 1. Take the dual of the exact sequence p�q
and tensor it with LpQq to obtain:

0 Ñ LpQ� P q Ñ E_ b LpQq Ñ LpQq Ñ 0.

Now take the long exact sequence and use Riemann-Roch to obtain:

0 Ñ 0 Ñ HompE ,LpQqq Ñ ΓpLpQqq � k Ñ 0

Thus, to 1 P LpQq, there corresponds a morphism f : E Ñ LpQq.
This morphism is surjective, since 1 do not vanish on any point R P C. Thus Q One easily sees that ????

5.2.11 (The proof is modeled on the proof of Theorem 2.17. and [Garcia, Perez, The Projective Theory of Ruled
Surfaces])

(We will assume that k is infinite)

(a) First part of the problem: we will show that if b, b� e are effective divisors with no common base points
and b is nonspecial, then there exists a section D � C0 � bf .

Solution: Let d :� b� e. Consider the sequence

0 Ñ O Ñ E Ñ Opeq Ñ 0 p:q

and apply to it the functor HomOC p�,Opdqq � ΓpC, p�q� bOpdqq. Thus we obtain:

0 Ñ ΓpC,Opd� eqq Ñ HomOX pE ,Opdqq Ñ ΓpC,Opdqq Ñ H1pC,Opd� eqq � 0 p�q

(the last equality follows from the fact that b is non-special).

We will show that to give a surjection f : E Ñ Opdq it basically suffices to give:

• two divisors d1 P |d|, d2 P |d� e| such that Supppd1q X Supppd2q � ∅,

(note that |d|, |d� e| have no base points in common, so we can choose such d1, d2)

• an element λ P k� (finitely many choices of λ will be wrong).



103

Indeed, choose d1, d2 and λ as above. Let f1 : O Ñ Opdq be given by O � Opd1q � Opdq. Note that f1 is
an isomorphism outside of Supppd1q and for P P Supppd1q, f1,P : OP Ñ OpdqP is a multiplication by tnPP
(where d1 �

°
Q nQpQq and tQ is the uniformizer at Q). Analogously for d2 we construct f2 : Opeq Ñ Opdq

which is an isomorphism outside of Supppd2q.
Let now rf1 : E Ñ Opdq be any lift of f1 (chich exists by (*)) and let rf2 :� f2 � p : E Ñ Opdq, where
p : E Ñ Opeq. Finally, we put:

f :� rf1 � λ � rf2 : E Ñ Opdq.
Note that f |O � rf1|O � f1|O – thus f is a surjection outside of Supppd1q. Moreover, rf2 is a surjection
outside of Supppd2q (as a composition of two surjections). Thus, in order to show that for P P Supppd1q
and suitable λ, fP : EP Ñ OpdqP is a surjection, it suffices to show the following lemma:

Lemma: Let A be a local ring which is a k-algebra with residue field k, and let M , N be free A-modules
of finite ranks. Suppose that fi : M Ñ N (i � 1, 2) are A-linear and f2 is surjective. Then f1 � λ � f2

is surjective for all λ P k�, excluding finitely many values.
Proof: An A-linear map f : M Ñ N is surjective iff:

• rankApMq ¡ rankApNq,
• the matrix of f has an invertible minor of maximal dimension.

Thus the matrix of f2 must have a submatrix A2 of maximal dimension with invertible determinant.
Let A1 be the corresponding submatrix of matrix of f1. Then it suffices to exclude the solutions λ P k�
of the equation:

detpA�1
2 A1 � λIq � 0 pmod mAq.

Second part of the problem: if |b|, |b� e| are base point free then |D| also:

Solution I: (we assume that k is infinite)

Let P P X. If P R C0 then we can choose b1 P |b| such that πpP q R Supppb1q, since |b| is base point free.
Then P R SupppC0 � b1fq and C0 � b1f � D. Suppose now that P P C0, let πpP q � Q P C0. It suffices to
construct a section σ1 : C Ñ X corresponding to E Ñ Opdq Ñ 0 and such that σ0pQq � σ1pQq (where σ0

corresponds to C0). By the solution of ex. 5.2.2, it suffices to construct α2 : E Ñ Opdq such that

pα1,Q, α2,Qq : EQ Ñ OpeqQ `OpdqQ
is an isomorphism (where α1 : E Ñ Opeq is ”canonical”).

Choose d1, d2 as above, such that Q R Supppd1q (this is possible, since |d|, |d� e| are base point free). Let

α2 :� f � rf1 � λ � rf2

be given as above for a suitable λ. Note that

pα1,Q, α2,QqpOQq � p0, f1,QqpOQq � 0`OpdqQ � OpeqQ `OpdqQ
(since Q R Supppd1q, f1,Q is an isomorphism). Moreover:

pα1,Q, rf2,Qq : EQ Ñ OpeqQ `OpdqQ
factors as:

EQ � OpeqQ pid,f2qÝÑ OpeqQ `OpdqQ
with the image tpa, f2paqq : a P OpeqQu. This easily implies that pα1,Q, α2,Qq is a surjection.

Solution II:

Lemma A divisor D � C0 � bf on a ruled surface X is base point free iff for every P P C:

dim ΓpOXpD � Pfqq � dim ΓpOXpDqq � 2.

Proof: we will prove only pðq, as this is all we will need. Let Q P X, πpQq � P . Consider the exact
sequence:

0 Ñ OXpD � Pfq Ñ OXpDq Ñ OPf pDq Ñ 0
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which induces:

0 Ñ ΓpX,OXpD � Pfqq Ñ ΓpX,OXpDqq Ñ ΓpX,OPf pDqq p:q

Note that D.Pf � C0.Pf � 1, which implies that OPf pDq � OP1p1q. But ΓpP1,OP1p1qq � 2. Thus by
the assumption on the dimensions, the last arrow in p:q is surjective. The linear system associated to
OP1p1q is base point free and thus we may find a divisor D1 in this linear system that does not contain
Q. By p:q, there exists a divisor D2 in the linear system |D| that is equal to D1 after restricting to Pf .
Thus D2 P |D| and Q R SupppD2q as desired.

We have:
0 Ñ OXpbfq Ñ OXpDq Ñ OC0pDq Ñ 0. p::q

Note that OC0pDq � OC0pe� bq – indeed, by Proposition V.2.6.:

OC0pC0q � OXpC0q bOC0 � σ�pOpeqq.
Therefore by p::q we obtain:

0 Ñ ΓpX,OXpbfqq Ñ ΓpX,OXpDqq Ñ ΓpX,OC0pDqq Ñ H1pX,OXpbfqq
Equivalently:

0 Ñ ΓpC,OCpbqq Ñ ΓpX,OXpDqq Ñ ΓpC,OCpe� bqq Ñ H1pC,OCpbqq � 0 p�q
(the last equality follows since b is non-special). In an analogous way, for any P P C:

0 Ñ ΓpC,OCpb� P qq Ñ ΓpX,OXpD � Pfqq Ñ ΓpC,OCpe� b� P qq Ñ H1pC,OCpb� P qq � 0 p��q
(note that b� P is nonspecial – indeed, this follows from the exact sequence

0 Ñ Opb� P q Ñ Opbq Ñ OP Ñ 0

and the equality |b� P | � |b| � 1, which is true since P is not a base point of C). Therefore:

h0pOXpDqq � h0pOXpD � Pfqq � ph0pOCpbqq � h0pOCpb� P qqq � ph0pOCpb� eqq � h0pOCpb� e� P qqq
� 1� 1,

where the last equality follows from the fact that b, b� e are base point free and Proposition IV.3.1. This
ends the proof.

(b)

Lemma D � C0 � bf is very ample iff for every P,Q P C:

h0pOXpD � pP �Qqfqq � h0pOXpDqq � 4.

Proof: Again, we prove only pðq. First we want to separate different points. Let x1, x2 P X, x1 � x2.
Consider two cases:

i. Suppose that πpx1q � πpx2q. Let P � πpx1q, Q � πpx2q. We have an exact sequence:

0 Ñ OXpD � pP �Qqfq Ñ OXpDq Ñ OPf�Qf pDq Ñ 0

and thus:

0 Ñ H0pX,OXpD � pP �Qqfqq Ñ H0pX,OXpDqq Ñ H0pPf,OPf pDqq `H0pQf,OQf pDqq. p�q

But H0pPf,OPf pDqq � H0pP1,OP1p1qq, and from the assumption, we easily see that the last map
in p�q is onto. Note that OP1p1q is very ample. Thus we can choose D1 P |D|Pf |, D2 P |D|Qf | such
that x1 P SupppD1q, x2 R SupppD2q, and then choose D1 P |D| � PpH0pX,OXpDqqq such that
D|Pf � D1, D|Qf � D2. Then x1 P SupppD1q, x2 R SupppD1q.

ii. Suppose that πpx1q � πpx2q � P . One easily sees that for any D, P :

h0pOXpD � Pfqq ¤ h0pOXpDqq � 2.
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Thus the condition from the assumption implies that h0pOXpD � Pfqq � h0pOXpDqq � 2, which
in turn implies that:

0 Ñ H0pOXpD � Pfqq Ñ H0pOXpDqq Ñ H0pOPf pD|Pf qq Ñ 0 p��q

is exact. But D|Pf � OP1p1q is very ample. Thus we may choose D1 P |D|Pf | such that x1 P
SupppD1q, x2 R SupppD1q and then by p��q a D2 P |D| such that D2|Pf � D1.

Now we have to separate tangent directions. Suppose that x P X, t P TxX. Let x P Pf . Again, consider
two cases:

i. t P TxpPfq. Again, as earlier, we find D1 P |D|Pf | such that x P SupppD1q, but t R TxD1, which is
possible since OP1p1q is very ample.

ii. t R TxpPfq. Note that x is not a base point of D � Pf (by Lemma in (a)), and thus there exists
D1 P |D�Pf | such that x R SupppD1q. LetD2 :� D1�Pf . Then x P SupppD2q and TxD2 � TxpPfq
and thus t R TxD2.

As in (a) we obtain:

h0pOXpDqq � h0pOXpD � pP �Qqfqq � ph0pOCpbqq � h0pOCpb� P �Qqqq
� ph0pOCpb� eqq � h0pOCpb� e� P �Qqqq

and the proof again follows from the Proposition IV.3.1 and the fact that b, b� e are very ample.

5.2.15 (a) Analogosly as in the proof of Proposition IV.4.21, we check that H1pOCq � H2pOP2p�4qq and that the
basis of H2pOP2p�4qq is

txa � yb � zc : a, b, c   0, a� b� c � �4u � tx�2 � y�1 � z�1, x�1 � y�2 � z�1, x�1 � y�1 � z�2u

(cf. also the proof of Theorem III.5.1). Also, analogosly as in the proof of Proposition IV.4.21, F� :
H1pOCq Ñ H1pOCq may be identified with the composition of

H2pOP2p�4qq FP2ÝÑ H2pOP2p�4 � 3qq

H2pOP2p�4 � 3qq �fp�1ÝÑ H2pOP2p�4qq,
where f � x3 � y � y3 � z � z3 � y. To compute the image of the first element of basis via Frobenius:

F�px�2 � y�1 � z�1q � rf2 � x�2�3 � y�1�3 � z�1�3s
� ry�1 � x�3y3z�2 � y3z�1 � x�2y�2 � x�5z � x�4z3s
� 0

(note that only the monomials x�2 � y�1 � z�1, x�1 � y�2 � z�1, x�1 � y�1 � z�2 are non-zero in H2pOP2p�4qq).
Analogously we show that F� is zero on the remaining generators.

Remark: in general, for a plane curve f of degree d, in order to compute the matrix of Frobenius action
in the base

B � txaybzc : a, b, c   0, a� b� c � �du
one has to consider F�pxaybzcq � rfp�1 � xpaypbzpcs and check the coefficients of the monomials from B in
the last expression.

(b) Consider the diagram:

0 OCp�P q OC OP 0

0 OCp�3P q OC O3P 0

f� f� f�

By Riemann-Roch: h1pOCp�P qq � 3, h1pOCp�3P qq � 5, h1pOCq � gC � 3. Moreover, since dimSupppOP q �
dimSupppO3P q � 0, by Grothendieck vanishing theorem we obtain: h1pOP q � h1pO3P q � 0. Thus by taking
the long exact sequence of cohomology we obtain the following diagram:



106

H1pOp�P qq H1pOq

H1pOp�3P qq H1pOq
f� f��0

where the arrow on the right is zero by (a) and the horizontal arrows are surjective. But since h1pOCp�P qq �
h1pOCq � 3 and the upper arrow is surjective, it must be an isomorphism. Thus the composition:

H1pOq � H1pOp�P qq f�Ñ H1pOp�3P qq� H1pOq

is the zero map. As a consequence, the map f� : H1pOp�P qq Ñ H1pOp�3P qq cannot be injective.

(c) Let Eppq :� F�E . The canonical morphism of sheaves Eppq Ñ E :

Eppq � E bOC F�COC Ñ E , eb 1 ÞÑ e

yields the commutative diagram:

PpEq PpEppqq

C

φ

Note that
PpEppqq � PpE bOC F�COCq � PpEq �C PpF�COCq � PpEqppq.

and that the upper arrow is the relative Frobenius

FPpEq{C : PpEq Ñ PpEqppq

in particular it is purely inseparable. Note however that since f�E � 0, the exact sequence:

0 Ñ OC Ñ Ep3q Ñ Op3P q Ñ 0

is split. In this way we obtain a section of PpEp3qq Ñ C, denote its image by C3. This section is disjoint with
ϕpC0q (the image of the ”canonical” section of PpEq). Let Y :� ϕ�1pC3q be the scheme theoretical inverse
image of C0. Then ϕ|Y is the relative Frobenius FY {k, since it is an inseparable cover of curves of degree p.

Moreover, since C3.ϕpC0q � 0, one easily checks that Y.C0 � 0. Also, C3.f � 1 easily implies that Y.f � 3
(the ramification degree of Frobenius at any point is 3). This easily implies that Y � 3C0 � 3f .

Let D � 2C0. Then, one hand D satisfies the hypotheses of (2.21b), but on the other hand, it is not ample,
since D.Y � �3� 3 � �6   0.

Subsection 5.3

5.3.1 We mimic the proof of Proposition V.3.4 and Corollary V.3.5. Let I ¤ OX the the ideal sheaf of Y . Since the
blow-up π is a isomorphism above XzY , the sheaves F i :� Riπ�O�X (where i ¡ 0) are supported on Y . Let:

En :� rX �X SpecpOX,y{Inq

Then by formal functions theorem (as the version on wikipedia):

pF iq^ � limÐÝ
n

Riπ�pOEnq p�q,

Moreover:

• En is the closed subscheme of rX given by the ideal J n (where J :� À
k¥1 Ik is the ideal sheaf of E, the

exceptional set)

Pf: En � ProjppÀk¥0 Ikq bOX{Inq � ProjpÀk¥n Ik{Ik�1q � ProjppÀk¥0 Ikq{J nq.
• Riπ�pJ n{J n�1q � 0 for i ¥ 1 and n ¥ 0.

Pf: indeed, note that I{I2 is a vector bundle of rank d, cf. [Thm II.8.17.] and thus E � PpI{I2q is a
projective bundle over Y (cf. Theorem II.8.24. (b)) and J n{J n�1 � SnpJ {J 2q � OEpnq. Thus the proof
follows by the below lemma:
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Lemma If π : PpEq Ñ Y is a projective bundle, then for every n ¥ 0 and i ¡ 0:

Riπ�pOPpEqpnqq � 0.

Proof: by Cech coverings, see [Stack 01XX].

• Riπ�pOEnq � 0 for i ¥ 1, n ¥ 1.

Pf: by noting that
0 Ñ J n{J n�1 Ñ OEn�1 Ñ OEn Ñ 0,

taking the long exact sequence for π� and using Riπ�pJ n{J n�1q � 0, we see that

Riπ�pOEn�1q � Riπ�pOEnq.

But Riπ�pOE1q � Riπ�pOEq � Riπ�pOPpI{I2qq � 0 for i ¥ 1 (by the above Lemma).

• pF i � F i – this follows, since F i is supported on Y . Indeed, IF i � 0 and thus pF i � limÐ,n F i{InF i �
limÐ F i � F i.

Thus by p�q F i � 0.

The fact that π�O�X � OX follows again from the fact that X is normal and π is birational (Cf. proof of (III,
11.4)). Now from Ex. III.8.1 or Leray spectral sequence we conclude that Hip rX,O�Xq � HipX,OXq for all i ¥ 0.
Thus:

pap rXq � p�1qdim �XpχpO�Xq � 1q � p�1qdimXpχpOXq � 1q � papXq.

Remark: it is also possible to prove this, using the usual version of Formal Functions Theorem, by taking
an aribitrary y P Y and noting that the fiber rXy Ñ Specpkpyqq is a projective space over kpyq, cf. Math
StackExchange, q

5.3.2 Let r, s be the multiplicities of C and D at P , respectively. Recall that π�C � rC � rE, π�D � rD � sE. Thus:

rC. rD � pπ�C � rEq.pπ�D � sEq � π�C.π�D � rπ�C.E � sE.π�D � rsE.E � C.D � 0� 0� rs.

This proves the first part. As for the second part, keep blowing up the surface at all intersection points of C
and D that do not meet transversally. Let Cn :� rCn�1, Dn :� rDn�1 be the images under those blow-ups. For
n " 0, we will obtain that Cn and Dn will meet transversally and Cn, Dn do not posses any multiple points.
Thus Cn.Dn �

°
PPCnXDn 1 � °

PPCnXDn µP pCnq � µP pDnq and

C.D �
¸
i

risi � Cn.Dn �
¸

PPCXD
µP pCq � µP pDq

(the last sum including infinitely near points).

5.3.3 Let D :� 2π�D � E. We’ll use the Nakai-Moishezon criterion.

Lemma Every irreducible curve on rX is of the form rC for some irreducible curve C � X or E.

• D2 ¡ 0:

Proof:
D2 � p2π�Dq2 � E2 � 4 � π�D.E � 4D2 � 1� 0 ¡ 0,

since D is very ample and thus D2 � degX ¡ 1.

• D.E ¡ 0:

Proof:

D.E � p2π�D � Eq.E � 0� E2 � 1.
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• D. rC ¡ 0:

Proof: using Proposition V.3.6. (where r � µP pCq) and Ex. V.1.2:

D. rC � p2π�D � Eqpπ�C � rEq � 2π�D.π�C � E.π�pC �Dq � r � E2 � 2 � degC � r

(here deg denotes the degree under the embedding X ãÑ PN given by D). To finish the proof we need the
following Lemma:

Lemma Suppose that C is a curve on surface X � PN . Then for any P P C:

µP pCq ¤ degC.

Proof: let D be any very ample divisor on X such that P P D. Then by the previous problem:

degC � C.D �
¸

QPCXD
µQpCq � µQpDq ¥ µP pCq.

(one has to assume that D is a curve for this proof to work – but maybe it can be done using Bertini?)

5.3.5 Let r � 2g � 2� δ, where δ P t0, 1u. The projective closure of this curve is:

Y 2Zr�2 �
r¹
i�1

pX � aiZq.

By substituting Z � 0, we see that the only point at infinity is P � r0 : 1 : 0s and by compitng partial derivatives,
we see that P is singular. Take the affine subset tY � 0u, given by the equation:

zr�2
0 �

r¹
i�1

px0 � aiz0q

(where x0 � X{Y , z0 � Z{Y ).

First blow up:

Take the blow up C1 – it is given by: $&%zr�2
0 �±r

i�1px0 � aiz0q
u1z0 � z1x0.

Take the affine part z1 � 0 – we will show that it doesn’t contain preimages of P :

x0 � u1z0 ñ zr�2
0 �

r¹
i�1

pu1z0 � aiz0q1 � z2
0 �

r¹
i�1

pu1 � aiq

and by substituting z0 � 0 we see that there are no solutions. On the affine part u1 � 0 we have:

z0 � z1x0 ñ pz1x0qr�2 �
r¹
i�1

px0 � aiz1x0q ñ zr�2
1 � x2

0 �
r¹
i�1

p1� aiz1q

If r ¡ 2, this is still singular at P1 � p0, 0q.
The next blow up-s are similar:

nth blow up: (for n � 2, 3, . . . , t, where t :� g � 1� δ)

in the previous step we obtained the curve:

Cn�1 : zr�2n�2
1 � x2

n�2 �
r¹
i�1

p1� aiz1q

with a singular point Pn�1 � p0, 0q. We blow up by substituting unxn�2 � z1xn�1 and on un � 0 we obtain:

zr�2n�2
1 � z2

1x
2
n�1 �

r¹
i�1

p1� aiz1q

zr�2n
1 � x2

n�1 �
r¹
i�1

p1� aiz1q

with the preimage of Pn�1 being Pn � p0, 0q. On un � 0 there are no preimages of Pn�1.
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The last step: after the final blow up we obtain the curve:

zδ1 � x2
t�1 �

r¹
i�1

p1� aiz1q.

• if δ � 1, there is only one point over P : p0, 0q,
• if δ � 0, there are precisely 2 points over P : pz1, xt�1q � p0,�1q.

To get the usual form of the normalization, multiply the last equation by zδ1
x2
t�1

:

�
zδ1
xt�1


2

� zδ1 �
r¹
i�1

p1� aiz1q

and substitute u � z1, w � zδ1
xt�1

to get:

w2 � uδ �
r¹
i�1

p1� aiuq.

Now we want to figure out, how to glue y2 � fpxq and w2 � f�puq. Note that

x0 � X{Y � x{y, z0 � Z{Y � 1{y
z1 � z0{x0 � 1{x,

xn � xn�1

z1
� . . . � px0

z0
qn � x0 � xn�1

y

w � zδ1
xt�1

� y

xg�1

i.e. finally pu,wq � p1{x, y{xg�1q.
Genus: ????

Subsection 5.4

5.4.5 Let lij (i, j � 1, 2, 3, i � j) be the 6 lines AB1, AC 1, . . ., CB1, let Q be the quadrics through A,B,C,A1, B1, C 1

and let l be the line PQ. Consider the family of cubics:

Qλ :� l21l13l32 � λl12l23l31

(where λ P C is a parameter) and note that for every λ, Qλ contains the nine points A,B, . . . , C 1, P,Q,R.

By Corollary V.4.5., there exists a unique point R1 such that every cubic containing eight points A,B, . . . , C 1, P,Q
contains R1. Note that QλXQλ1 has nine points (Bezout theorem): A, . . . , R and on the other hand R1 P QλXQλ1 ,
which easily implies that R1 � R.

Consider now the cubic:
Q � l

and note that the eight points A,B, . . . , C 1, P,Q belong to it. Thus R also belongs to it, which is possible only
if R P l (if we would have R P Q then the line l21 would have 3 intersection points with Q, contradicting Bezout
theorem). This ends the proof.

5.4.12 Note that by Theorem V.4.11, D is very ample, thus there exists a smooth divisor in |D| by Bertini theorem;
WLOG D is smooth. Consider the short exact sequence:

0 Ñ OXp�Dq Ñ OX Ñ OD Ñ 0,

giving rise to:

0 Ñ H0pX,OXp�Dqq Ñ H0pX,OXq Ñ H0pX,ODq Ñ H1pX,OXp�Dqq Ñ H1pX,OXq � 0 p�q

(the last equality follows by the fact thatH1pP2,OP2q � 0 and by Proposition V.3.4.). Moreover,H0pX,OXp�Dqq �
0 (the ”obvious” case of Kodaira vanishing) and h0pX,OXq � h0pX,ODq � 1 (all regular functions on a projec-
tive variety are constant). Thus by p�q we easily obtain H1pX,OXp�Dqq � 0.
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Subsection 5.5

5.5.2 We mimic the proof of Theorem V.5.7. Let Y.Y � �s for s ¡ 0 and choose a very ample divisor H such that:

• H1pX,Hq � 0,

• Y.H � k � s for some k P Z�.

LetM :� OXpH � kY q.
• Step I:M is generated by global sections (and thus defines a map f : X Ñ PN ).

• Step IA: H1pOXpH � iY qq � 0 for i � 0, . . . , k � 1.

Pf: we prove this by induction on i. For i � 0 this follows by the above assumption. Suppose it holds for
i� 1. Consider the exact sequence

0 Ñ OXpH � pi� 1qY q Ñ OXpH � iY q Ñ OY bOXpH � iY q Ñ 0

and note that OY bOXpH � iY q � OP1pH.Y � iY.Y q � OP1ps � pk� iqq. By taking the long exact sequence
and observing that H1pOP1ps � pk � iqqq � 0 (since s ¡ 0, k � i ¡ 0) we obtain the desired equality.

• Step IB: H0pX,Mq Ñ H0pY,MbOY q is onto.

Pf: consider the exact sequence:

0 ÑMbOp�Y q ÑMÑMbOY Ñ 0,

take long exact sequence and note that H1pOpH � pk � 1qY qq � 0 by a previous step.

• Step IC: Note that M is generated by global sections away from Y , since |H � kY | has no base points
away from Y .

• Step ID:M is generated by global sections also on Y .

Pf: note thatMbOY � OP1pH.Y �kY.Y q � OP1 and OP1 is generated by the global section 1. Lifting this
global section toM by Step IB, and using Nakayama, we see that on Y ,M is generated by this section.

• Step II: f is an isomorphism away from Y and fpY q is a point.

Pf: note that since H is very ample, the linear system |H � kY | separates points and tangent vectors away
from Y , and also separates points of Y from points not on Y . Moreover,MbOY � OP1 . But the morphism
P1 Ñ PN given by the trivial sheaf on P1 is a constant morphism, hence the image of Y is a point.

This ends the proof.

5.5.3 Use the projection formula (Ex. III.8.3) with F � O�X and E � ΩX{k (note that E is locally free, since ????), to
obtain for i ¡ 0:

Riπ�pπ�ΩX{kq � Riπ�pO�Xq b π�ΩX{k � 0

(the last equality – by Proposition V.3.4). Thus by Leray Spectral Sequence (cf. also ex. III.8.1) Hip rX,π�ΩX{kq �
HipX,π�π�ΩX{kq � HipX,ΩX{kq (by Projection Formula, π�π�ΩX{k � ΩX{k b π�O�X � ΩX{k).

We’ll show now that Ω�X{X � ΩE . This is obvious out of E, since both sheaves vanish there. Let U � SpecpAq be
a neighbourhood of P with local coordinates x, y. Then π�1pUq � ProjpArt, us{pty�xuqq. Consider the „affine”
piece with t � 1: W :� SpecpArt, us{pty�xu, t� 1qq � SpecpArus{py�xuqq. Then Ω�X{X |W is the coherent sheaf
corresponding to:

Arus{py � xuq du�
dpy � xuq


 �

(note that d is A-linear)

� Arus{py � xuq du�
x du


 � Arus{px, yq du �

(since A{px, yq � k)
� krus du,

which is just ΩA1u � �krus du.
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Consider the „first exact sequence”:

0 Ñ π�ΩX Ñ Ω�X Ñ Ω�X{X Ñ 0. p�q

We start by proving that it is exact also on the left. Indeed, let Q P rX, we want to check that ΩX,πpQq Ñ Ω�X,Q
is injective. If πpQq is not center of π then this is an isomorphism. Suppose that πpQq is the center of π. Then
π is locally of the form ProjpArs, ts{pty � sxqq Ñ SpecpAq (for x, y – local coordinates around πpQq) and
ΩX,πpQq Ñ Ω�X,Q is of the form:

A1dx�A1dy Ñ dB1

where A1 � OX,πpQq, B1 :� A1rss{py � sxq. It is easy to check that this is injective.

By taking the long exact sequence of p�q, and noting that Ω�X{X � ΩE � OP1p�2q, we obtain:

. . .Ñ ΓpΩ�X{Xq � ΓpOP1p�2qq � 0 Ñ H1pX,ΩXq � H1p rX,π�ΩXq Ñ H1p rX,Ω�Xq Ñ H1pX,ΩEq � H1pOP1p�2qq � k.

We are left with showing that the map H1p rX,Ω�Xq Ñ H1pE,ΩEq is non-zero. But this map is by definitions the
map xηpEq,�y (in the notation of the exercises III.7.4 and V.1.8). Since x�, �y is non-degenerate, we have to show
that ηpEq � 0. But xηpEq, ηpEqy � E.E � �1. This ends the proof.

5.5.4 By Corollary V.5.4., we may present f : X Ñ X 1 as:

X � X0
f1Ñ X1

f2Ñ . . .
fnÑ Xn � X 1,

where fi is the blow-up of Xi at some Pi P Xi.

(a) We will prove the theorem by induction on n. If n � 0, this is obvious. Fix n. Consider the following three
cases:

• P1 R f1pY q.
In this case, since f1 is an isomorphism over X1ztP1u. In particular, Y � π�Y1 � Y1 and Y.Y �
π�Y1.π

�Y1 � Y1.Y1 and the proof follows by induction hypothesis.

• fpY q � P1.

In this case Y is the exceptional divisor and Y � P1, Y.Y � �1.

• fpY q � Y1 is an irreducible curve with P1 P Y1.

In this case, Y � �Y1 is the strict transform of Y1. Thus Y � π�Y1 � rE (r – multiplicity of P1 on Y1,
E – exceptional divisor) and Y 2 � pπ�Y1 � rEq2 � Y 2

1 � r2. By induction hypothesis, Y1 � P1 and
Y1.Y1   0. Thus Y 2   0. Moreover, Y is the blow-up of P1 at one point – thus Y � P1.

(b) Let WX,P � NSpXq b Q be the subspace spanned by the curves Γ with fpΓq � P . We have to show that
for any D P WX , D � 0, we have D2   0. Again, we will prove the theorem by induction on n. If n � 0,
this is obvious. Fix n. Consider two cases:

1o P1 � P .

Let Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zt be the irreducible curves that form the basis of WX1,P , where P1 P Y1, . . . , Ys

and P1 R Z1, . . . , Zt. Then WX,P is spanned by �Y1, . . . , rYt and π�Z1, . . . , π
�Zt. Thus, if D PWX,P then:

D �
¸
i

ai rYi �¸
i

biπ
�Zi �

¸
i

aipπ�Yi � riEq �
¸
i

biπ
�Zi

(where ri is the multiplicity of P1 on Yi) and thus:

D2 � p
¸
i

aipπ�Yi � riEq �
¸
i

biπ
�Ziq2

� pπ�D1 � rEq2 � pπ�D1q2 � r2E2 � 2rE.π�D1

� pD1q2 � r2 � 0   0,

since pD1q2   0 by induction hypothesis.

2o P1 � P .
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In the notation of 1o, WX,P is now spanned by �Y1, . . . , rYt, π�Z1, . . . , π
�Zt and the exceptional divisor

E. Thus if D PWX,P then:

D �
¸
i

ai rYi �¸
i

biπ
�Zi � cE �

¸
i

aipπ�Yi � riEq �
¸
i

biπ
�Zi � cE

and analogously:

D2 � pπ�D1 � rEq2 � pπ�D1q2 � r2E2 � 2rE.π�D1

� pD1q2 � r2 � 0   0,

since pD1q2   0 by induction hypothesis.

5.5.7 Let |H| be a very ample divisor on X0. Let H0, H1 P |H|, P P H0, P R H1 (we can choose H0, H1, since H is
very ample). Note that P R H1 implies Y.f�H1 � 0, since fpY q � P . On the other hand, H1 � H0 and thus
f�H1 � f�H0 and Y.f�H0 � 0.
We’ll prove that f�H0 � �H0 � rY for some r P Z¡0. Indeed:

• pf�H0q|XzY � �H0|XzY (as divisors),

• f�H0 � �H0 Y Y (as sets),

• f�H0 � �H0 – indeed, otherwise Y � �H0. But ...????

Thus:
0 � Y.f�H0 � Y.p�H0 � rY q � Y.�H0 � rY 2 Y 2 � �1

r
Y.�H0

and the last expression is negative (since �H0 is a curve that must meet Y ).

5.5.8 Remark: ”Show that z is irreducible in A...” should be replaced by ”Show that z is prime in A...”

(a) • z is prime in A:

note that A{pzq � krx, ys{px2 � y3q and this ring is an integral domain. Thus z is prime.

• t P kru, vs:
0 � x2 � y3 � z5 � x2 � y3 � t�5 ñ t � �pt6 � x2 � t6 � y3q � �pu2 � v3q.
• Arz�1s � kru, v, t�1s: note that u, v, t�1 P Arz�1s. Moreover, z�1 � t P kru, vs. Obviously, x � t�3 � u P
kru, v, ts, y � t�2 � v P kru, v, ts.
• A is UFD:

Note that Arz�1s � kru, v, zs � krU, V, Zs{pZ � pU2 � V 3q � 1q � krU, V, 1
U2�V 3 s. But a localization of

a UFD is UFD and thus Arz�1s is a UFD.

But if a localization of a ring on a prime element is a UFD, then the original ring must also be UFD.
This ends the proof.

(b) We will use the following simple principles:

• if C1 is a curve on X, P R C1, π : rX Ñ X is a blow-up on P , and E � π�1pP q is an exceptional divisor,
then π�1pC1q X E � ∅,

• if C is a curve on X, E – exceptional divisor of the blow up rX Ñ X with respect to P and P P C,
then rC X E � ∅.

By abuse of notation, we will denote any curve in the same way as its strict transform.

First blow-up: Let us perform blow-up at P1 � p0, 0, 0q:$''&''%
xy1 � yx1

yz1 � zy1

zx1 � xz1

• on the patch x1 � 0 we obtain a smooth surface 1� y3
1x� z5

1x
3 � 0,

• on the patch y1 � 0 we obtain a smooth surface x2
1 � y � z1y

3 � 0,
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• on the patch z1 � 0 we obtain a surface x2
1�y3

1z�z3 � 0 with a singularity at px1, y1, zq � p0, 0, 0q. Note
that the exceptional divisor is z � x1 � 0 (actually it is a double line iwth the equation z � x1 � 0),
which we denote by `1. Note that it passes through the singular point.

2nd blow-up: Now we blow-up x2 � y3z � z3 � 0 at P2 � p0, 0, 0q. The only non-smooth patch is y1 � 0
with the equation x2

1� y2z1� yz3
1 � 0. The strict transform of `1 (denoted again by `1) is z1 � x1 � 0. The

exceptional divisor is `2 : y � x1 � 0. Note that both lines pass through the singular point.

3rd blow-up: Now we blow-up x2�y2z�yz3 � 0 at P3 � p0, 0, 0q. Now there are two non-smooth patches:

• y1 � 0 with the equation: x2
1 � yz1 � y2z3

1 � 0. It has a singularity in P4 � p0, 0, 0q. We compute now
the strict transform of `1 : z � x � 0:

x2
1 � yz1 � y2z3

1 � 0, z1y � x1y � 0 and y � 0 ñ z1 � x1 � 0,

i.e. its given by z1 � x1 � 0 (we denote it again by `1). Again, `1 passes through this singular point.
For `2:

x2
1 � yz1 � y2z3

1 � 0, y � x1y � 0, y � 0

gives a contradiction, i.e. the strict transform of `2 does not pass through this patch. The exceptional
divisor is x2

1 � yz1 � y2z3
1 � 0, y � 0, i.e. `3 : x1 � y � 0.

• z1 � 0 with the equation: x2
1�y2

1z�y1z
2 � 0. It has a singularity in P5 � p0, 0, 0q. The strict transform

of `1 does not pass through this patch. The strict transform of `2 is given by `2 : y1 � x1 � 0. The
exceptional divisor is x2

1 � y2
1z � y1z

2 � 0, z � 0, i.e. `3 : x1 � z � 0.

Note in particular that `1, `2 are now disjoint, and thus will be disjoint after next blow-ups.

4th blow-up: we blow up with respect to P4, i.e. x2 � yz � y2z3 � 0 at p0, 0, 0q. One easily checks that it
will be smooth on every patch. We denote the exceptional divisor by `4 (one easily checks that it is a line).
Note that (the strict transform of) `1 will intersect `4, since P1 P `1 in the previous blow up. Analogously,
`3 X `4 � ∅.
Obviously, `2 X `3 � ∅, since P4 R `2 in the previous blow up.
One easily checks that `1 X `3 � ∅, since `1 passes only through third patch and `3 through second patch.

5th blow-up: we blow up with respect to P5, i.e. x2 � y2z � yz2 � 0 at p0, 0, 0q. Again there are two
non-smooth patches:

• y1 � 0 with the equation: x2
1� yz1� yz2

1 � 0 with two singularities at P6 � p0, 0, 0q and P7 � p0, 0,�1q
(in the full set of coordinates: px, y, z, x1, y1, z1q � p0, 0, 0, 0, 1,�1q). The strict transform of `2 does not
pass through this patch, while the strict transform of `3 is `3 : x1 � z1 � 0. The exceptional divisor is
`5 : y � x1 � 0.

• z1 � 0 with the equation: x2
1 � y2

1z � y1z � 0 with two singularities at P8 � p0, 0, 0q and P7 � p0, 1, 0q
(in the full set of coordinates: px, y, z, x1, y1, z1q � p0, 0, 0, 0, 1,�1q – thus it coincides with the point
p0, 0,�1q from the previous patch). The strict transform of `2 is `2 : y1 � x1 � 0. The strict transform
of `3 does not pass through this patch. The exceptional divisor is `5 : x1 � z � 0.

6th blow-up: we blow up with respect to P6, obtaining exceptional divisor `6. One checks that there are no
singular points of the surface on `6. Moreover, since P6 P `5, `6 X `5 � ∅. Also, `3 X `6 � ∅, since P6 P `3.
Also, `2 X `6 � ∅, since P6 R `2. One checks that `3 and `5 become disjoint here.
7th blow-up: we blow up with respect to P7, obtaining exceptional divisor `7. One checks that there are no
singular points of the surface on `7. Moreover, since P7 P `5, `7 X `5 � ∅. Also, `2 X `7 � ∅, since P7 R `2,
and `7 X `6 � ∅, `3 X `6 � ∅.
8th blow-up: we blow up with respect to P8, obtaining exceptional divisor `8. One checks that the obtained
surface is smooth. Also, by direct computation one checks that `2 and `5 become disjoint. Moreover, `8X`5 �
∅, `7 X `3 � ∅, `8 X `2 � ∅ (since P8 P `2).

Finally, we obtain the following graph:
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`1 `4 `3 `6 `5 `8 `2

`7

Subsection 5.6

5.6.1 Note that ωX � OXp
°n�2
i�1 di � n� 1q (cf. Problem II.8.4 (e)). Thus ωX is ample iff

°n�2
i�1 di � n� 1 ¡ 0. Note

that for n ¡ 5:
n�2̧

i�1

di � n� 1 ¥ 2pn� 2q � n� 1 � n� 5 ¡ 0.

For n � 3 we obtain the inequality: d1 ¡ 4, which holds unless d1 P t2, 3, 4u. For n � 4 we obtain the inequality
d1 � d2 ¡ 5, which holds unless pd1, d2q P tp2, 2q, p2, 3qu. For n � 5 we obtain the inequality d1 � d2 � d3 ¡ 6,
which holds unless pd1, d2, d3q � p2, 2, 2q. We analyse the remaining cases:

• hypersurface of degree d1 � 2 in P3:

Recall that ωX � OXp2� 4q � OXp�2q. Thus the canonical divisor is anti-ample and therefore |nK| � ∅
for every n (since H0pL�1q � 0 for any ample sheaf L, one easily sees that R � 0). Therefore, X is rational.

• hypersurface of degree d1 � 3 in P3:

analogously, ωX � OXp3 � 4q � OXp�1q, the canonical divisor is anti-ample and therefore |nK| � ∅ for
every n. Therefore, X is rational.

• intersection of hypersurfaces of degrees pd1, d2q � p2, 2q in P4:

again, ωX � OXp�1q and thus X is rational.

• intersection of hypersurfaces of degrees:

– pd1, d2q � p2, 3q in P4,

– pd1, d2, d3q � p2, 2, 2q in P5,

– d1 � 4 in P3.

in this case, analogously, the canonical divisor is trivial. Moreover, Exercise III.5.5 implies that q �
H1pOXq � 0 and thus this is a K3 surface.

A. Intersection theory

A.6.6
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B. Transcendental Methods

1. Suppose that Xh � D for a C-scheme of finite type X. Note that D is a connected complex manifold and thus X
must be smooth (in particular, irreducible). Moreover, CpXq � CpDq. But note that CpXq is a field of finite trans-
cendence degree over C (equal to dimX). However, CpDq has infinite transcendence degree. Consider for example
the functions defined by f0pxq � x, fn�1pxq � exppfnpxqq. Suppose to the contrary that P pf0pxq, . . . , fnpxqq � 0
for some P P Crx0, . . . , xns and all x P D. Then P pf0pxq, . . . , fnpxqq � 0 would hold also for all x P C by
uniqueness of analytic functions. This is however clearly impossible – for example one an restrict to R, take the
limit xÑ8 and compare the growth of the functions.


