Silverman — najciekawsze zadania

Rozdzial 1

1.1

(a)

1.2

(przy zalozeniu char(K) # 3, upraszczajgcym obliczenia)

Niech F(X,Y,Z) = Y?Z + AXY Z + BY Z? — X3. Zalézmy, ze dla pary (A, B) istnieje P = [z : y : 2] € P?

speliajace

0= F(P) = 02 (P) = 97 (P) = O (P)
czyli rébwnowaznie:
9E(P) =AYZ-3X%2=0
9E(P) =2YZ+ AXZ+ BZ?
92(P) =Y?+AXY +2BZ=0.

Jezeli y = 0, to 322 = 0, wiec x = 0. Stad z # 0. Ale (z drugiego réwnania) Bz? = 0, wiec B = 0.

Zalézmy, ze y # 0; bez straty ogdlnosci y = 1. Wtedy, jezeli byloby z = 0, to 322 = 0, wiec = 0 i wstawiajac
[z:y:2]=[0:1:0] do ostatniego réwnania dostalibySmy sprzecznosé. Stad z # 0. Ale z - (24 Az + Bz) =0,
wiec 2+ Ax 4+ Bz = 0 oraz 1 + Ax 4+ 2Bz = 0, co oznacza, ze:

Ax = -3
Bz=1

x=-3/A
z=1/B
(w szczegdlnosci A, B # 0). Aby z, z spelnialy pierwsze réwnanie: A - % =3 (—%)2, czyli B = ;‘—;.

Odpowiedz: V jest osobliwa wtw. gdy B = 0 (wtedy [0 : 0 : 1] jest osobliwy) lub gdy B = A3/27 dla A # 0
(wtedy P = [-3/A:1:27/A3] jest osobliwy).

f(X,Y)=Y2% - X% - Y* Aby znalezé punkty osobliwe w AZ:

)

v? =X'+v!
2y =4y?
—4X% =0.

Jezeli char(K) = 2, to wszystkie punkty sa osobliwe (réwnanie tej krzywej to (Y — X2 — Y?2)2 — jest ono
kwadratem). W przeciwnym wypadku X = 0 oraz

Yy?2. (1- Y2) =0

Y.(1-2Y) =0

co jest mozliwe tylko gdy Y = 0 lub Y2 =2Y =1, czyli Y = 2, 2Y = 1, co jest niemozliwe w charakterystyce
# 3. Stad jedyny punkt osobliwy to (0,0) oraz, jezeli char(K) = 3, (0,2).



Znajdzmy teraz punkty osobliwe tej krzywej w P? \ A2. Szukamy punktéw postaci [X : Y : 0]. Dostajemy uklad:

0 =X*t4 74
—4X3 =0
—4Y3 =0,

ktéry nie ma rozwiazan dla char(K) # 2. Stad dla char(K) # 2 nie ma zadnych punktéw osobliwych w

nieskonczonosci.

1.3 Niech V': f(X1,...,X,) =0, P=(p1,...,pn). Rozwazmy przestrzen styczna do V' w punkcie P:
n of
Tp(V) = {(y,--- yn) €A ZZW(P)'ZH}:

= {yeK (VIP)y)} =
= Span(Vf(P))*.
Rozwazmy parowanie (-,-): Mp/M% x Tp — K zadane jako:
._ -5 9% py,
(9:9) == (Vg(P),y) = . ax, (P)ys.

Pokazemy, ze jest ono doskonale, tzn. ze przyporzadkowanie
Mp/ME> g+ (g,) € Homz(Tp(V),K)
jest izomorfizmem:
e dobrze okreslone: jezeli g € K[X7,...,X,] oraz g € I(V) = (f), to

e zauwazmy, ze jezeli g(P) = 0, to z rozwiniecia Taylora wokdl P:

)
9(X1,... . X)) = 8; (P)- (X; — p;) + (element M3, p).

Ponadto:
Mp = (X1 —p1,..., Xn —pn)

M]QD: ((Xz—pz)(XJ—pJ)léz,]<n>

Stad g € M2 wtw. gdy
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. _m. 2
i 3X¢(P> (Xi —pi) € Mp
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1.4
1.6
1.7
(a) SPT=5=T>=0= S=T=0
(b) X =87, Y =8%2=T%= [V:X]=[S®:8°T]=1[S:T]
PX Y Z)) =Y : X] =
Yo o([S:T]) =y([S°T: 8% : T°]) = [$°: S*T] =[S : T
Gop([X:Y:Z)=¢p([X:Y:Z) =[Y?X:Y?: X3 =[V?X: V3. Y*Z]=[X:Y:Z]
Uwaga: 1 nie jest regularna w [0: 0 : 1].

(c) P! oraz V nie sa izomorficzne, bo V ma punkt osobliwy [0: 0 : 1].



1.9 Zalézmy nie wprost, ze ¢ = [Pg : ... : ¢, : P™ — P" jest niestalym morfizmem, gdzie
¢0(x07 et 7xm)7 ce ¢7l(x07 ct ‘TWL) 6 k[$07 e 717”]
sg jednorodnymi wielomianami tego samego dodatniego stopnia bez wspdlnych czynnikéow — wtedy ¢q, ..., dn

nie maja wspélnych miejsc zerowych (patrz Remark 3.3, str. 13), czyli Z(¢o) N...NZ(¢,) = @

Ale dim Z(¢;) = m — 1, wiec korzystajac indukcyjnie z Dimension Theorem (Hartshorne, Theorem 1.7.2) kazda
nierozkladalna sktadowa Z(¢g)N...NZ(¢,) ma wymiar m —n—1 > 0; w szczegdlnosci Z(¢o)N...NZ(py,) # &
— sprzeczno$¢ konczy dowdd.

1.10 (a) zauwazmy, ze jezeli p = 3 (mod 4), to V,(Q) = @, wiec w szczegélnosci V, % P! nad Q. Istotnie, zalézmy
nie wprost ze X2 + Y2 = pZ? dla pewnych [X,Y, Z] # [0,0,0], X,Y,Z € Z, NWD(X,Y,Z) = 1. Wtedy
p| X2 + Y2 Jezeli pf X, to (YX1)2 = —1 (mod p), wiec —1 jest reszta kwadratowa (mod p), co jest
niemozliwe — symbol Legendre’a. Stad p|X,Y, wiec p?|pZ? oraz p|Z, przeczac NWD(X,Y,Z) = 1. Stad
Vp(Q) = 2.

Zalézmy teraz, ze p = 1 (mod 4) — wtedy p = a® + b* dla pewnych a,b € Z. Stad [a : b : 1] € V,,(Q). Aby
dostac¢ izomorfizm, wystarczy zastosowaé standardows sztuczke dla stozkowych — przeprowadzanie prostych
przez punkt [a: b: 1].

Czgs¢ afiniczna V), ma réwnanie: C), : 22 + y? = a? + b%. Podstawiajac z := 2’ + a, y := ¢’ + b dostajemy:
2% + 2az’ + y'? + 2by’ = 0. Przeprowadzamy prosta y' = tz’ przez (0,0) oraz szukamy jej punktu przecigcia
z V), réznego od (0,0). Dostajemy réwnania:

2% 4 2ax’ + 22" + 2bta’ =0

(1+t*) -2’ + (2a +2bt) =0

—2a — 2bt7 J =t = —2at — 2bt? _ 2b—2at o0
14 ¢2

1+ ¢2 1+¢2
Stad dostajemy izomorfizm Al — C:

[

" n —2a — 2bt 2b — 2at
— a —
14+t2 7 14 ¢2

Latwo uzyska¢ morfizm odwrotny — wystarczy wyliczy¢ t z powyzszych wzoréw:

2b — 2at r—a t_yb+xa+b2—a2

= =t =
—2a -2t  y+b ay — zb+ 2ab

czyli ten izomorfizm to:
yb+ za + b% — a2

ay — xb + 2ab

[z,y] —

Podstawiajac t = % dostajemy izomorfizm P! — V,, dany przez:

—b
vzr1z T TR

—2aU?% — 20T 20U2 — 24T
[T,U]H[a—i— alU bTU bU a U, ]_

= [a(U2 +T?) — 2aU? — 2bTU, —b(U? + T?) + 2bU? — 2aTU, U? + T2]
Odwrotny morfizm jest analogicznie dany przez:

Yb+ Xa+ Z - (b2 —a?)
aY —bX + 2abZ

[X,KZ]H|: ,1]:{Yb—l—Xa—i—Z-(b2—a2),aY—bX+2abZ}

(b) niechp # ¢, p,q =3 (mod 4). Wtedy z prawa wzajemnosci reszt kwadratowych: (2)( ) = (=1)p~ D=1/ =
—1, wiec —1 € {(%), (1)}. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze —1 = (). Wykazemy, ze V,4(Q(y/p)) =

Mamy: —1 = (ﬂ) wiec ¢ rozktada sie w Q(y/p) na 2 rézne czynniki pierwsze stopnia 1:

g=mm,  ZlVpl/(m) = Z[\/pl/(T) = Z/(q) = F,



Zalozmy nie wprost, ze [X,Y,Z] € V,(Q(/p)), X,Y,Z € Z[\/p], NWD((X),(Y),(Z)) = 1. Wtedy:
X2 +Y? = ¢qZ%, wiec X2+ Y? = 0 (mod 7). Liczby te sa wzglednie pierwsze, wiec m { X,Y oraz
(XY~1)? = —1 (mod 7). Oznacza to, ze —1 jest kwadratem w Z[\/p]/(7) = F,, jest wiec kwadratem
w Fy. To jest jednak niemozliwe, bo (1) = (—1)a=D/2 = 1.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze [/p,0,0] € V,(Q(/p)), wiec V,(Q(\/p)) # @ i V}, V4 nie moga by¢ izomor-
ficzne nad Q.

112 (a)

Niech f € K[V], Yooy, [7 = wykazemy, ze f € K[V].

Niech F € K[X31,...,X,], F = f (mod I(V)). Zdefiniujmy ¢ : Gk — K[Xy,...,X,],&(0c) =F°-F
i zauwazmy, ze im & C I(V') — istotnie, zgodnie z zalozeniem, F7 — F = f7 — f =0 (mod I(V)). Oczy-
wiscie £ jest ciagte w topologii Krulla (bo dziatanie G?/K na K jest ciggle), a ponadto &(o109) =
Foro2 — P = (Fot — F)%2 + (F°2 — F) = £(01)92 + £(02), wiec € € Zl(G?/K,I(V)).

Z addytywnej wersji 90-tego twierdzenia Hilberta H 1(Gg / K,F+)
(V) = (FJr)t (gdzie ¢ € N). Istotnie, V' jest zdefiniowane nad K, wiec Gz, dziala na I(V). Stad,
z [AEC, I1.5, Lemma 5.8.1], I(V) ma (jako przestrzen liniowa nad K) baze GK/K—niezmienniczn@,
tzn. I(V) = @2, f; K (izomorfizm przestrzenii K-liniowych) dla pewnych f; € K[Xy,...,X,] (war-

to zauwazyé, ze jest to przestrzen przeliczalnie wymiarowa nad K, jako ze K|[X7,...,X,] jest taka

= 0. Ponadto, jako GF/K—moduly:

przestrzenia). Stad dostajemy izomorfizm grup addytywnych: (V)" = @2, fif—‘_, a poniewaz kaz-
dy skladnik fi?Jr jest G/ -modulem (poniewaz f; € K[X1,...,X,]), to [(V)T = @g’ilf+ jako
Gf/K—moduly.

Stad Hl(GF/K,I(V)) = Hl(GF/K7(F+)t) = HHl(G?/K,F = 0, wiec £ jest kobrzegiem, tzn.
&(o) = G° — G dla pewnego G € I(V). Stad: F* — F = G° — G, czyli (F — G)° = F — G, wiec
F -G € K[Xy,...,X,] i ostatecznie (poniewaz G € I(V)) f = F = F — G (mod I(V)), co konhczy
dowdd.

Sposéb I: Niech P = [zg,...,x,] € P, Vgegg/
Ao € K tak, ze 27 = A;z; dla kazdego i. Jak latwo wtedy sprawdzié, o — A, jest kocyklem, wiec z

)

. P? = P. Zdefiniujmy dla kazdego A € G /K liczbe:

90 tw. Hilberta jest tez kobrzegiem, tzn. A\, = % dla pewnego a € K. Stad dla kazdego i zachodzi:

(2)7 = % wigc 7 € K oraz P = [%2,..., %] ¢ A"(K).
Sposéb IL: Zaléimy, ze z; # 0 — wtedy P = [22, 21 ..., 22] oraz dla kazdych i,0: (£)7 = ZL (co
wynika z P7 = P), wiec %7%7~‘7§? e K.

Ustalmy 4 i niech V{ = Vi N{[xo,x1,..., 2] € P : x; = 1}. Niech tez e; = [0,0,...,1,0,...,0]. Wtedy
Vo d(e)? = ¢(e;), wiec ¢(e;) € P*(K). Niech tez V3 bedzie przekrojem V; z hiperplaszyzna afiniczna w
P, zawierajaca ¢(e;). Wtedy ¢ : Vi — V3 indukuje odwzorowanie rozmaitosci afinicznych ¢’ : Vi — V4,
spelniajace ¢’ = ¢’, a wiec okreslone nad K. Poniewaz zachodzi to dla dowolnego i, to ¢ jest okreslone
nad K.



Rozdzial 11
2.2 Niech f = 155" D - g, g(8(P)) € B'. Wedy (6" 0 g)(P) = g(6(P)) € K, wigc ordp(4°g) = 0 i
ordp(¢"f) = OTdP(t;zlf)(P) g = ordg(py (f) - ordp(¢*typ)) + ordp(¢*g) = ordyp) (f) - es(P)
2.3

(a) Niech ¢ : P! — P! bedzie dowolnym morfizmem. Wtedy ¢ = [¢g(X/Y), 1] dla pewnej funkcji wymiernej g € K (t).
Niech d bedzie stopniem ¢ (tzn. maksimum ze stopnia licznika i mianownika). Zauwazmy, ze wtedy

deg¢ = [K(P') : ¢" K (P')] = [K(t) : K(g)] = deg g.

(i) Niech Q = [a : 1] (dla Q@ = [1 : 0] dowdd jest podobny). Latwo zauwazy¢, ze g(X/Y) — a jest ilorazem dwéch
wielomianéw jednorodnych stopnia d. Rozkladajac te wielomiany na czynniki:

T (BX ey
Q(X/Y) Hi:1('}’iX—WiY) ‘

gdzie >, n; = >, m; = d. Wtedy o HQ) ={[a; : Bi] :i=1,...,s} oraz:
eo([ai: Bi]) = OTd[ai;ﬁi](f —a) =n,.

Pozostaje zauwazy¢, ze

Z ey(P) = an =d = deg¢.

Peo=1(Q)

(ii) Niech g(t) = h(t?), gdzie funkcja wymierna h jest rozdzielcza, za$ g jest réwne 1 dla char(K) = 0 lub jest potega
p dla char(K) = p. Niech ¢ = [A(X/Y),1] : P! — P!. Zauwazmy, ze:

deg,(¢) = [K(P") : " (K (P'))]sep = [K(t) : K(9)]sep = [K(t) : K (h)] = degh.

Niech S bedzie zbiorem zer funkcji b’ (jest to zbiér skonczony — ma co najwyzej 2d elementéw, bo h' # 0).
Wybierzmy dowolny punkt P = [a : 1], gdzie a € h(S) oraz P # 1([1 : 0]). Wtedy h(t) — a jest funkcja wymierna
stopnia d, ktéra ma w liczniku wielomian stopnia d (zapewnia to warunek P # 9([1 : 0])). Réwnanie h(t) = a
ma deg h pierwiastkow, liczac z krotnosciami. Zauwazmy jednak, ze zaden z tych pierwiastkéw nie moze byé
podwéjny — w przeciwnym wypadku h(t) = a, h'(t) = 0, wiec byloby t € S oraz a € h(S), sprzeczno$é. Stad dla
prawie wszystkich P: |¢p~1(P)| = deg h. Ale Frobenius jest bijekcja, zatem dla prawie wszystkich P:

[#67(P)| = [~ (P)] = degh = deg,(¢).
(b) Niech D =3, a;(P;), gdzie deg D = " a; > 0 oraz P; = [a; : 3;]. Wtedy:
feLd) & [f=]]BX-aY) g

dla pewnego wielomianu jednorodnego g stopnia deg D. Stad:
dim L(D) = (wymiar prz. wielomianéw jednorodnych st. deg D) = deg D + 1.
2.4
(a) oczywiste.

(b) Wykazemy najpierw, ze dim (L(D + (P))/L(D)) < 1. Istotnie, niech r bedzie wspélezynnikiem przy P w D,
za$ tp — uniformizatorem w P. Wtedy

®: LD+ (P)) — O(f) = (th" o f)(P)

jest homomorfizmem o jadrze L(D), wiec dim (L(D /L ) dimK = 1.

Oznacza to, ze dim(L(D + (P))) < dim(L(D)) + 1 i daleJ indukeyjnie: dim(L(D + (Py) + ... + (Ps))) <
dim(L(D)) + s.

Niech teraz deg D = d i niech P € C. Wtedy deg(D — (d+ 1)(P)) < 0, wiec dim(L(D — (d+ 1)(P))) = 0. Stad:
dim(L(D)) < dim(L(D — (d+1)(P)))+ (d+1)=d+ 1.



2.5

2.6

(i) = (ii): C = P! = 2z Example I1.5.6:

genus(C) = genus(P') = 0.

(ii) = (iii): niech P # @ — dwa dowolne punkty na C. Wtedy z Riemanna-Rocha:

W(P) = (Q)) = deg((P) = (Q)) +1=1,

wiec div(f) > (Q) — (P) dla pewnego f € K(C)*. Dywizor div(f) + (P) — (Q) jest wtedy efektywny stopnia 0,
zatem div(f) = (Q) — (P) oraz (Q) ~ (P).

(iii) = (i): niech P # Q, div(f) = (Q) — (P). Wtedy f ma jedno zero (w @) oraz jeden biegun (w P). Niech
¢:C — P

[f(R):1], R#P

1:0, R=P

— wtedy ¢ jest morfizmem (krzywe sa gladkie), a ponadto:

degp= Y es(R) =es(Q) = ordo(¢*tio)) = ordg(¢*X) = ordg(f) = 1.
Rep=1([0:1])

Stad ¢ ma stopien 1 i musi by¢ izomorfizmem.

zauwazmy najpierw, ze jezeli (Py) ~ (P»), to P = Ps. Istotnie, gdyby Py # P» oraz div(f) = Py — Ps, to
C > P+ [f(P) : 1] € P! byloby morfizmem stopnia 1, czyli izomorfizmem.

Stad punkt R, jezeli istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie.

Jezeli np. P = Py to wystarczy przyja¢ R := Q. Zalézmy wiec, ze P,Q # Py. Zauwazmy, ze z twierdzenia
Riemanna—Rocha: £((P) + (Q) — (Py)) = 1, wiec istnieje funkcja f tze div(f) > (Py) — (P) — (Q). Ma ona wiec
jeden lub dwa bieguny pojedyncze, nalezace do zbioru {P,Q} (jest niestala, wiec ma przynajmniej 1 biegun).
Gdyby jednak miata jeden biegun, np. P, to div(f) = (Py) — (P), dajac (Py) ~ (P) — sprzeczno$¢ z pierwszym
akapitem. Stad musi mie¢ dwa bieguny pojedyncze P oraz @), oraz dwa zera (ilo$¢ biegunéw = ilosé zer): Py oraz
pewien punkt R. Punkt ten spelnia: Py + R = div(f)+ P+ Q ~ P+ Q.

jako przyklad wykazemy lacznosé:
(0(P,0(Q, R))) ~ (P) + (0(Q, R)) — (o) ~ (P) + (Q) + (R) — 2(Fo).

Analogicznie
(0(a(P,Q), R)) ~ (P) +(Q) + (R) — 2(P),
zatem (o(P,0(Q, R))) ~ (o(c(P,Q), R)) oraz (np. z zadania 2.5) o(P,0(Q, R)) = o(c(P, @), R).

Wystarczy wykazad, ze k jest surjekcja (bo x(Py) = x(Py) implikuje (Py) ~ (P2), czyli P, = P, z zadania 2.5).
Niech [D] € Pic®(C). Wtedy (D + (Pp)) = 1, zatem

div(f) > —(D) — (Po)

dla pewnego f € K(C)*. Stad dywizor div(f)+ D+ (P,) jest efektywny stopnia 1, zatem div(f)+D+(Py) = (Q).
Stad D ~ (Q) — (Po) = £(Q).

Wystarczy wykazaé, ze k(o(P,Q)) = k(P) + k(Q), tzn. ze [(c(P,Q)) — (Po)] = [(P) — (Po)] + [(Q) — (Qo)], tzn.
(@(P,Q)) = (Fo) ~ ((P) = (Po)) + ((Q) — (Qo))

— to wynika jednak bezposrednio z definicji o.



2.7 Rozwigzanie I: (dow6d dla char K = 0)

Niech krzywa gladka C' bedzie zadana przez wielomian jednorodny F € K[X,Y, Z] stopnia d. Bez straty ogol-
nosci (po ewentualnym zastosowaniu transformacji rzutowej) mozemy zalozyé, ze [0,0,1] ¢ C(K). Zdefiniujmy

krzywa: C: g—g = 0; wtedy C(K) N 5(?) jest na mocy twierdzenia Bézout zbiorem skonczonym.

Rozwazmy morfizm ¢ : C — P!, ¢ = [X,Y]. Zauwazmy, ze dla dowolnego Q = [a,b] € P}(K), takiego ze
¢ HQ)NC(K) = @ jest: |¢~1(Q)| = d. Istotnie, wielomian Ja,p(2) = F(a,b, z) ma stopien d (zalozyliSmy, ze
0.0,1) ¢ C(K)).

Ponadto ¢~1(Q) N C(K) = @, wigc réwnosci gqp(2) = ¢, ,(z) = 0 nie moga zajéé réwnoczesnie i g, nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych. Oznacza to, ze |¢~1(Q)| = |{[a b, 2] € PX(K) : gap(z) = 0}| = d, wiec ¢ jest stopnia
d.

Wykazemy teraz, ze e4(P) = 1 + I(C' N 5,P). Bez straty ogdlnosci zaltézmy, ze Y (P) # 0 (zalozylidmy, ze
0,0,1] ¢ C(K)) i oznaczmy = = 3, 2 = £, f(z,2) = F(z,1,z). Z definicji:
es(P) = ordp (¢*t¢(p)) = ordp(x — z(P))

Jezeli P ¢ 5(?), to réwnos$é jest prawdziwa: %(P) # 0, wiec ¢ — 2(P) nie jest styczna do C' w punkcie P i
musi by¢ uniformizatorem w P, czyli e4(P) =1 =1+ I(C' N C, P). Mozemy wigc w dalszym ciagu zalozy¢, ze
PeC(K)NC(K).

Zauwazmy, ze

of of 4
—df = g+ %
0=df = oz ™" + 0z dz
Rozwazmy forme rézniczkowa:
dz dz
w=g5 =7r
0z ox

Zauwazmy, ze punkt P jest gtadki, wiec poniewaz %’;(P) =0, to %(P) # 0, tak wiec z — z(P) jest uniformiza-

torem w P.
Oznacza to, ze ordp(w) = ordp ( M) 0.

Korzystajac ze wzoru [Silverman, AEC, Proposition IT 4.3(d), str. 31]:

0 =ordp(w) = ordp (W) =ordp (z —z(P)) — 1 — ordp (gi)

oz

Z wlasnosci indeksu przeciecia ([Fulton, Algebraic Curves, 3.3, (8)]):
of ~
es(P) =ordp (x —z(P)) =1+ ordp 5. =1+I(CNC,P)

To pozwala nam na obliczenie stopnia dywizora ramifikacji za pomocs twierdzenia Bézout:

> (es(P)=1)= > I(CNC,P)=degC-degC=d-(d—1)
PeC(K) PeC(K)

wigc za pomocg wzoru Riemanna — Hurwitza dostajemy wzdr na genus:

2-genus(C) —2=-2d+d-(d—1),

czyli genus(C) = wz(d_g).

Rozwiazanie II: (na podstawie [Hindry, Silverman, Diophantine Geometry, Theorem A.4.2.6])



2.8

(a)

Niech g; = genus(C;). Jezeli go = 0, to teza jest oczywista. Jezeli go > 1, to z twierdzenia Hurwitza:

2(g1 — 1) = (deg d) - 2(g2 — 1) +Ze¢ > (deg ¢) - 2(g2 — 1) > 2(g2 — 1),

co daje g1 > go.

(b) jezeli g = 1, to z tego, ze e4(P) > 1 oraz z nieréwnosci Hurwitza 0 < ) p(es(P) — 1) < 0, wiec ey(P) = 1 dla

2.10

2.11

kazdego P oraz ¢ jest nierozgalezione.

Jezeli g > 2, to
29— 2> (deg¢) - (29 — 2) +Z es(P) —1) > (deg ¢) - (29 — 2)

wiec 1 > deg ¢ oraz deg ¢ = 1, czyli ¢ jest izomorfizmem.

Na podstawie [Galbraith - Mathematics of Public Key Cryptography] - rozdzial 8.2 Theorem 8.3.8 (4),
Lemma 8.3.13.

Niech ¢ : C; — Cy — morfizm gladkich krzywych, oznaczmy: L = ¢*K(C5), M = K(C4).

Niech @ € C5 i rozwazmy pierécienn funkeji regularnych w Q: Og C K(Cs), jego ideal maksymalny mg oraz
ich obrazy: A = ¢*(Og) C L, m = ¢*(mg) C A. Wtedy A jest lokalng dziedzing Dedekinda z cialem ulamkéw
L, idealem maksymalnym m oraz waluacja v indukowana przez m (spelniajaca v(¢*f) = ordg(f)). Niech B
bedzie domknieciem catkowitym A w M. Wtedy B jest réwniez dziedzina Dedekinda i m rozktada si¢ na iloczyn
idealéw postaci mp, gdzie P € ¢~ 1(Q) (indukuja one waluacje ordgl). Wszystkie one maja stopien 1 (tzn.
[B/mp : A/m] =1).

Dowéd zadania w przypadku, gdy M/L jest Galois:

(a) Zgodnie z definicja musimy udowodni¢, ze Nar/r(f)(Q) = [Ipey-1(0) f(P)e¢) Niech p~1(Q) = {P1,..., Py}
Rozszerzenie jest Galois, wigc dla kazdego P € ¢~ 1(Q): es(P) = e. Niech cp = f(P) € K, wtedy oczy-
wiscie cp € L. Zauwazmy, ze dla kazdego i istnieje doktadnie e takich o € Gal(M/L), ze o(mp,) = mp,.
Ponadto, jezeli o(mp,) = mp,, to poniewaz f = f(P;) = cp, (mod mp,), to o(f) = cp, (mod o(mp,)), (bo
o(cp,) = cp,) tzn. o(f) = cp, (mod mp,).

Stad:
Neym(f) = H U(JC)EI_[C%8 (mod mp,)
oc€Gal(M/L) %

Ale mp, N A = m, za$ obie strony kongruencji naleza do A, wiec Ny /p(f) =[], ¢§f (mod m), co oznacza po

]
prostu, ze

$.£(Q) = Npu(P1) Hc

(b) Zgodnie z definicja wystarczy udowodnié, Ze Y pey-1(q) ord$ () = 07“dc2 (0+(f)).
Rozt6zmy ideal gtéwny (f) = fA na idealy pierwsze: (f) = HPE¢ 1Q) m;’:dp(f)
Rozwazmy norme na ideatach: Nas/r(I) = [ eqaar/r) o(1)-
Wtedy Nygyp (mp) = mlB/me4/ml = m, wige Nuyy((f)) = [Lpey-1(g) Naayn (mp)rdr ) = muerdeh). 7
drugiej strony,
Na/n((£)) = (Nagy () = m Corr200) = e o4

wigc poréwnujac wykladniki: ) ordp(f) = v(Nay/n(f)) = ordg(o«f)



(a) niech f(X,Y) =[[p(BpX —apY )", gdzie P = [ap : Bp] oraz g(X,Y) = [[p(vpX —wpY)™P, gdzie P = [wp :
~vp]. Wtedy:
fldiv(g)) = FQ_mo(@) = [[ F@me = [T 11(Bpwa — rqar) <.
Q Q P

Q

Analogicznie:

g(div(f) = [] [ (rear—Brwe)™ ™ = (~1)2ra ™" f(div(g)) = (—1)2=r " 20 ™. f(div(g)) = f(div(g)).
P Q

(przypomnijmy, ze > pnp = > o ng = 0).

(b) niech ¢ = [g: 1] : C — PL. Niech tez z(P) = X/Y (dla P = [X : Y]) bedzie funkcja pierwszej wspotrzednej na
P'. Wtedy korzystajac z zadania 2.10 oraz z podpunktu (a):

fdiv(g)) = fldiv(¢ ) = f(¢* (div(z))) 2" (4. f)(div(x))
2 a(div(.f)) = x(d(div(f))) =2 (¢*z)(div(f)) = g(div(f)).

2.12 Analogicznie jak w [AEC, Lemma 5.8.1] wystarczy pokazaé, ze kazdy wektor v € V jest K—kombinacja
. G
wektoréw z V UK/K |
Zauwazmy, ze wektor v lezy w pewnej Gz / —hiezmienniczej skoficzenie wymiarowej podprzestrzenii W, np.
W =lin{v? :0 € G / xt(z ii@gloéci dziatania G K wynika, ze kazdy wektor ma skonczenie wiele ”sprzezen”).
Chcemy wykazac, ze W ma K-baz¢ G / . —hiezmienniczg.
Wybierzmy dowolna baze E = (eq,...,e,) przestrzeni W. Dla kazdego o € G?/K okreslmy A, € Aut(W) =
G, (K) przez wartoéci na bazie jako:
YV, Ase;=¢ef

dla dowolnego o ci ey,...,e?
( g ag (e

ren

) tez jest baza, wiec A, jest odwracalne).

Zauwazmy, ze o — A, jest kocyklem. Istotnie,

A;ATei = A;e;— = (Aaei)T =97 = AUT

wiec AJA; = A,-. Stad, poniewaz HI(G?/K, Aut(W)) = Hl(GF/K, Gl,(K)) =0, to A, jest réwniez kocyklem,
oraz A, = BB~ dla pewnego B € Aut(W).
Niech f; = B~le; — wtedy f7 = (B™')%e{ = (B~')7Aye; = B~ 'e; = f;, wiec baza (fi,..., fn) jest G

niezmiennicza.
2.13 (a) oczywiste.
(b) Ustalmy O € C(K). Z zadania 2.6 wynika, ze dla kazdego [D] € Picy(C) istnieje doktadnie jeden punkt P
dla ktérego [D] = [(P) — (O)]. Stad, jezeli [D] € Pic%(C), [D] = [(P) — (O)] to
Y, [D] =D & [(P)—(0)] = [(P) - (O)) & P = P* ¢ P € C(K)

Reasumujac: [D] = [(P) — (O)].
—————
€Divl. (C)
2.14 (blgd w tresci — rozpatrywane przeksztalcenie to: [1,x,..., 29" y]: Cy — P!)
Niech C' C P9*! dane bedzie przez uktad réwnan:

V2 =39 ag i XoX; + 300 ag_go1-iXiX g4 (la)
X? =X 1 X0 dla t=1,2,...,g (1b) 1)

X! =Xx7'x; dlaj=1,2,...,9+1 (1c)

Xy = XTHX; dlaj=0,1,...,9 (1d)

(w razie potrzeby przyjmujemy a_q = 0). Jasne jest, ze obraz Cj jest zawarty w C.

Rozwazmy ponadto podprzestrzenie afiniczne H : Xo # 0, H' : X441 # 0. Zauwazmy najpierw, ze C C H U H’
— istotnie, jezeli [0, X1,...,X4+1,Y] € C'\ H, to z réwnan (1b) dostajemy X1 = Xo = X3 = ... = X,. Jezeli
ponadto byloby X,41 =0, to z réwnosci (1a) byloby ¥ = 0, co jest niemozliwe.
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. _ Xy Y . o , . R .. , ;.
Niech z; = X0 Y = x; 1oznaczmy x = x1 — wtedy z réwnania (1c) x; = x7 1 wstawiajac te réwnosci do pozosta-

tych réwnan otrzymujemy réwnania zerowe (z réwnan (1b), (1c)), oraz réwnanie y? = f(x). Stad C N H = Cy.

. o Xj o Y
Niech teraz v; = poren iUl o

wstawiajac te réwnosci do (1) dostajemy réwnania zerowe oraz réwnoéé: w? = f*(ug), wyznaczajaca krzywa Cj.

i oznaczmy v = vy — wtedy z réwnania (1d) otrzymujemy v; = vgﬂﬂ' i

Xy _Xo_1 ,_ v _yXg 4 . coe 1w
sonriinll el TiU el el Xo XgTT = 7ol i analogicznie * = , y = —J57-

Ponadto v =

Sprawdzimy teraz, ze C' jest gladka; w tym celu wystarczy sprawdzié, ze krzywe afiniczne Cy, C sa gtadkie, co
wynika tatwo z warunku disc(f) # 0.

Genus (sposéb I — stopienr dywizora kanonicznego):

Zastanéwmy sie, dla jakich P € Cy jest ordp(de) # 0 — jest to mozliwe tylko, gdy y = 0 lub = — z(P) nie
jest uniformizatorem w P. Zauwazmy, ze styczna do punktu P = (zg,y0) € Co dana jest przez: —f’(xg)(x —
x0) + 2y0(y — yo) = 0. Wszystkie proste, poza styczna sa uniformizatorami, wiec w szczegdlnosci @ — x(P) nie
jest uniformizatorem tylko dla yo = 0. Niech a bedzie dowolnym pierwiastkiem f; obliczymy ord(q,o)(dz/y).
Zauwazmy, ze 0 = %(y2 — f(x))dz+ a%(y2 — f(x))dy, wiec df = J?,‘(ii’). Stad, jako Ze y jest uniformizatorem (nie

jest styczna), to: ord o) (dz/y) = ord(a_ro)(%) = 0. Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:

e jezeli 2 1 d, to jedynym punktem w C'\ H jest @ = [0,0,...,0,1,0], odpowiadajacy punktowi @’ = [0, 0]

na krzywej Cy. Zauwazmy, ze x = %, wiec dr = _vgv oraz dz/y = —v9~!/wdv, wiec (poniewaz dv =
2;*”&“)]) dax/y = %. Ponadto styczna y punkcie Q' do krzywej C; ma réwnanie: v = 0, wigc w
2
w

jest uniformizatorem w Q’. Z réwnosci v =

—209 ! dw
ordQ(df) = ordQ(ini(v)d) =2-(g—1).

e jezeli 2|d, to w C'\ H znajduja sie dwa rézne punkty: Q; = [0,0,...,0,1,(—1)%/ao] (i = 1,2), odpowiadajace
punktom Q) = [0, (—1)*\/ag] na krzywej C;. Prosta v = 0 nie jest styczna w zadnym z tych punktéw, jest

dostajemy wiec ordg(v) = 2. W rezultacie

apvitaivd—14.. . +aqy

wiec uniformizatorem oraz orin(df) = ordg, (—v9 " jwdv) = (g — 1).

W obydwu przypadkach dostajemy: 2 - genus(C) — 2 = deg div(df) = 2¢g — 2, wigc szukany genus to g.

Genus (sposéb II — twierdzenie Riemanna-Hurwitza):

Rozwazmy morfizm ¢ = [z,1] : C' — PL. Zauwazmy, ze ¢~ [z, 1]| = [{[z, £1/f(@)]}] = 2, o ile tylko f(x) # 0,
wigc w tych punktach ramifikacja nie wystepuje oraz deg ¢ = 2. Jezeli zaé « jest pierwiastkiem f, to |¢p~ [, 1]| =
1, wiec ze wzoru ZPE¢_1(Q) es(P) = degp = 2 stwierdzamy, ze e4([a,0]) = 2. Pozostaje nam sprawdzié
ramifikacje na punktach lezacych na C'\ H. Zauwazmy, ze x = %, wiee ¢ = [1,v].

e jezeli 2 1 d, to jedynym punktem w C \ H jest Q = [0,0,...,0,1,0], odpowiadajacy punktowi @’ = [0, 0]
na krzywej Cy. Podobnie stwierdzamy, ze [¢~1([0,1])| = {Q}| = 1, wiec e4(Q) = 2. Stad stopiet dywizora
ramifikacji to > (ey(P) — 1) =d-1+1=d+1=2¢+ 2.

e jezeli 2|d, to w C'\ H znajduja sie dwa rézne punkty: Q; = [0,0,...,0,1, (—=1)"\/ag] (i = 1,2), odpowiadajace
punktom @} = [0, (—1)"\/ag] na krzywej C1. Wtedy ¢~ 1([0,1]) = [{Q1,Q2}| = 2, wiec w tych punktach
ramifikacja nie wystepuje. Ostatecznie stopien dywizora ramifikacji to > (eg(P) —1)=d-1 =29+ 2

Stad z twierdzenia Riemanna-Hurwitza (jako ze char K # 2 nie dzieli zadnego ze stopni ramifikacji): 2-genus(C)—
2=-2:24(29+2), wiec genus(C) = g.

Baza holomoficznych form rézniczkowych:

Pokazemy, ze baza holomorficznych form rézniczkowych jest {z'dz/y : i = 0,1, ..., g—1}. Zauwazmy najpierw, ze
formy te sa liniowo niezalezne nad K (w przeciwnym wypadku 1,z, ..., 29! bylyby liniowo zalezne, ?) i jest ich
tyle, ile wynosi wymiar przestrzenii form holomorficznych, tzn. g. Wystarczy wiec pokazaé, ze sa holomorficzne.

e zalézmy, ze 2 1 d. Zgodnie z tym, co juz obliczyliSmy: div(dx/y) = (29—2)(Q). Oznaczmy: O = [1,0,0,...,0, f(0)].

Widaé, ze wszystkie bieguny i zera x to (Q) oraz O. Mamy: = = %, za$ zgodnie z tym, co juz liczylismy,

ordg(v) = 2, wiec ordg(z) = -2, ordo(z) = 2 (bo degdivae = 0). Stad div(z) = 2(0) — 2(Q), wiec
div(ztdz/y) = 2(0) + (29 —2 - 2i)(Q) > 0 dlai=0,1,...,9 — 1,
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e zalézmy, ze 2|d. Wtedy div(dz/y) = (g9 — 1)(Q1) + (g — 1)(Q2) oraz jak latwo obliczyé, wyznaczajac
uniformizatory w odpowiednich punktach div(z) = 2(0) — (Q1) — (Q2), wiec div(x? dx/y) = 2(0) + (g —
1-i)(@Q1) +(9—1-1i)(Q2) >0dlai=0,1,...,9 — L.

(i) = (i)

niech K (C)/K (t) — skoficzone i rozdzielcze rozszerzenie. Oznacza to, ze ¢ = [t,1] : C — P! jest rodzielcze,
wiec w szczegblnosci ramifikuje sie w skofczenie wielu punktach - poza tymi punktami 1 = e4(P) =
ordp(¢*typy) = ordp(t —t(P))

(i) = (i)

te K(C)P = t=fPdlafeK({C)= lordp(t—t(P))|=plordp(f—f(P)|>p>1

(iii) = (1)

jezeli K(C)/K (t) nie jest skoficzone, to t = const. i z doskonalosci K: ¢t = ¢P dla pewnego ¢ € K.

Jezeli K(C)/K (t) nie jest rozdzielcze, to ¢ = [t, 1] : C — P! nie jest rozdzielcze, i faktoryzuje sie po przez
Froby: ¢ = Ao Frob, = (z doskonalodci K) = 2 dla pewnych A\, A : C — PL, gdzie \ = [f, 1] dla pewnego
feK(C). Stad f = f4.

Niech P € C(K). Rozwazmy ideal Mp pierécienia K[C]p — jest to przestrzen K-liniowa, a ponadto dziala na niej
G’?/K. Istotnie, jezeli f € Mp, tzn. f(P) =0, to f7(P) = f°(P°) = (f(P))? =0, wiec f? € Mp. Stad z Lemma
11.5.8.1, Mp ma baze wektoréw GX/K—niezmienniczych: {fi}ics. Ale jezeli f € K(C) jest GF/K—niezmiennicze,
to f € K(C), zatem f; € K(C). Ponadto ordp(f;) > 1 dla kazdego 4, za$ gdyby nieréwnos$é¢ ordp(f;) > 2
zachodzilo dla kazdego i, to wszystkie kombinacje liniowe {f; };cs bytyby zawarte w M2. Stad byloby Mp C M3
— sprzeczno$é! Stad ordp(f;) = 1 dla pewnego i. To konczy dowdd.

Zadania dodatkowe:

Niech C/C bedzie gladka krzywa genusu > 1, zaé w € Q' (C) — niezerowa 1-forma holomorficzng na C. Wykaz,

ze nie istnieja ¢1,. .., 9k, h € C(C) oraz cq,...,c, € C takie, ze w = Z?=1 ¢; dg?j + dh.
J

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze pochodna logarytmiczna rozktada iloczyny na sumy i ilorazy na réznice:

auv) _ dU +dV dU/V) _ dU _ dV.
v » UV T T V-

Zalézmy nie wprost, ze réwnosé taka zachodzi oraz ze k jest minimalne z mozliwych. Zauwazmy, ze jezeli
PeC(C), g=1t% -G, gdzie G(P) € C\ {0}, ordp(tp) = 1 mamy:

d dt dG
g NG ~~
biegun rzedu 1 w P regularne w P
wigc w szezegdlnosci jezeli ordp(g) = e # 0, to ordp(dg/g) = —1. Jezeli zas ordp(g) =0, to % Jest regularne w

P.

Ponadto, jezeli h nie byloby stale oraz P byloby dowolnym biegunem h, to ordp(dh) = ordp(h) — 1 < —2 oraz
w mialoby biegun rzedu > 2 w P (bo dg%j sa regularne w P lub maja tam biegun rzedu 1). Stad h = const.,
dh = 0.

Na podstawie (x) stwierdzamy, ze jezeli g; = t?;dp(gj) - Gj, to:

dg; dt dt
w = ch% = Z <0rdp(g])P + ) chordp 95) t—; + cos regularnego w P
j ! j —

biegun rzedu 1 w P

wige dla dowolnego P musi by¢: Z§:1 ¢jordp(g;) = 0.
Rozwazmy jednorodny uktad rownan:

>_wjorde(g) =0 (++)

oniewiadomych (z1, ..., z%) (uklad ten ma tak naprawde tylko skonczenie wiele niezerowych réwnari, bo ordp(g;) =

0 dla p.w. P) — ma on niezerowe rozwiazanie (cy,...,c;) € CF.
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Lemat

Jednorodny uktad réwnan liniowych o wspélczynnikach w Q ma niezerowe rozwiazanie (cq, ...

< ma niezerowe rozwiazanie (ay,...,ax) € Z.

Dowéd: jezeli A € M; +(Q) jest macierza tego ukladu, to: Az = 0 ma niezerowe rozwiazanie w C & A ma

rzad < t & Az = 0 ma niezerowe rozwigzanie w Q <

Az = 0 ma niezerowe rozwiazanie w Z.

,Ck) c Ck

(po pomnozeniu rozwiazania przez mianowniki)

Niech (aq,..

.,a) € ZF bedzie niezerowym rozwiazaniem ukladu (x*) (bez straty ogélnoéci ay # 0) i rozwazmy

funkcje: T' =[], g;* € C(C) — spelnia ona dla kazdego P: div(T) = 3_; ajordp(g;) = 0, wiec jest stala. Stad:

k-1
drT dg; d a; dg;
L I T
—~ 9 g = oy
oraz: A X
-1
dg; a;. dg
L
= 9 = R

przeczac minimalnodci k.
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(a) wystarczy zauwazy¢, ze podgrupa (C/L)[m| elementéw grupy C/L = C/(1Z + 7Z) (gdzie 71/72 € R,

(b)

71,72 # 0) to {aZ +b22 : a,b € Z/m} = Z/m x Z/m. Stad deg[m] = |ker[m]| = m?.

Ciato K jest charakterystyki 0, wiec w naturalny sposéb zawiera kopie Q. Niech E : 3% = 2 + pz + ¢

(p,q € K). Rozwazmy cialo L = Q(p,q) C K. Zauwazmy, ze L jest skoficzenie generowane nad Q (jest

generowane przez p, q), wiec mozna skorzystaé z nastepujacego lematu:

Lemat Jezeli cialo L jest skoniczenie generowane nad Q (tzn. ma skoficzony stopiefi transcendentny

nad Q), to istnieje zanurzenie L — C.
(Zrédlo: [Washington, Elliptic Curves, Apprendix C, Corollary C.6])

Dowéd: Niech ai,...,a, € L bedzie baza transcendentna L/Q (tzn. maksymalnym zbiorem
algebraicznie niezaleznym), i niech F = Q(ay,...,a,) C L. Zauwazmy, ze stopien transcendentny
C/Q jest réwny €, wiec mozemy wybraé¢ algebraicznie niezalezne elementy 71,...,7,, i zdefiniowaé
zanurzenie 7 : F — C przez 7(oy;) = 7; (i = 1,...,n). Takie zanurzenie mozemy jednak przedtuzyé¢ do

zanurzenia 7 : ' — C. Rozszerzenie L/F jest algebraiczne (bo ..., a, byl maksymalnym zbiorem

algebraicznie niezaleznym), wiec L C F i L = F. Stad 7 : L — C jest szukanym zanurzeniem.

3.9

(a)

Prawo dodawania na krzywych jest zdefiniowane przez funkcje wymierne o wspdlczynnikach z L, wiec

FEiors C E(L). Zanurzenie 7 : L — C indukuje izomorfizm grupy E(L) z grupa E'(7(L)) (gdzie E' : y?
22+ 7(p)z + 7(q)), wiec w szezegdlnoéci E[m] = E'[m] = Z/m x Z/m.

definicja dodawania.

(b) pokazemy, ze dla gtadkiej krzywej C oraz P € C zachodzi: I(Ho N C, P) =r < prosta L styczna do C w

(c)

P spelia: I(CNL,P)=r+2.

zgodnie z tw. Bezout: Y I(HoNC,P) = 9. Ale I[[HoNC,P) = I(CNL,P)—2 < 1, wiec punktéw
He N C jest dokladnie 9.

W

3.5 zalézmy, ze (7g,yo) jest osobliwodcia na E/K; wykazemy, ze zg,yo € K. Istotnie, jezeli 0 € Gal(K/K), to

(a)

Stad (zo,y0) € E(K). Mozemy wiec bez straty zalozyé, ze (zo,y0) = (0,0).

zalézmy, ze (0,0) jest nodem.

- wtedy f.(P) = f,(P) =0 irozwijajac f w szereg Taylora:

[z, y) = £(0,0) = (y — anz)(y — ) — 2

(y — a12)(y — azz) = f(z,y) +2° € K(a,y)

o((xo,yo)) jest osobliwoscia na o(FE) = E. Ale E moze mie¢ tylko jedna osobliwosé, wiec o(xo,yo0) = (xo,¥o)-

(bo C jest zdefiniowana nad K, czyli f € K[z,y]) wiec [K(aq,az2) : K] € {1,2}. Jezeli ag, a0 € K, to

analogicznie jak w [IIT Proposition 2.5] pokazujemy, ze

Ens(K) = K* (z,y) — 2—2%
Y — Qo

jest izomorfizmem.

Zalézmy, ze oy, as & K oraz [L: K] = [K(a1,a2) : K| = 2. Pokazemy, ze

— Q1T
Ens(K) —{te L:Ny/g(t) =1} (2,y) — rgé/l—ia;x

jest izomorfizmem. Niech Gal(L/K) = {1,7}. Wtedy 7(a1) = a2 i na odwrét.

Zauwazmy, ze z 90tego twierdzenia Hilberta:

{teL:Nyk(t)=1}= {% Lo € Gal(L/K)} =
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{Ufs);aeGal(L/K)} - {Zizz :a7b€K}

3.12 Zalézmy, ze ¢ € ker(Aut(E) — Aut(E[m])), tzn. ¢ jest takim automorfizmem E, ze

3.13

vPEE[m] ¢(P) =P= E[m] - ker(d) - id)

Wtedy z twierdzenia Lagrange’a m? = |E[m]| dzieli |ker(¢ — I)| = deg(¢ — id). Stad albo deg(¢ — id) = 0, tzn.
¢ = id, albo tez m? < deg(¢ — id).

Ale deg jest forma kwadratowa, wiec stosujac nieréwnosé trojkata:

m < \/deg(¢ — id) < \/deg(¢) + /deg(—id) =1+1

Jezeli m = 2, to réwnos¢ w nieréwnosci tréjkata jest mozliwa tylko, gdy ¢ = k - id, a poniewaz ¢ ma by¢

izomorfizmem to k = £1.

(a)

(b)

teza wynika z [Silverman, AEC, II Theorem 2.4 c)] zastosowanego do podciala elementéw stalych przy
dziataniu ® (tzn. K(C)®) ciata K(C).

Niech @ € C. Podobnie jak zadaniu 2.10 rozwazamy rozszerzenie cial K (C)/¢*K(C') = K(C)/K(C)®.
Jest to rozszerzenie Galois (jako ze K(C)? jest cialem statym ze wzgledu na podgrupe automorfizméw), w
szczegblnosci jest rozdzielcze. Rozwazmy tez pierscienie Dedekinda: A = ¢*Og C K(C)?® oraz B, zdefiniowe
jako domkniecie catkowite A w K (C). Rozwazmy ponadto ideal maksymalny m = ¢*mg — wtedy mB =
11 Pep-1(Q) MPp gdzie e = e4(P) (wykladniki sa réwne, bo rozszerzenie jest Galois). Wybierzmy dowolny
P € »p71(Q) i rozwazmy grupe dekompozycji

Dy, = {0 € Gal(K(C)/K(C)®) : o(mp) = mp}

— ma ona moc ef = e (stopien kazdego idealu jest réwny 1).
7 drugiej strony, Gal(K(C)/K(C))® = ®* = {a* : a € ®} oraz a*(mp) = {foa € K(C) : f(P) =0} =
{9 € K(C): g(a™(P)) = 0} = my—1(p). Stad:

D, = {0 € Gal(K(C)/K(C)®) :my-1(py =mp} = {a* € " : o }(P) = P}

gdzie ostatnia réwnosé wynika z nastepujacego lematu:

Lemat Niech Q, Q' € C(K). Wtedy jezelimg C mg/, to Q = Q' (gdziemg := {f € K(C) : f(Q) = 0}).
(zrédlo: [Galbraith - Mathematics of Public Key Cryptography, stabsza wersja Lemma
7.1.19)])

Dowdd lematu: bez straty ogdlnosci (po ewentualnej liniowej zamianie zmiennych) mozemy
zalozyé, ze P,Q € U, = {[zo,...,zn] € P* : z, # 0} = A" Niech ¢’ = C N U, bedzie od-
powiedniag rozmaitoécia afiniczna. Niech R = K(C') bedzie pierécieniem wspétrzednych C’, za$
m=mgNR={feR: f(Q) =0} n=mgyg NR. Wtedy m, n sa idealami maksymalnymi (f — f(P)
wyznacza izomorfizm R/m = K, wiec pierécien ilorazowy jest ciatem i m jest idealem maksymalnym),
wiec z twierdzenia Hilberta o zerach |V (m)| = [V (n)| = 1, co daje V(m) = {Q}, V(n) = {Q'}.

Ponadto mg C mg, wiec m C n i z maksymalnodci idealéw: m = n, czyli {Q} =V (m) =V (n) ={Q'}.

(d)

Stad: e = | Dy, | = [{a* € @* : o(P) = P}|.

stopieti ¢ to stopief rozszerzenia K(C)/K(C)?, czyli |®|, wigc z twierdzenia Riemanna-Hurwitza:
2genus(C) — 2 = (2genus(C’) — 2) - |®| + Z(e¢(P) -1 =

= (2genus(C’) —2) - |®| + Z {PeC:aP =P}
acd\{id}



3.15

3.16

(a)

(c)

(b)

(a)

15

niech (S,T) € ker ¢ x kerngSi niech Ty € E5 bedzie takie, ze ¢(Tp) = T. Rozwazmy dywizor

Dy =¢"(T)—¢"(0)= > ((To+P)—(P))

Peker ¢

Wtedy deg(Dy,1) = 0, a ponadto
sum(Dr) = Y (To+ P = P) = [[ker¢[|To = [m]To = 6(¢(Tb)) = $(T) = O
Pecker ¢
(bo T € ker a) Stad Dy 1 = div(ge,r) dla pewnego g, 1 € K(C). Ponadto S € ker ¢, wigc ker ¢+ .S = ker ¢
co daje:

divigsr (X +8) = D> (To+P=8)—(P=8)= > (To+P)-(P)=

PeEker ¢ Peker ¢+ S
= Y ((Th+P)—(P)) = div(gsr)
Peker ¢
wiec gy (X + 5)/g94 7(X) jest stala i mozemy zdefiniowaé: e4(S,T) = g7 (X +5)/g¢,7(X)

zauwazmy, ze div(1* g, r) = " (¢*(T) — ¢*(0)) = (¢0 )" (T') — (¢ 0 ¢)*(0) = div(ggoy,r), Wiec bez straty
ogoélnosci mozna przyjacé, ze ¥ ge v = Gpoy,r- Stad:

eporp (S, T) = gpoyp, (X + 8)/9poyp, 7(X) = V" g, (X + 5) /1" g, 7(X) = g, 7 (V(X) +9(S5)) /g6, 7(¥(X))

e jest 7alternujaca”, tzn. e,(S,T) = ea(T, S)~1:
niech S, T’ bedg takie, ze (Z(S’) =5, ¢(T") = T. Wtedy, korzystajac z podpunktu ¢) i wlasnosci Weil
pairing:

o~ o~

es(9.T) = e4(¢(5), T) = e, (5", T) = em(5", T) = em (5", §(T")) = em(8(5"),T") = em (S, T") =
=em(T,8) 7 =5 (T",5)7! = ex(&(T"),8) ™" = ex(T, )~
(jak widaé c) pozwala nam w wielu przypadkach na sprowadzenie badania wlasnosci e4 do badania e,,)
e liniowo$¢ ze wzgledu na pierwszg zmienna:
e liniowos¢ ze wzgledu na druga zmienng:
e ¢, jest niezdegenerowane:

e niezmienniczo$¢ Galois: zauwazmy, ze ¢ jest zdefiniowane nad K, wiec gg rowniez i ker ¢? = ker ¢
oraz ¢°(T¢) = T dla dowolnego o € Gy k- Stad

div(gfr)= Y, (Tg+P7)—(P7))= > (Ig+P)—(P)= Y (1§ +P)—(P)) = div(gsre)

Pcker ¢ Pcker ¢ Pcker ¢

wiec €y (5, T)7 = (9¢,7(X +.5)/96,7(X))” = 9§ +(X7 +57) /95 7(X7) = gp,0 (X7 + 57) /gy, (X7) =
es(S7,T7).

niech D, D', E,E' € Div’(E), sum(D) = sum(D') = P, sum(E) = sum(E') = Q, f,f,9,9 € K(C),

div(f) = mD, div(f") = mD’, div(g) = mE, div(g’) = mE’; chcemy pokazaé, ze % = J;;Eg,’))

Zal6ézmy najpierw, ze supp D N supp E' = supp D' N supp E = @. Zauwazmy, ze sum(D — D) = O oraz
deg(D — D’) = 0, wigc D — D' ~ 0 oraz D — D’ = div(s) dla pewnego s € K(C)*. Ponadto div(s™) =
div(f/f"), wiec f/f' oraz s™ réznia sie o stala: f/f' = ¢ s™. Stad z prawa wzajemnosci Weila (*):

ﬁ(@) ! %“3 )1 =TT s™) Py = 0 E5m(E) = s(mE) =

czyli f(E)/g(D) = f'(E)/g(D’) i analogicznie f'(E)/g(D’) = f'(E")/g'(D").

Jezeli supp D N supp E', supp D' N supp E # &, to mozemy znalezé D", E"” € Div’(E) o wymaganych
wlasnosciach takie, ze supp D" N (supp D U supp D') = &, supp E” N (supp E U supp E') = & 1 wtedy z juz
udowodnionego przypadku: f(E)/g(D) = f"(E")/¢"(D") = f'(E") /¢ (D’).



3.21

3.22

3.23

3.24
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(b) korzystajac z prawa wzajemnosci Weila (*):

fP(DQ)>m _ fr(mDq) _ fr(div(fQ)) ¢
fo(Dp)

En(P,Q)" = ( fa(mDp) ~ fo(div(fr))

(a) niech E, E’ beda zadane wzorami Weierstrassa, i takie, ze E = C, E' = (' — wtedy z definicji j(C,0) =
J(E), J(C",0") = j(E'). Ponadto EX E~C = C' 2 E' wigc j(E) = j(E').

(b) ten automorfizm to translacja 7o/ (P) = P + O'.

(a) zauwazmy, ze C ma strukture krzywej eliptycznej nad K (bo C(K) # @ i C ma genus 1). Stad istnieje
krzywa E o réwnaniu Weierstrassa E : y? = 23 +pr+¢q (p, ¢ € K) izomorficzna z C; niech ¢ : C — E bedzie
izomorfizmem. Wtedy dla o € G?/K: ¢° : C7 — E° jest izomorfizmem (gdzie E : y? = 2° + o(p)x + o (q),
itd.). Zauwazmy, ze C jest zdefiniowane nad K, wiec C? = C oraz E = C = C? = E°. Krzywe E, E7 zadane

krotkimi rownaniami Weierstrassa s izomorficzne, wiec j(E) = j(£7). Stad dla dowolnego o € G5 /K

4p? 4o (p)?

———— | = 1728
4p3 + 27q2> 4o(p)3 + 270(q)?

c(j(E) =0 <1728 =J(E7) = j(E)

wiec j(F) € K.

(b) jezeli (E,0)/K, to O € E(K). Na odwrét, jezeli O € E(K) jest dowolnym punktem, to z definicji para
(E,O) jest krzywa eliptyczna.

(c) niech E : y?> = 2® +pr+q (p, ¢ € K) bedzie dowolnym réwnaniem Weierstrassa odpowiadajacym C. Wiemy

juz, ze j(E) = 411)732§;7pqaz € K. Zalézmy najpierw, ze p,q # 0. Niech ¢ = \/g, E :y? =23 +ctpr+cBg =23+
z—Zer Z—Z. Wtedy E — E', (x,y) — (c®z,c®y) jest izomorfizmem krzywych. Ponadto Z—z = %W €K,
wiec B/ /K.

2

dla char K # 2,3) Niech C, : 4> + axy +y = 2. Podstawiajac s = y + &L+ = z + & dostajemy krzywa
q 2 12

eliptyczng E, @ s% = 3 + (a/2 — a*/48)t + (1/4 + a5/864 — a3 /24) o j-niezmienniku: j(E,) = % oraz,

wyrézniku: A(E,) = o — 27.

a®(a®—24)2

(a) niech E bedzie krzywa eliptyczng o j-niezmienniku réwnym j. Wtedy w K réwnanie =27

rozwiazanie ag. Stad j(Ea,) = j(E) oraz E = E, = C,.
(b)
(c) dla o = &}/27 (j =0,1,2)

= j ma

Niech P = (P, Ps,...,) € Ty(E), Q = (Q1,Q2,...,) € Tu(E) (tzn. P,,Q,, € E[¢"]) bedzie baza T;(E) = Z?
(jako Zy modutu). Niech tez ¢ € Endi (E)\Z, zas p(¢) € Gla(Z) C Glz(Qy) bedzie macierza ¢, w bazie (P, Q).
Zauwazmy, ze ¢ jest zdefiniowane nad K, wigc dla dowolnego o € G K ¢ oo = oo ¢. Wykazemy najpierw, ze

macierz p(¢) nie jest postaci nly (n € Z;).

Istotnie, zalézmy nie wprost, ze p(¢) = nly dla pewnego n € Zy. Oznacza to, ze obrazy ¢ ® 1 oraz id @ n €
End(E)®Zy przy naturalnym odwzorowaniu End(E)®Z; — End(Ty(E)) sa réwne, wiec zgodnie z [Silverman,
AEC, III, Theorem 7.4] mamy: ¢ ® 1 = id ® n € End(E) ® Z;. Zauwazmy, ze End(E) jest wolnym Z —
modutem rangi < 4, tzn. (jako Z - moduly) End(E) = ZF dla k € {0,1...,4}. Niech ey, es,...,e; bedzie
dowolna baza End(E) jako Z -modulu — wtedy End(FE) ® Z; ma naturalng strukture Z,-modutu, a ponadto:
End(E) ® Zy &2 7F @ Zy = 7%, przy czym baza End(E) ® Z; jako wolnego Z, modutu jest e; ® 1,..., e, ® 1.
Niech ¢ = > aze;, id = > bie; (a;,b; € Z) — wtedy

Zai(ei@@l):¢®1:id®n:2bin(ei®1)

wiec poréwnujac wspo6lezynniki bazy: a; = nb;, czylin € Z oraz ¢ = Y ae; = n Y bie; = n-id, wbhrew zalozeniu,
ze ¢ & 7.

Mozemy wiec skorzystaé z nastepujacego lematu:
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Lemat Niech L bedzie dowolnym cialem, za§ A € Gly(L), bedzie nieskalarna macierza (tzn. A # I dla
dowolnego ! € L). Wtedy centralizatorem A, zdefiniowanym jako Z(A) := {B € Gly(L) : AB = BA} jest
zbidr {I11s + 12 A : 11, ls € L}. W szczegblnodcei, jezeli B, B’ € Z(A), to BB’ = B'B.

Dowéd: zauwazmy najpierw, ze skoro A nie jest macierza skalarng, to istnieje wektor v € L2, v # 0 nie

0
bedacy wektorem wlasnym A. Wtedy (v, Av) jest baza L? i w tej bazie A ma postaé ) * , tzn.
*

0 b
TAT! = ( ) v > =: A" dla T € Giy(L). Ale jezeli macierz B = ( ¢ J komutuje z macierzg A’
Yy c

0
to (z bezposrednich obliczen): zc = b, a + yc = d, wiec B = ( @ e ) = aly + c( . ), wiec
c a+yc 1 vy

Z(A") ={aly + cA' s a,c € L} oraz Z(A) =T 1 Z(A)T = {aly + cA: a,c € L}, co koficzy dowdd.

3.29

3.A

Wystarczy wige teraz rozwazy¢ zanurzenie p : G/ pe — Gly(Ze) C Gly(Qy) (reprezentacje Galois) i zauwazyd,
ze (poniewaz ¢ o 0 = 0 0 ¢, wiee p(¢)p(a) = p(a)p(¢) ) p(Gx k) C Z(p(9)).

(a) Rozwazmy morfizm P — z(P) (pierwsza wsp6lrzedna réwnania Weierstrassa). Wtedy f = zo7p = 7)o x,

wiec
div(f) = div(rp ox) = Tpdiv(z) = 77 (Py) + (P2) + (P5) = 3(0)) = (PA+T)+ (P +T)+ (Ps+T)—3(T)

(gdzie {P1, Pp, Ps} = E[2]\ {O}).

(=) Zalézmy, z2e T € E[3] - wtedy T+T+T =Q oraz P, +T +P+T + P34+ T = O wigc (z definicji
dodawania) istnieja proste L = aX + Y +~Z, L' = o/ X + 'Y + 4/ Z ktére przecinaja E odpowiednio w
Pi+T, Po+T, P3+T oraz (z krotnoscia 3) w P. Wtedy div(L/L") = (P1+T)+(Pe+T)+(Ps+T)—3(T) =
div(f), wiec f =c- L/L' (c = const. € K) i f jest transformacja liniowa.

(<) Zalézmy, ze f = % Rozpatrzmy dywizor biegunéw f: z jednej strony (f)eo = 3(7T), za$ z
drugiej (f)eo = div(a/ X + 'Y ++'Z). Ale dywizor prostej to (z definicji dodawania) suma trzech punktéw,
sumujacych si¢ do zera. Stad T+ T + T = O.

Zadania dodatkowe:

Niech Ey/K, Ey/K — krzywe w postaci Weierstrassa, ¢ : F1 — Fy - niestala, rozdzielcza izogenia. Wtedy
¢ = [f(x),cyf'(x)] dla pewnego f € K(z), c € K* (f'(x) oznacza formalng pochodna f).

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze ¢ = [z 0 ¢,y o ¢]. Ponadto ¢(—P) = —¢(P), wiec (z 0 ¢)(—P) = z(—¢(P)) =
xz(¢(P)). Stad, poniewaz cialo funkcji parzystych to K(x): z o ¢ = f(z) dla pewnego f € K(z). Analo-
gicznie stwierdzamy, ze y o ¢ jest funkcja nieparzysta, wiec jest postaci yg(x) dla pewnego g € K(zx). Stad
¢ = [f(z),yg(x)] Ponadto, ze w = dx/y jest niezmiennicza forma rézniczkowa, wiec wg [AEC, Corollary 5.6]
dla pewnego ay € K*:

I _ (c{yx)z%d; . gu):(;dj;f):;f'(m)

cayli 6 = [f(2). Ly f'(2)]
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Rozdzial IV

4.0

4.1

(zadanie z tekstu) Niech R bedzie dowolnym pierscieniem przemiennym. Pokaz, ze R jest beztorsyjny (tzn. grupa
(R, +) jest beztorsyjna lub réwnowaznie jezelinr =r +r+ ...+ 7 =0, ton = 0 lub r = 0) wtedy i tylko wtedy,
—_———

n

jezeli homomorfizm R — R® Q, r — r ® 1 jest iniekcja.

Rozwiagzanie:

(=) zalézmy, ze nr =0, n € Z, r € R, n # 0. Wtedy:r@lzn(r@%)zm‘@l:O@

roznowartoéciowosci tego odwzorowania r = 0.

=0=0®1, wiec z

1
n

(<) Sposéb I:

pokazemy, ze jezeli pierscien R jest charakterystyki 0 oraz r ® 1 = 0, to 7 jest elementem torysjnym. Niech § =
{n-1g : n € Z\ {0}} bedzie zbiorem niezerowych ”liczb catkowitych” w R — jest to wtedy zbiér multyplikatywny,
wiec mozemy rozpartywaé lokalizacje wzgledem niego: S™!R = R x S/ ~, gdzie (r,n) ~ (r',n’) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje m € S takie, ze rn'm = r'nm. Wykazemy, ze R® Q = S~ R (jako grupy abelowe). Istotnie,
izomorfizmy dane sg jako:

R®Q — S7'R, T®%l—> [(ar,b)]~

1

STR—R®Q,  [(rnb.—rey

Stad, jezelir ® 1 =0, to [(r,1)]~ = [(0,1)]~, wiec z definicji ~ istnieje m € S takie, ze mr = 0.
(<) Sposéb 1I:

Skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat (na podstawie [Atiyah-Macdonald, Wpr. do algebry komutatywnej, Wniosek 2.13])
Jezeli M, N sa A-modulami oraz Y z; ® y; = 0w M ®4 N, to istnieja skoficzenie generowane podmoduly
My C M, Ny C N takie, ze Y x; @y; = 0w My @4 Np.

Dowéd: Z definicji M @ N = AM*N /D, gdzie D jest podmodulem generowanym przez elementy (m; +
ma,n) — (my,n) — (mg,n) itd., wieec > 2, ® y; = 0 = > x; ® y; jest suma skoniczenie wielu elementéw z
D. Niech M, bedzie generowane przez pierwsze wspélrzedne elementow wystepujacych w tej sumie oraz
Z1,...,Ty; analogicznie definiujemy Ny. Jasne jest, ze Y z; ® y; = 0 w My @4 No.

Zalézmy, ze R jest beztorsyjny oraz r @ 1 = 0 w R ® Q. Wtedy istnieje skonczenie generowany podmodut M
Z-modutu Q taki, ze r®1 =0w M Q. M jest skonczenie generowany, wiec M C %Z dla pewnego n. Rozwazmy

f:Rx %LZ — R, f(z,%) = ax — jest to odwzorowanie dwuliniowe, wigc z uniwersalnosci iloczynu tensorowego:

fl, %)= f(r®2). Stad: 0 = f(r®1) = f(r ® &) = nr oraz r = 0 z beztorsyjnosci R.

(b) Niech F(X) = F(X,0) € R[X] — wtedy F(X,Y) = X +Y + ..., wiec F(X) = X + .... Zgodnie z
slematem o odwrotnym szeregu potegowym” ([AEC, Lemma IV.2.4, str. 122]) istnieje wiec
G € R[X] spelniajace (Go F)(X) = (FoG)(X) = X.
Ponadto, z tacznodci:

F(X)=F(X,0)=F(X,F(0,0)) = F(F(X,0),0) = (FoF)(X)
wiec
FX)=((GoF)oF)(X) = (GoF)(X) =X
Analogicznie F(0,Y) =Y.
(a) * istnienie i(X):

niech f(Y) = F(X,Y) — X € R[X][Y]. Wtedy f(Y) =Y + ..., wiec z ,lematu o odwrot-
nym szeregu potegowym” ([AEC, Lemma IV.2.4, str. 122]) istnieje g € [X][Y] takie, ze
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(fog)Y) = (go f)Y) =Y, czyli F(X,9(Y)) = Y + X. Podstawiajac ¥ := —X dostajemy
F(X,g(—X)) = 0imozemy przyja¢ i(X) = g(—X) € R[X].

* jednoznaczno$é:

zalézmy, ze F (X, i3(X)) = 0. Zauwazmy, ze (go f)(Y) =Y, tzn. g(F(X,Y) — X) =Y. Podstawiajac
Y :=iy(X), dostajemy:

ia(X) = g(F(X,i2(X)) = X) = g(=X) = i(X)

x F(i(X),X)=0:

Zauwazmy, ze g(0) = g(F(X,0) — X) = 0. Podstawiajac ¥V := F(i(X),X) w g(F(X,Y) - X) =Y
i korzystajac z lacznosci oraz z F(0,Y) =Y:

F(i(X), X) = g(F(X, F(i(X), X)) = X) = g(F(F(X,i(X)), X) = X) = g(F (0, X) — X) = g(0) =0
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Rozdzial V

54 (a) Niech ¢ : E; — Ej bedzie niezerowa izogenia stopnia d zdefiniowang nad F,. Niech Frob; = F Toqui :

E;, — E; (i = 1,2) beda automorfizmami Frobeniusza na odpowiednich krzywych. Wtedy E;(F,) = ¢ +
1 — tr(Frob;), wiec wystarczy wykazaé, ze tr(Froby) = tr(Froby). Wybierzmy dowolna liczbe pierwsza
¢ # p i ustalmy bazy w Ty(E1), Tp(E2). Zauwazmy, ze pe(¢) € M2(Qy) jest macierza odwracalna (bo
det ¢ = deg ¢ # 0). Ponadto ¢ jest zdefiniowane nad F,, wigc F'robs o ¢ = ¢po Froby, tzn. pe(Frobs)pe(¢) =
pe(@)pe(Froby), czyli po(Froby) = po(¢)pe(Froby)pe(¢)~t. Wystarczy teraz zauwazyé, ze dla dowolnych
macierzy tr(ABA™1) = tr(B), wigc tr(Froby) = tr(Froby).

(b) Zalézmy, ze #E1(F,) = #E5(F,), wtedy tr(Froby) = tr(Froby) oraz det(Frob;) = det(Frobs) = g. Stad
macierze pe(Froby), pe(Frobs) € M2(Qg) maja ten sam $lad i wyznacznik, wigc maja te same wartosci wla-
sne {1, A2} C Q. Wykazemy, ze pg(Froby) = Bpe(Froby)B~1 dla pewnej macierzy B € Ma(Zy) NGla(Qy).
Rozwazmy dwa przypadki:

1° A1 # Ao. Wtedy macierze py(Froby), pe(Frobs) sa diagonalizowalne nad Q, tak wiec sa podobne nad
A

0 ) i musza by¢ podobne do siebie nad Q.
2

Q; do macierzy

Lemat Jezeli K - cialo charakterystyki 0 A, B € M, (K) sa podobne nad K, to sa podobne nad
K.

Dowdéd: Rozwazmy przestrzen liniowa {1 €}

5.5

5.6

Z lematu stwierdzamy, ze pg(Froby), pe(Frobs) € M,(Qg) sa podobne nad Qp, tzn. py(Froby) =
Bp¢(Froby)B~1 dla B € Glz(Qy). Mnozac przez mianowniki mozemy zalozy¢, ze B € Ma(Zy)NGla(Qy).
2° \; = A\g. Oznacza to, ze wielomian charakterystyczny z2 — tr(Frob;)x + ¢ ma dwa réwne pierwiastki
i A = tr(Frob;)? — 4q = 0, a wiec zachodzi réwno$é w nieréwnoéci Hassego. Z dowodu nieréwnosci
wynika, ze istnieja catkowite (n;,m;) # (0,0) takie, ze [n;] = [m;] o Frob; dla i = 1,2. Poréwnujac
2 _

stopnie: n? = m? - q, wiec m;|n;. Stad [m;] o [n;/m;] = [m;] o Frob;, wigc (jako ze Hom(E;) to dziedzina
calkowitosci) [n;/m;] = Frob;. Poréwnujac stopnie i §lady obu stron stwierdzamy, ze g jest kwadratem

i Froby = Froby = [n;/m;] = [£,/q]. Stad pe(F'roby) = pe(F'robs).

Zauwazmy, ze dowolny ordynek ciata kwadratowego urojonego K = Q(\/E) jest postaci O = Z + fOg, gdzie
f € Zy - tzw. przewodnik ordynka, Ok - pierscienr liczb catkowitych w K (patrz zadanie 3.20).

Wykazemy najpierw, ze jezeli £ € Z, (O jest pierwszym idealem w Ok, oraz £ 1 f, to O jest pierwszym ideatem
O. Istotnie, wtedy mozemy wybraé «, 3 € Z speliajace fa + £ = 1.

Jezeli wiec xy € L0, z,y € O, to poniewaz O C Ok, zas Ok jest idealem pierwszym, mamy = € {Og lub
y € LOk; bez straty ogélnosci x = £z dla z € Ok. Stad jednak:

x=fax+ flzx=L(a fz +pz) €O
~—
€fOK

—_————
€0

co dowodzi pierwszosci ideahu.

Niech f1,..., fn beda przewodnikami ordynkéw Rq,...,R,. Wybierzmy dowolng liczbe pierwsza ¢ € Z taka,

ze L1 f1...f, oraz (KT/Q) = 7 € Gal(K/Q) (symbol Artina réwny sprzezeniu zespolonemu) — na mocy tw.

Czebotariewa takich liczb jest nieskonczenie wiele (gesto$é Dirichleta = 1/2). Wtedy stopien ideatéw Ok lezacych

L/@)
7

nad Ok jest réwny rzedowi ( i wynosi 2. Z twierdzenia efg stwierdzamy wiec, ze ideal O jest pierwszy.

Z tego, co udowodnilismy, wynika wiec, ze {R; sa ideatami pierwszymi R; dlai=1,...,n.

(a) E(F,) jest skoiczona grupa abelowa, wigc ma rozklad na czynniki niezmiennicze: E(F,) = Z/kiZ x
Z/kiksZ x ... x Llkiks... kZ dla ky,.. .k € Zy \ {1}. Ale Z/kZ x Z/k1koZ % ... x Z/kiks ... kyZ ma k!
elementow rzedu ki, za$ E(F,) C F maksymalnie k%, wiec | € {1,2}. W obydwu przypadkach grupa jest
wymaganej postaci (dla I = 2 jest (m,n) = (k1, k2), zas dlal =1 jest (m,n) = (1, k1)).
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Ponadto, jezeli bytoby charFy = p|m, to E(F,) zawieraloby min. p? elementéw rzedu dzielacego p — jest to
niemozliwe, bo E[p] = 0 lub Z/pZ.

(b) mamy: E[m] C E(F,), wiec pp, C Fq. Ponadto NWD(m,p) = 1, wiec p,, zawiera pierwiastek pierwotny
Cm 1Zedu m. Mamy: ¢, € Fy, wiec ¢4l =1, co daje m|qg — 1.
(c) jezeli E — supersingularna, to p + 1 = m?n, wigc m|p + 1. Ale m|p — 1, wiec m|(p+ 1) — (p — 1) = 2 oraz
m € {1,2}. Jezeli ponadto p =1 (mod 4), to 4t p+ 1, wiec m = 1.
5.8 Oznaczmy: Hom(Es, E2) = Hom(E1, E2) ® Q, End®°(E) = Hom®(E,E) iniech E, : y*> =z - (x — 1) - (z — 7)
oznacza dla v € K \ {0,1} krzywa w postaci Legendre’a. Skorzystamy z nastepujacych faktéw:

(1) istnieje naturalnie okreslone mnozenie miedzy elementami Hom(Ey, E3) oraz Hom°(E;, Ey). Kazdy
element ¢ € Hom(E1, E») ma odwrotnoéé multyplikatywna ¢~ € Hom(FEs, Ey),

uzasadnienie: mnozenie tensoréw prostych okreslamy jako: (91 ® q1) - (¢2 ® q2) := ($1 0 ¢2) ® (q1¢2)
i przedluzamy mnozenie liniowo na wszystkie tensory.
Ponadto elementem odwrotnym do ¢ € Hom(En, Ep) jest ¢ = 26 € Hom®(Ep, Er) (tzn. ¢ ®

Zos)

(2) jezeli krzywe E1, Ey sa izogeniczne, to End’(E;) = End®(Es) (jako Q-algebry). Izomorfizm dany jest
wzorem End’(Ey) > x +— p'-x-p € End’(E,), gdzie p € Hom(Es, E1) — dowolna izogenia, za$
p~t € Hom®(Ey, Es) jest odwrotnoécia multyplikatywna, okreslong jak wyzej,

(3) jezeli E1/K, Es/K sa izogenicznymi krzywymi eliptycznymi, cialo K zawiera domkniete algebraicznie
podciato L oraz j(E;) € L, to j(Es2) € L (réwnowaznie: jezeli jedng z nich mozna okresli¢ nad L, to
druga jest izomorficzna nad K z pewna krzywa zdefiniowana nad L),
uzasadnienie: niech ¢ : E; — FEs bedzie izogenia. Wtedy z I tw. o izomorfizmie dla krzywych elip-
tycznych (wynikajacego z [AEC, II1, Proposition 4.12, str. 74] oraz [AEC, Corollary 4.11, str.
73]) wynika, ze ¢ = uom, gdzie 7 : By — Ej/kera, u: Ey/kera — FE5 - izomorfizm. Ale z konstrukcji
wynika, ze E;/ker a jest okre$lone nad najmniejszym domknietym algebraicznie cialem zawierajacym

wspOlezynniki Ey, wiec Es jest izomorficzne z Fj / ker o okre$lonym nad L,

(4) jezeli dane sa ciata L = L C K oraz a, 3 € K \ L, to istnieje o € Gal(K/L) takie, ze o(a) = j.

Niech E/K, j(E) ¢ F,. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze E = E5. Wtedy j(E)) € F,, wiec A ¢ F,. Za-
16zmy nie wprost, ze End(FE) jest ordynkiem w urojonym ciele kwadratowym. Niech N < 0 bedzie takie, ze
End’(E) = Q(N) oraz VN € End(E).

Zauwazmy, ze wtedy dla dowolnej krzywej E’/K spelniajacej j(E) ¢ F, zachodzi End(E') = End(E). Istotnie,
jezeli E' = E,, (nad K), to u ¢ F,, wigc istnieje 0 € Gal(K/F,)???? takie, ze o(u) = X oraz (E')° = E, co
oznacza, ze End(E'") & End(E) (izomorfizm to f(P) — f7(P)). Stad dla kazdego takiego E’ réwnanie 22 = N
ma dokladnie 2 rozwigzania w End®(E’), ktére oznaczymy jako ap/, —ap € End(E').

Wybierzmy dowolng liczbe pierwsza £ 1 pN i dowolne & = (£1,&s,...) € Ty(E). Niech &y = (&) = Z/(*Z bedzie
podgrupa generowana przez . Niech Ey = E/®y i niech 7, : E — Ej bedzie izogenia ilorazowa. Wtedy Ej
oraz F sa izogeniczne, wiec z (3) dostajemy j(Ey) € F, i End(Ey) & End(E). Niech « := ag, oy := ag,.

Pokazemy, ze & jest wektorem wlasnym a. Zgodnie z (2) funkcja fi(z) = pr -z -pgl : End®(E) — End°(Ey)
jest izomorfizmem (ciat). Wiemy jednak, ze fy(a)? = fr(a?) = N, wiec fr(a) = *ag, tzn. 7, 0 a = Fay o T
W szczegdlnosci (jako ze oy jest endomorfizmem) « (ker(m)) C ker(my), czyli a(®g) C ®y. Poniewaz zachodzi

to dla kazdego k, to £ jest wartoscia wlasna «.

Kazdy wektor & € Ty(E) jest wektorem wlasnym «, wiec pg(a) € My(Zs) jest macierza skalarng aly (a € Zy).
Ale End(E) ® Z¢ — End(T;(E)) jest zanurzeniem, wiec a € Z oraz « = [a] € Z, wbrew zaloZeniu — sprzecznosé

koniczy dowdd.
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5.9 Zauwazmy, ze dla p # 2, 3:
4 jJ(E)=1728
H#HAut(E)=4( 6 J(E)=0
2 j(E)+#£0,1728

([AEC, IIL.10]). Przyjmijmy €,(a) = 1, jezeli krzywa o j-niezmienniku « jest supersingularna oraz = 0 w
przeciwnym wypadku. Korzystajac ze wzoru:

-1 2 1
ilog¢ krzywych supersingularnych = % + §€p(0) + 59,(1728)
dostajemy:
Z 1 - Z 1 + €p(0> 6p(1728) _
E/F,—ss #AUt(E) E/Fp—ss,j(E)#0,1728 6 4
p—1 1 1 1 6(0)  €(1728) p—1
= | =—— —=-¢,(0) — =¢,(1728) | - = =
< 2 390 54l )) 276 T 1 24

5.10 Oznaczmy t = tr(Frobg).

(a) (=) Zalézmy, ze E/F, jest supersingularna, wtedy EW = FE oraz m : E — E jest czysto nie-
rozdzielcze i ma stopien ¢, wigc Frob, = W o Frob, gdzie ¥ jest rozdzielczym automorfizmem oraz
lq] = Frobg o Froby = W o Frob.

Rozwazmy dowolna liczbe pierwszg ¢ # p i niech p,(Frob,) € M2(Qg) bedzie macierza Frob,, zas pe(¥) €
M(Qp), det(pe(¥)) = deg(¥) = 1. Wtedy z jednej strony [g] = W o FrobZ, wiec po(Froby)* = qpe(¥)~'. Z
drugiej strony z twierdzenia Cayleya-Hamiltona:
pe(Eroby)? = tr(p(Frob,))pe(Frob,) — det(pe(Frob,))Is =
= tr(EFroby)pe(Froby) — deg(Froby)ls = tpe(Froby) — qla
Stad tpe(Froby) — qla = qpe(V) ™1, czyli tpo(Froby) = (ql2 + qpe(¥) ') i obliczajac wyznaczniki obydwu
stron:
t?q = ¢ - det(qlz + qpe(¥) ")

co daje ¢%|t?q, czyli q|t? i plt.

(<) Zalézmy, ze p|t. Wtedy, biorac dowolne ¢ # p i korzystajac z twierdzenia Cayleya-Hamiltona: py(Frob,)? =
tpe(EFroby) —qla, tzn. (pe(Froby)?)s = (tpe(Froby) —qlz)e. Ale odwzorowanie Hom(E)®Z, — Hom(T;(E))
jest iniekcja, wigc (Frob,)? = [t] o Frob, — [q]. Stad, jezeli P € E[p], to:

(Frobg)*(P) = Frobg o [t/p]([p|P) — [a/p)([p)P) = 0

Ale Frobg jest réznowartosciowy, wiec P = O i E[p] = {O}, czyli E jest supersingularna.

(b) Mamy: ¢r(Frob,) = p+ 1 — #E(F,), wiec jezeli #E(F,) = p+ 1, to p|tr(Frob,) = 0. Na odwrdt, jezeli
pltr(Frob,) =p+1— #E(F,), to poniewaz dla p > 5 korzystajac z nieréwnosci Hassego:

0<|p+1-#E(F,)| <2yp<p
wiec [p+1—#E(F,)| =0
5.11 Wybierzmy dowolna liczbe pierwsza ¢ # 2, 3. Niech p # 2,3 bedzie dowolna liczba pierwsza taka, ze:

— p nie dzieli wyréznika krzywej F,

— p rozklada si¢ catkowicie w Q(E[/]) na idealy pierwsze 51, ..., 08, (¢ = [Q(E[)) : Q]), badz tez réwnowaznie

symbol Artina p jest trywialny: (W) =1d,
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— zaden z idealéw [, ..., B, nie dzieli mianownikéw wspéirzednych afinicznych punktéw w E[¢].

Z twierdzenia Czebotariewa istnieje nieskoficzenie wiele takich liczb pierwszych (ich gesto$é Dirichleta to m)

Niech O bedzie pierscieniem liczb catkowitych w Q(E[¢]) — wtedy O/8; = F,,. Niech E oznacza redukcje krzywej E
do O/p; = F,. Z zalozenia redukcja (mod f;) : E[{] — E((’)/ﬁj) jest iniekeja, wiec E[(] = E[(] mod B; C E(Fp)
i dla Q € E[f] jest Frob,(Q) = Q.

Stad macierz dzialania Frob, na E[(] przystaje (mod £) do I oraz tr Frob, = tr I, = 2 (mod £), wiec #E(F,) =
p+1—trFroby=p+1—2=p—1 (mod ¥¢).

Zal6zmy nie wprost, ze E jest supersingularna — wtedy |E(IFP)| = p+ 1, wiec byloby: p— 1 =p+1 (mod ¢),
czyli £|2 co daje sprzecznosé.

Ustalmy Z/mZ-baze w E[m] = Z/mZ x Z/mZ. Niech v € (Z/mZ)? bedzie wektorem wspélrzednych punktu P
w tej bazie, za§ F' = pg p (Froby,), F= p2.m(Froby) € My(Z/mZ) beda macierzami odpowiednich przeksztalcen
w tej bazie. Wtedy (poniewaz P ma rzad m) k-v =0 < m|k

Niech tez p(z) = det(xI — F) € Z/mZ[x] bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy F'.

Fakt 1 Jezeli NWD(m,q—1) =1, f € Z/mZ[z] oraz f(1) = f(q) =0, to (z — 1)(z — m)|f(z).

Dowéd: Zgodnie z algorytmem Euklidesa (poniewaz wspélezynnik przy najwyzszej potedze w (x—1)(x—m)
jest odwracalny) mozemy zapisa¢ f(z) = q(z) - (z — 1)(z — m) + ax + b, gdzie ¢ € Z/mZ[z], a,b € Z/mZ.
Ponadto 0 = f(1) =a+b, 0= f(¢) = ag + b, wiec 0 = a(l — q), czyli (poniewaz 1 — q € U(Z/mZ)) a =0,
b=0oraz f(z) =q(z) - (xr —1)(x —m).

Fakt 2 Jezeli A € M, (Z/mZ), v € (Z/mZ)" jest wektorem rzedu addytywnego m (tzn. kv =0 < k=0
(mod m)) oraz Av =0, to det A = 0.

Dowdd: Niech A" bedzie macierza dotaczona macierzy A, wtedy AMA = AAN = det A - 1. Stad: 0 =
ANAv = det A - v, wiec m| det A.

5.A

Zauwazmy, ze P € E(F,), wiec Froby(P) = P oraz Fv = v, co daje (I—F)v = 01z faktu 2: p(1) = det(/—F) = 0.
Ponadto Frob,(P) = Frob,(Froby(P)) = [q]P, wigc (¢I — F)v = 0 oraz p(q) = det(¢ — F) = det(qI — F) =
det(¢f — F) =0.

Na mocy Faktu 1 oznacza to, ze (z—1)(x—q)|p(z), wiec p(z) = (z—1)(z—q). Rozpatrzmy wielomian g(z) = z%—1
—wtedy g(1) = g(q) = 0, wiec p(z) = (x — 1)(z — q)|g(x). Ale na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona p(F) = 0,
wiec F4 — I = g(F) = 0 oraz F? = I. Oznacza to, ze Froby|g(m = id, wicc E[m] C E(Fga).

Zadania dodatkowe:

Wykazaé, ze krzywa eliptyczna E/K (char K = p) jest supersingularna wtw. gdy istnieje nieskoficzenie wiele

izogenicznych z nig krzywych (z doktadnoscia do K-izomorfizmu).

Rozwiazanie:
(=) Zalézmy, ze krzywa E jest supersingularna. Wtedy z dowodu [AEC, V.3, Theorem 3.1, (iii) = (iv)]
wynika, ze dowolna krzywa E’ izogeniczna z E jest réwniez supersingularna oraz j(E') € 2, w szczeg6lnodci

takich krzywych jest mniej niz p?.

(<) Niech End(E) bedzie izomorficzne z ordynkiem O w Q(y/n), n < 0 (przy czym dla End(E) = Z przyj-
mujemy n = 0). Niech L ={¢ € P: {1 2np,lO jest idealem pierwszym w O} — z twierdzenia Czebotariewa i
zadania 5.5 jest to zbiér nieskonczony (dla End(E) = Z zbiér L sklada sie z liczb pierwszych nie dzielacych 2np).
Niech H; bedzie dowolna podgrupa cykliczna rzedu £ w E. Pokazemy, ze krzywe ,ilorazowe” {E/Hy: ¢ € L} sa
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parami rézne.

Niech 41,05 € L, {1 # {3. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego ¢ € End(E) jest: degy # {12 - istotnie,
jezeli ¢ = a +by/n (a,b € Z) w O, to @ = a+ by/n, wigc degp = (a + by/n)(a+by/n) = a® — nb® i jeze-
li 105 = a® —nb? = (a + by/n)(a — by/n), to (poniewaz 10 jest ideatem pierwszym w O) £1|(a + by/n) lub

l1](a — by/n). Zaldzmy, ze f1|(a + by/n) — wtedy réwniez ¢1|(a + by/n) oraz ¢1]2a = (a + by/n) + (a + by/n), czyli
{1|a oraz £1|b, wigc £2]a® — nb? = l1fs i {1 |l2, whrew zalozeniu £ # /5.

Zal6zmy nie wprost, ze krzywe E/H,, oraz E/H,, sa izomorficzne oraz U : E/Hy, — E/Hy, jest izomorfizmem.
Niech 7; : E — E/H,, bedzie odwzorowaniem ilorazowym dla j = 1,2 (oczywidcie degm; = # kerm; = #H,, =
¢;). Wtedy mpoWom : E — E byloby odwzorowaniem stopnia ¢; /5 wbrew temu, co udowodnili$émy. To oznacza,

ze E jest izogeniczna z nieskonczenie wieloma krzywymi — wszystkimi ze zbioru {E/H, : ¢ € L}.
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Rozdzial VI

6.1 Po zrézniczkowaniu réwnodei: 0'(z + w;) = a;0'(2) (i = 1,2), wiec funkcja g(z) = %/((zz)) spelia g(z + w;) = g(2)
i jest funkcjg eliptyczna. Stad 0 = ZweC/A resy(g) (JAEC, VI, Theorem 2.2]), a ponadto z twierdzenia
Rouche’go: res,(0'/0) = ordy(0) > 0 (bo 0 jest holomorficzna). Laczac to: 0 < X, cc/p 0rdw(0) = 0, wige
Vwecn  ordy(0) =0, czyli 6(z) nie ma zer i funkcja g(z) = 6'(2)/60(2) jest catkowita funkcja eliptyczna — musi
byé zatem stala: g(z) = c¢. Rozwiazujac réwnanie rézniczkowe:

/OZ 0 (w)/0(w) dw = /Ozcdw = /:(Z) du/u = cz

0
= logf(z) =1og0(0) +cz = 6(z) = 6(0)exp(cz)

6.A Wykazad, ze jezeli zg,...,2, € C\ A, to:

1 p() ¢(20) ¢"(20) - 9" V(20
1 @(21) pl('zl) @N(Zl) s p(n_l)(zl) _ (71)n(n71)/21!2! o n!U(ZO t...t Zn) H0<i<j<n U(’Zi - Zj)
- [o<icn o(zi)m !
L p(zn) 9'(zn) 9"(zn) ... @(n_l)(zn)
Rozwiazanie: Wykazemy to indukcyjnie wg n. Zatézmy, ze teza zachodzi dla n—1 i ustalmy liczby zq, ..., 2,—1 €

C\ A. Bez straty ogdlnosci zaldézmy, ze sa one rézne (w przeciwnym wypadku obie strony sie zeruja). Rozwazmy
funkcje:

1 p(z0) ¢(20) ¢"(20) ... " Y(z0)
f(z) = 1 p(z1) ¢(=1) ¢'(z1) ... " V(z)
1 o) ¢z) ¢'(2) ... " V(z)

B o(zo+ ...+ 2) Hogignfl o(z; — 2)
g(Z) - O'(Z)n+1

Zauwazmy najpierw, ze funkcja g jest eliptyczna — istotnie, jezeli w € A, o(z + w) = e?**P0(2), to:

gz +w)=..
Zauwazmy, ze pF)(z) = % + (funkcja holomorficzna), wiec z zalozenia indukcyjnego:
1 ©(20) ¢’ (20) O"(20) ... " V(20)
lim 2 f(2) = lim | L p(z1) ¢ (21) P'(z1) .o V() | _
z—0 z—0
ol Z"Jrlp(z) Z"Jrlp'(z) ZnJrlp”(z) Z"Jrlp("*l)(z)
p(z0) ¢'(20) " (20) p" 1 (2)
|1 op(z) ¢9'(z) 9"(2) p"V(z1) | _
0 0 0 0 (—1)" !
1 p() ¢ ¢"(20) o 9" V(20
_ | b)) o) () |
L p(zn—1) ¢'(zn-1) ¢"(2n-1) ... @(nim(zn—l)

— (=1)"'n!- ((—1)"("‘”/2112! oo ) Hocicien 75 - Zj)) (%)

[o<icn—1 o(z)"

co oznacza, ze f ma n + 1-krotny biegun w 0 i wspétczynnik przy z= "' w f(2) dany jest wzorem (*). Jest

to jej jedyny biegun w C/A, wiec f jest funkcja elityczna rzedu n + 1. Z wlasnosci wyznacznika f(z9) = ...
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f(zn—1) =0, wiec (poniewaz f musi mieé tyle zer co biegunéw) f ma jeszcze jedno zero p. Ale 0 = sum(div(f)) =
p—i—zlozz n-0, wiec p=—20 — ... — z,—1 oraz div(f) = (p) + > ( i) —n-(0) = div(g).
Stad f(z) = cg(z) dla pewnego ¢ € C. Mamy:

z—0

n+1
lim 2" eg(2) = co(z0 + ... + 21 +0) lli% ( > et i)

z
o(2)
wiec c=....

(a) Zauwazmy najpierw, ze prawa strona jest funkcja eliptyczna zmiennej z — jezeli w € A, to dla pewnych
c,d € C ([AEC, VI, Lemma 3.3 (c)]) o(z +w) = e*+0(2), wiec:

Colztatwolz—atw) (ecG=)Fdg (2 + a)) (eFTVHg (2 — a)) _ o(z+a)o(z—a)

dGrote@r (¥ (2))2(a)? =TT o))
Dla ustalonego a # 0 (mod A) funkcja z — p(2) — p(a) ma podwdjny biegun w 0, wiec jest stopnia dwa.
Stad nie ma ona innych zer oprécz +a (p(z) jest funkcja parzysta) oraz div(p(z) —p(a)) = (a)+(—a)—2(0).

Funkcja o(z) ma pojedyncze zera tylko w punktach kraty A, wiec div ( %) = (a)+(—a)—2(0) =

div(p(z) — p(a)) czyli p(z) — p(a) = C (—%) dla pewnej stalej C (zaleznej tylko od a). Stala ta
wyliczymy, poréwnujac wspétczynniki przy z~2 w rozwinieciu w szereg Laurenta — po lewej stronie jest to

1 ([AEC, VI, Theorem 3.5]), za$ po prawej jest to:

i A 0)o(a—0). . 22
1 o ~0(z4a)-o(z—a) _ ola+ : _
zli% <Z < C U(Z)2U(a)2 C (a)2 Zli% 0_(2)2
-1 1 2
— Clim (1_3) et /0? _ o
24»0“)#0 w

wiec C' = 1.

(d) Wykazemy réwnosé, korzystajac z 6.A oraz nastepujacego lematu:

Lemat Niech f bedzie funkcja holomorficzna w pewnym zbiorze otwartym U C C. Zdefiniujmy:

Wi (e, w) = 1P (w)

Wi (zw) = f(z), W (zw) =

z—w
Wtedy:
1
V.eu hm W(k)(z w) = 7 ) (2)
Dowdd: jak tatwo wykaza¢ indukcyjnie:
F2) =520 D)z —w) &1 .
W;k)(z,w) = ! (le)k :Z?fm(w)(z—w)] g

Z oszacowania Cauchy’ego: |f™(w)| < ﬁsup‘ufw‘gr\f(um wiec dla ustalonego z szereg
ten jest zbiezny niemal jednostajnie na U wg w. Mozemy wiec dokonaé przejscia granicznego:
. k

lim,_» W} )(z,w) = %f(k)(z).

Podzielmy obie strony 6.A przez [[,; ;<,(zi — 2;) 1 obliczmy granicg iterowana

lim lim ... lim lim

Zn R Zn—1""%n 2223 Z1R2
lewej oraz prawej strony dla pewnego z € C:

* prawa strona:

lim  lim ... lim (=1)*=D/21121. . pl oz F .+ Zn) I1 oz —2) _
FnTrEEn—1TEn AR oi<n 0(2)"H ogi<j<n 47
= (—1)=D/21191 olnt1)z)

( )(n—i—l)2
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* lewa strona:

1 p(0) ¢'(20) ¢"(0) - " (20)
1 1 ’ " (n—1)
lim lim ... lim plz) @'(z1) 9"(=21) P (1)
Zn—Z Zn—_1—2Zn z1—22 H0<Z<]<n(z —Zj)
L op(zn) 9'(z0) 0"(2n) ... @(n_l)(zn)
Wykonajmy teraz nastepujace n krokéw — w k-tym kroku:

- odejmijmy k-ty wiersz przemnozony przez % od wierszy k+ 1,k+2,....n

- podzielmy wiersze k + 1,k 4+ 2,...,n przez odpowiednio 2z — 2k41, 2k — Zk+2, -« -, 2k — Zn,

- przejdzmy granicznie 2z — Zk41.

jak latwo zauwazy¢, po wykonaniu k-tego kroku granica przyjmie postac:

(=1 lim  lim ... lim H (2 — 2j) 7"
En—2 Zn—1"Zn Zk+41"2k+2 A )
k+1<i<j<n
1 q19(2k41) 519(zk41) e 510" (2k41)
0 119" (21+1) 119" (21+1) o (21 41)
0 16" (2h11) 16" (2141) 30" (z141)
0 #6" (2h41) ae ) (zeg1) . :@("+k) (2k+1)
0 Wék+1)(2k+27 Zk+1) Wé,lf+1)(zk+27zk+l) W:ft (Zh42y 2k41)
0 Wékﬂ)(zn—l, Zht1) Wé]/€+1)(2n—la Zh41) e Wéﬁil)(zn—l, Zkt1)
0 ngk—i_l)(znv Zk+1) WSEJI/€+1)(ZTL7 Zk+1) s ngvj;l) (Zna Zk-i—l)
i po n-tym kroku:
1 p(z)  ¢(2) PV (2) "
/ Z (n) p/(Z @/I(z) p( )(Z)
0 ¢'(2) '(z) ... P\ (2) p”(z) p///(Z) (n+1)(2)
(71)7171 0 p”(z) p///(z) p(n-',-l)(z) _ (71)n71
T (n) " (2n—1)
. . P (z) ¢"(2) o (2)
0 p"M(z) ¢"(z) ... P V(2)
co konczy dowdd.
6.4 (a)
pierwsza réwnosé jest oczywista, druga wynika ze scalkowania réwnosci p(z + w) = p(2), trzecia z podsta-
b) bi , s . d ik " L ‘i o . d
wienia z = —w/2 w réwnosci ((z + w) = ((z) + n(w) i skorzystaniu z nieparzystosci ¢.
(c) latwe

(d) niech D bedzie fundamentalnym réwnoleglobokiem o wierzchotkach a, a + wi, a + wy + wa, a + wo i takim,

ze 0 € int D (w zerze mamy biegun, wigc musimy go ominaé) — wtedy

1 a-+wa a+wi+wsa a+wi a
127’680(():7/ ((2)dz = 3 </ / / —|—/ )C(z)dz
T JoD ! +wa Fwitwsz a+twy

— podstawiajac w drugiej calce z — z—wsy, w trzeciej z — z—wq, korzystajac z relacji f(z+w;) = f(2)+n(w;)

oraz z f;ﬁa +fi_+a =0:
1= L a®?* i (w)dz + /awra’?(wz)dz - L (wan(w1) — win(wz))
27 211

(e) calkujac réwnosé ((z +w) = ((2) + n(w) wg z: logo(z + w) = log(z) + w(n)z + d (d € C — stala zalezna od
w, okreslona z doktadno$cia do wielokrotnosci 27i), czyli o(z + w) = @)= +dg(2).
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Jezeli w/2 ¢ A, to podstawiajac z = —w/2 w réwnosci o (z +w) = e"“)* 45 (2), korzystajac z nieparzystoéci
o oraz 7 tego, ze ((w/2) # 0:

o(w/2) = —e MWW/2Hg(y/2) = 1 = e nww/2Hd
id=nw)w/2+2min (n € Z), wigc
o(z4+w) = e"(‘”)ZJ”ia(z) = —e"(“)(z+“/2)a(z) (%)
Jezeli w/2 € A, to w = 2a1w;1 + 2a2w2 (a; € Z), wige stosujac (x) |2a| + |2b| razy i z liniowosci n:
2
0(z +w) = 0(z 4 2a1w1 + 2aws) = (—1)2* P exp Z 2a,m(w;)(z + w;/2) | o(z) = " EH/D g (2)
j=1
6.12

(a) Rozwazmy petle o = a;l * Qug % a;l xaq, =01 * Bgl, gdzie:

ap(t) = (t, VA —12)-(1- thQ)), 0 <t <1-4ciezka od (0,1) do (1,0)

:<—t V(A —2) - (1 — k22)

0 <t<1-8ciezka od (0,1) do (—1,0)

as(t) = (—t,—\/(l—t2 (1 —k2t2) ) 0 <t<1-4ciezka od (0,—1) do (—1,0)
) <t <1 - $ciezka od (0,—1) do (1,0)

a4(t)—< /(1 —12) - (1 - k2t2)

Bi(t) = <t,z’ N2 =1)-(1— k2t2)), 1<t < 1/k - éciezka od (1,0) do (1/k,0)

Ba(t) = <t, i 1) (1- k2t2)), 1<t <1/k - éciezka od (1,0) do (1/k,0)

(gdzie * oznacza mnozenie drég o tych samych koficach). Petle te tworza baze 1 (E(C), (1,0)) = Z?; uzasadnimy

to na koniec rozwiazania.

Zauwazmy, ze periody dane sa wzorami (patrz np. dowéd Proposition 5.2. (a)):

dx dx
w1 = ) W = )
czyli:
or = /x’(t)dt [ dt N ! —dt B
A0 =0 —/(1 = 12) - (1 = k22)  Ji=o —/(1 —#2) - (1 — k212)
! —dt ! dt ! dt

o V(I —82) - (1 k%2 i =0 /(1 —12) - (1 — k2t2) =4 =0 /(1 — 12) - (1 — k2t2)

i analogicznie uzyskujemy drugi period.

a, [ sa baza 71 (E(C),(1,0)): niech A bedzie krata odpowiadajaca E. Zauwazmy, ze baza w1 (C/A)
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Rozdzial VII

7.4 Przy izomorfizmie z grupa ”formalna” F;(K) = E(M) zbiér Ei(K) C E;(K) odpowiada podgrupie E(MF) C
E(M), jest wiec podgrupa, a z twierdzenia 7?7 mamy:

By (K)/ By 1 (K) & BOM)/E(MF) 2 MFE M e gt

7.6 Oznaczmy: ®(P) = y(P)? — z(P)? — Az(P) — B.

(a)
(b)

ftf

E(K) jest domkniete — jest to przeciwobraz 0 przy ciaglej funkcji @, jest wiec zwarte jako domkniety
podzbiér zwartego P*(K). K jest pierScieniem topologicznym, wszystki dzialania sa w nim ciagle w szcze-
gblnoéci réwniez funkcje wymierne sa ciagle w swojej dziedzinie. Translacja jest za$ dana przez funkcje
wymierne na kazdej wspolrzednej.

pokazemy, ze E(K) \ Eq(K) jest domkniete. Niech (P,), C E(K) \ Ey(K) bedzie ciagiem o granicy P.
Wtedy ciagi (@(Pn))n oraz (aT,(Pn))n sa zbiezne (w K) do odpowiednio g—‘f(P) oraz ‘g—‘;(P). Ponadto
P, & Ey(K), wiec v(%‘i (Pn)), v(g—f(Pn)) > 0. Z dyskretnosci metryki ciaggi te musza mieé¢ wiec od pewnego
momentu ta sama waluacje:

0P 0P 0P 0P
Vs N U(%(Pn)) = U(%(P)), ”(afy Pp))=v En

wiec v(gi’ (P)),v(‘g‘b(P)) > 0 oraz P & Eo(K).

zauwazmy, ze warstwy Fo(K) w grupie F(K) sa rozlacznymi zbiorami otwartymi (translacja jest home-
omorfizmem, wiec z otwartoéci Eg(K) wynika otwarto$é jego warstw) pokrywajacymi zbiér zwarty — musi
by¢ ich wiec skonczenie wiele.

7.7 Niech 7 bedzie uniformizatorem pierécienia liczb catkoiwtych R ciala K.

We wszystkich trzech podpunktach zredukowana krzywa to E: y? = x3. Ma ona punkt osobliwy (0,0), wiec

E(K

(a)

)\ Eo(K) ={(z,y) € E(K) : v(z),v(y) > 0}.

Dane réwnanie krzywej jest minimalne (jako ze v(B) = 1). Zalézmy nie wprost, ze (z,y) € E(K) \ Eo(K)
— wtedy byloby x,9 =0 (mod 7), wiec B = y? — 2 — Az =0 (mod 7?) — sprzecznosé, bo v(B) = 1.
(uwaga: réunosé E(K) = Eo(K) nie oznacza, ie E/K ma dobrq redukcje, a ze punkt osobliwy E nie nalezy
do obrazu redukcji)

Niech A = 1A', B = 72B’. Zauwazmy najpierw, ze E(K) \ Eo(K) # @. Istotnie, z lematu Hensla istnieje
punkt (a,b) na krzywej F(x,y) = y*> — na3 — A’z — B’ = 0, redukujacy sie do punktu (—B’/A’,0) na krzy-
wej zredukowanej y? = A’z + B’ (jako ze F'(—B'/A’,0) = —A’ #0 (mod 7)). Wtedy punkt Py = (7a, 7b)
nalezy do E(K) i redukuje sie do (0, 0).

Niech P; = (z;,y;) € E(K)\ Eo(K) dlai = 1,2 beda réznymi punktami (wtedy v(z;),v(y;) > 0). Pokazemy,
ze P, + Py € Ey. Istotnie, Py + Py = P3, Py = (x3,y3) gdzie 13 = A\ — 21 — 29, A = yz yl . Ale:

Y2 —ys = (23 4+ Az, + B) — (23 + Axy + B) = w(xy — x2) - (7r((av1/7r)2 + z1xo /72 + (z2/7)%) + A’)

wiec (drugi nawias po prawej stronie ma zerowa waluacje) v(
v(A) = v(£=2) =1—v(y1 +y2) < 0. Stad réwniez v(x3) = v(A\° — 21 — 22) <0, wigc P + P € Eo(K).
)
lu

ml 2A11 8Bwl+A2 T,
V(T an s ) <2-2=0.

(1 —y2) (1 + y2)) = 1+ v(x1 — z2) oraz
A2
)=

Analogicznie, jezeli P1 ¢ Eo(K), to [2]P1 € Eo(K) — v(z([2] Py
Reasumujac, dla kazego P € E(K) mamy P =0 (mod Ey(K))
{[0], [Ro]} = Z/2.

b P =P (mod Ey(K)), wigc E(K)/Eo(K) =
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(c) Zalbézmy, ze E(K) # Eo(K), Py = (zo,y0) € E(K)\ Eo(K). Zauwazmy najpierw, ze [2]Py ¢ Eo(K) — istot-

nie, v(z([2]Py)) = U(xéjj;‘;f;jffg“) >3- 2=1oraz v(y(2R)])) = Lv(z(21R)? + Ax([2]P) + B) > 0.

Niech P; = (z;,y;) € E(K)\ Eo(K) dlai = 1,2 beda réznymi punktami (wtedy v(x;),v(y;) > 0). Pokazemy,
ze Py + Py € Eo(K) lub P, — Py € Eo(K). Zauwazmy napierw, ze v(y?) = v(z? + Ax; + B) = 2, wiec
v(y;) = 1. Niech € € {—1, 1} bedzie takie, ze v(y1 — ey2) = 1 (gdyby v(y1 — y2) = 2 oraz v(y; — y2) > 2, to
v(y1) = v(2y1) = v((y1 — y2) + (11 +y2)) > 2 — sprzecznosc). Wredy v(4—2) =1 — v(z1 — z2) < 0, wige

2
v(@(Py +eRy)) = U((w) — @1 — 23) < 0 oraz Py + ePy € Ey(K).
W szegdlnodci, biorac Py mamy: Py € Eo(K), [2]Py ¢ Fo(K), wiec musi byé [2]Py — Py € FEo(K) lub
[Q]Po + Py € Eo(K), czyli [3]P0 S Eo(K)

Ostatecznie, dla dowolnego P € E(K) mamy: P € Ey(K) lub P — Py € Ey(K) lub P+ Py € Ey(K), wigc
E(K)/Eo(K) = {[0], [Po], [-Fol} = Z/3.

7.8 Niech M bedzie idealem maksymalnym w pierScieniu liczb caltkowitych R ciala K™ — wtedy cialo reszt
(mod M) to R/M = k. Ponadto Ens(ﬁ) jest krzywa eliptyczng lub grupg izomorficzng z E olub 2z & We
wszystkich trzech grupach mnozenie przez m jest epimorfizmem. Stad, wybierajac dowolny punkt P € E(K"™"),
majdziemy taki punkt T € E,,(k), ze P = [m]T. Ale redukcja Eq(K™) — E,4(k) jest surjekcja, wice T = §
dla pewnego S € Eo(K™"), wiec dla pewnego R € E1(K™) jest P = [m]S + R. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze na
podstawie [AEC, Lemma IV.2.3 (b)] mnozenie przez [m| na ”grupie formalnej” F1(K™") jest izomorfimem,

wiec R = [m]Q dla pewnego Q € Ey(K"") oraz P = [m](S + Q).

7.9 (a) niech D = {L : L/K — skonfczone rozszerzenie, E ma dobra redukcje nad L}, zas$ J = |J, op Iz bedzie sumag
wszystkich grup inercji. Oznaczmy tez dla dowolnej liczby pierwszej £ # char(k):

Jy = ker (pg I — Aut(Ty(E)) = Glg(Zg)) = {0 € Ik : o dziala trywialnie na T;(E)} =

Z{UEIKip[(O')=<(1) ?)}

a takze

10

Hf,n{UGIKIVi pgl(a)2< 0 1

) (mod Za)} = ker <(m0d€a) tpe— Glg(Z/ﬁZ))
(odwzorowanie (mod (%) to zwykla redukcja wspélezynnikéw macierzy (mod £2)).

Zauwazmy, ze poniewaz E ma potencjalnie dobra redukeje, I dziala na T;(E) przez skoniczony iloraz
Ix/Je. Wykazemy, ze J = J; = Hy .

Zauwazmy najpierw, ze J; = J — istotnie, z kryterium Ogga-Nerona-Shafarevicza wynika, ze J C J; (grupy
inercji cial dobrej redukcji dzialaja trywialnie na Ty(E)), za$ z dowodu [AEC, Corollary VIIL.7.3] wynika,
ze (poniewaz Ik dziala na Ty(FE) przez iloraz I /Jy, jest to najmniejszy iloraz po przez ktéry dziala oraz
E ma potencjalnie dobra redukeje) istnieje ciato K’ takie, ze K’ € D oraz I = Jy (tak wiec J, C J).

Zauwazmy teraz, ze J, C Hy, C Hg; — wystarczy wiec wykazaé, ze Hy, C Jg. Zalézmy niewprost, ze
1 < |Hga/Je| 1 niech ¢ bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym |Hp1/J;| (grupa ta jest skonczona, bo
[Ix/Je] < 0). Wtedy istnieje element [o] € Jp/H; 1 rzedu g. Oznacza to, ze pe(o) = Ir (mod £), czy-
li po(o) = Iy + £*M dla pewnego M € My(Z/IZ), M # O (mod ¢), k > 1 oraz (I + (*M)? = I.
Z rozwinigcia dwumianowego: qf*M + E%(ijz (?)Ekj’szj) = Oy, czyli ¢M + (*(...) = Oq. Jeze-
i ¢ # ¢, to z poprzedniej réwnosci ¢gM = Oz (mod ¢) oraz M = Os (mod ¢). Podobnie, gdy ¢ = ¢,
M + ¢k=1( P (?)Ekj_%Mj) = O3 i (poniewaz q|(;1) dla j # ¢,0) M = Oy (mod ¢), wbhrew zalozeniu.
Sprzecznos¢ oznacza, ze Jy = Hy .
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Niech m = []7_, ¢%. Zauwazmy teraz, ze
1=1" 9

IK(E[m]) ZIKOGGZ(F/K(E[M])) = {0’ € lk: U|E[m] = id} = {O’ elx:V; U|E[£;‘i] Zid} =
- ﬂHéi,ai :J

Stad grupa inercji K (E[m])/K to: I(K(E[m])/K) = Ik /IxEm) = Ix/J.
(b) Zauwazmy, ze réwnowaznie:
dla pewnego m, (m, char(k)) = 1: K(E[m])/K jest nierozgalezione, tzn. |Ix (gm))/x| = 1,
< (namocy (a)) dla kazdego m, spetniajacego (m, char(k)) = 1: [Ix(gm))/x| = 1, tzn. K(E[m])/K
jest nierozgalezione,
< dla kazdego m spelniajacego (m, char(k)) = 1: K(E[m]) C K™, tzn. Gal(K""/K) = Ik dziala
trywialnie na K (FE[m]),
< dla kazdego m spelniajacego (m, char(k)) = 1: I dziala trywialnie na E[m]
< (na mocy Nerona-Ogga-Shafarevicza) E ma dobra redukcje nad K,
(c) Niech p := char(k). Zauwazmy, ze K(E[m])/K jest lagodnie rozgalezione < p t #Ik(gim)) k- Ale na
mocy (a) liczba #1Ix(Em)),/ Kk Die zalezy od wyboru m. Wystarczy wige zauwazy¢, ze 1 < #lx(gp))/x < 4,
WiQC dla p =5 mamy p 1’ #IK(E[2])/K

7.10 (na podstawie [AEC II, Theorem 2.6.4, str. 149])
Niech ¢ € P\ {p}. Chcemy pokaza¢, ze image(l, — Aut(T¢(E))) jest skoficzony, bowiem j(E) € R wtw. gdy
krzywa ma potencjalnie dobra redukeje, czyli wtw. gdy I, dziala na T;(E) przez skonczony iloraz.
Zauwazmy, Ze zgodnie z zadaniem 3.24 G, - dziala abelowo na T (E) — oznacza to, ze komutator (G, G k]
dziala trywialnie na Ty(E) oraz, ze dzialanie Gg/x O Ty (E) faktoryzuje sie przez dzialanie Gf/K/[G?/Kv Gf/K] =
G v Skorzystamy z lokalnej teorii cial klas:

Twierdzenie (lokalna wzajemno§¢ Artina)
Istnieje homomorfizm pr : K* — Ggao /¢, ktOry jest ciagla iniekcja o gestym obrazie. Indukuje on topolo-

giczny izomorfizm grup pg : Of — I12°.

oraz z opisu grupy Gl,(Z¢); := {A € Gl,(Z¢) : A =1 (mod £)} = ker(Gl,(Zy) — Gl,(Z/¢)) dostarczanego
przez teorie szeregéw formalnych:

Twierdzenie Dla dowolnego ciala lokalnego K o ideale maksymalnym m oraz uniformizatorze m mamy

izomorfizm:

n+1ﬂ.n

— (—1
Gln(Og)h = My(m), 1+ 7A - log(l+qA) = %An

—

n=

W szezegdlnosci: Oy | = {z € O 12z =1 (mod m)} = m oraz Gl (Ze)1 = Ma({Zy).

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, OF ; jest wiec grupa pro-p (tzn. proskonczona grupa, taka ze iloraz przez
dowolng otwarta podgrupe normalna jest p-grupa; réwnowaznie — granicg odwrotna systemu dyskretnych skon-
czonych p-grup), zas Gla(Ze)1 jest grupa pro-£. Rozwazmy diagram:

I,
Iab
1 Ok 1 Ok (Ok /m)* 1
Aut(T(E))
1 Glz(Z@)l Glg(Z/f) 0

~Gly(Ze)
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—z samej definicji wiersze sa w nim dokladne. Zauwazmy, ze nie istniejg nietrywialne homomorfizmy z ¢-grup do p-
grup, wiec przecigcie obrazu Oj; ; oraz Gla(Zg)1 w grupie Aut(T;(E)) jest trywialne. Stad (jako ze image(Ok ; —
Aut(Te(E))) Nker(Gla(Zy) — Gl2(Z/¢)) = 1) mamy zanurzenie w skoficzona grupe

image (Of., — Aut(Ty(E))) — Glz(Z/0)

oraz |image (Of{,l — Aut(Ty(E))) | < oo Ale Ok /0% 1 = (O /m)* jest skoticzona grupa, wige image (Of — Aut(1y(E)))

jest réwniez skonczony, co oznacza, ze image(12° — Aut(T;(E))) jest skohczony i koficzy teze.

7.13 Niestety w zadaniu brakuje zalozen — moze sie zdarzyé, ze v(r) < 01ir ¢ Z,. Wystarczy jednak, zeby spelniony

byl jeden z réwnowaznych warunkéw:

(i) E(Qp)lp] =0,
(ii) jezeli R € E'(Qy) oraz [p|R € E5(Qy), to R € E{(Q,),
(iii) istnieje R € E'(Q,) taki, ze [p|R & E5(Q,),

Istotnie, gdyby S € E'(Q,)[p], S # O, tor = % bytoby nieokreslone (latwo wskazaé inne przyklady, w ktérych
uzyska sie bledny wynik).

Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z [AEC, Theorem IV.6.4] logr : E{(Q,) — pZ, jest izomorfizmem, a po-
nadto podgrupy E5(Q,) 2 E4(Q,) 2 ... odpowiadaja w tym izomorfizmie podgrupom p?Z, 2 pZ, D ...; w
szczegélnodci By 1 (Qp) = pE(Qy) dlak =1,2,....

Roéwnowaznosé warunkoéw:

(1) = (i9): Niech R € E'(Q,) \ E1(Q,) bedzie dowolnym punktem nie bedacym w jadrze redukeji (tzn.
R # O). Zalézmy nie wprost, ze [p|R € E4(Qp) = pE1(Qp) — oznacza to, ze istnieje T € E{(Q,) taki, ze
[pIR = [p]T, czyli R—T € E'(Q,)[p] = 0 oraz R =T € E{(Q,) — sprzecznosé¢ konczy dowdd.

(#4) = (41): oczywiste.

(19) = (i): zaldzmy, ze S € E'(Qp)[p], S # O. Wtedy zgodnie z twierdzenia ??7: S ¢ E{(Q,), wiec
EF,) = (S). Stad, dla dowolnego R € E'(Qyp): R = [a]S dla pewnego a € {0,...,p — 1}, wiec R — [a]S €
E1(Qp) oraz [p|R = [p|R — [a][p]S € pE1(Qp) = E5(Qy)

Dowé6d zadania:

(a) redukcja jest "na” (patrz twierdzenie???7)

(b) #E(F,) = p, wiec dowolny niezerowy element E(F,) ma rzad p, czyli [p|P’, [p|Q" naleza do jadra redukcji
E1(Qp).

(c) zakladamy, ze P # O. Wtedy P’ ¢ E{(Q,), wiec (z warunku (ii) ) [p]P’ ¢ E5(Q,) — oznacza to, ze
log =([p|P’) € pZy \ p*Z, oraz v(logz([p]P’)) = 1. Analogicznie: [p|Q’ € E1(Qp), wiec v(logz([p]P")) > 1 i

ostatecznie
v(r) = v(log#([p]Q")) — v(log£([p]P')) > 0
(réwnoéé zachodzi, o ile Q # O).
(d) mamy:
logz ([p)(Q" — [m]P")) = log#([p]Q") — mlogz([p|P’) = (r — m)logz([p]F’)
wiee v(logx ([p)(Q" — [m]P")) = v(r —m) + v(logx([p]P’)) > 2 oraz [p|(Q" — [m]P") € E3(Qp), co daje (z

—_—~—

warunku (ii) ) Q' — [m]P’ € E{(Qy), cayli P = P = [m]Q’ = mQ.
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Rozdzial VIII
8.1 (rankz,m(G) to najwigksze r takie, ze G ma podgrupe izomorficzna z (Z/m)")

8.2 Wykazemy, ze jezeli E[2] C E(Q), to rankz(E(Q)) + 2 < rankg,,(E(Q)/mE(Q)). Istotnie, jezeli E(Q) =
E(Q)tors®Z", t0o E(Q)/2E(Q) = (E(Q)tors/2E(Q)tors)®(Z/2)". Wystarczy wige wykazad, ze (E(Q)tors/2E(Q)tors)
zawiera podgrupe = (Z/2)2. Niech: E[2] = {O, P1, Py, P3} (wtedy P3 = P; + P») i wybierzmy dla kazde-
go i € {1,2,3} najwicksze takie a;, ze P; = [2%]S; dla pewnego S; € E(Q). Zalézmy bez straty ogdlnoscei,
7e a; < ay < az. Wykazemy, ze ([Sa]) x ([S3]) C (E(Q)tors/2E(Q)tors) jest izomorficzne z (Z/2)2. Istotnie,

z maksymalnosci a;: S1,52,53 € 2E(Q). Wystarczy wykazaé, ze ([Sa]) N ([S3]) = {O}, tzn. ze S; # —S3
(mod 2E(Q)). Istotnie, zalézmy nie wprost, ze So + S35 = [2]T dla T € E(Q). Jezeli a2 < as, to [2%3]S; = 0,
wiec P3 = [2%2]S3 = [293]S5 + [2%3]S3 = [293][2]T = [29TYT wbrew maksymalnosci as. Jezeli za$ as = as, to

Py = Py + Py = [2%2| Py + [2%2] Py = [293][2]T = [2%H1|T, wbhrew maksymalnosci a;.

Stad E(Q)/2E(Q) zawiera podgrupe izomorficzna z (Z/2)? x (Z/2)", wiec rankz(E(Q))+2 < rankz;m (E(Q)/mE(Q)).

W naszym zadaniu mamy: Ag, = 4d® oraz E[2] = {(0,0), (d,0), (—d,0)} C E(Q), wiec w notacji z 8.1: S = {v €
Mg : v(2d) > 0} U { nieskonczona waluacja Q}, czyli #S5 = v(2d) + 1. Stad, poniewaz grupa klas jest trywialna:

rankz(E(Q)) + 2 < rankz,, (E(Q)/mE(Q)) (8<1) 2#S5 +0=2v(2d) + 2

8.3 Niech @ : E(L) — E(L) ® Q bedzie kanonicznym homomorfizmem o jadrze E(L)iors-

(a) Wybierzmy skonczone rozszerzenie Galois M/ K takie, ze rank E(M) = r. Niech E(M) = E(L)tors © (P1) ®
.. @ (P.). wykazemy, ze baza F(L) ® Q jest ®(Py),...,P(P,).
Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego P € E(L) punkt ®(P) mozna zapisaé¢ jako kombinacje liniowa
Py, ..., P.. Niech C = M(P) — wtedy rozszerzenie C/K jest skoficzone oraz M C C C L, wiec rank E(C) =
r; BE(C) = E(C)iors ® (S1) @ ... & (S,). Wtedy [Py,...,P] = A[S1,...,S:] + [T1,...,T;] dla pewnych
Ae M,(Q), T; € E(C)tors oraz domnazajac przez iloczyn rz(Ty) ... rz(T))
Vaddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddidadddiddddddddddidddddddddddddddddiddddddddddddddddddddidddddddddds

(b) Niech t = #E(L)tors, Supxcarcr rankE(M) = r. Wybierzmy skoiiczone rozszerzenie Galois M/K takie,
ze E(L)iors C E(M) oraz rank E(M) = r. Niech E(M) = E(L)tors ® (P1) ® ... ® (Py).

Zauwazmy najpierw, ze rzad dowolnego elementu w grupie E(L)/E(M) dzieli ¢. Istotnie, niech [P] €
E(L)/E(M), za$ C = M(P). Wtedy rozszerzenie C/K jest skoficzone oraz M C C' C L, wigc rank E(C) =
r. Stad E(C) oraz E(M) sa grupami tej samej rangi, wiec ich iloraz jest skonczony i [s]P € E(M) dla
pewnego s € Z;. Stad dla dowolnego o € Gg /), mamy: [s]P = ([s]P)?, wiec [s](P — P?) = O, co daje
P — P € E(L)tors, wicc [t](P — P?) = O, [t|P = ([t]|P)? oraz [t|P € E(M).

Niech || 3, ¢i®(P;)||oo = max |g;| oraz U := {z € E(L)®Q : ||z] s < 1}. Wykazemy, ze ®(E(L))NU = {O}.
Istotnie, jezeli x = ), S ®(P;) # O, gdzie a;,b € Z NWD(ay,...,a,,b) = 1, to rzad punktu ), a;®(F;) w

E(L)/E(M) wynosi |b|. Stad |b| dzieli ¢, wiec b < t oraz |||l = T11>| max; [¢;| > 1.

Stad O ma otoczenie otwarte nie zawierajace pozostatych punktéw z podgrupy ®(E(L)), wiec E(L)/E(L)tors =
®(E(L)) (izomorfizm jest indukowany przez ®) jest podgrupa skoficzenie generowang i (ze skoficzonosci

E(L)tors) E(L) jest réwniez grupa skonczenie generowana.

8.7 (a)

(nZ-i-)NJrl — wtedy P(An) = ﬁ
B = {(xo,...,an) € ZYT' : NWD(xy,...,zn) = 1}

Oczywiscie

_peN,C) L #{(xes. .. an) €ZNTENWD(zo, ... an) =1}y
Jm mowT = A o =2 PB)
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(punkty majace przynajmniej jedng wspétrzedna zerowa mozemy pominaé — jest ich co najwyzej CV; 2N +1
pojawia sie ze wzgledu na znak).

Niech (pp), bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych. Zauwazmy, ze zbiory Api s Apiyy s Apik sa nie-
zalezne dla dowolnych réznych liczb pierwszych — istotnie, P(ﬂf:1 Apij) = P(Ap, ..p:;,) = W =

P(Ap,)) ... P(Ap, ). Stad réwniez ich dopelnienia musza by¢ niezalezne, wigc poniewaz B =1, Ay

P(B) = P([)A4,)= lim P( () 4, _nlgr;oHP
k=1 k=1 =1
n o0 1
= lim H( H N+1
e i SN

z produktu Eulera dla funkcji ¢.
8.9 Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze wszystkie
8.10 Dla P, = [n,1,n] mamy F(P,) = P,, wiec H(F(P,)) = H(P,).

8.15 Zalézmy nie wprost, ze taka krzywa istnieje, i ze jej globalny model minimalny to E : 3% + ayzy + azy =
23 + asx? + a4z + ag. Bedziemy korzystali ze wzoréw [AEC, II1.1, str. 42].
Zalézmy najpierw nie wprost, ze 2|a;. Wtedy by = a? + 4ay = 0 (mod 4), by = 2a4 + ajaz = 0 (mod 2),
be = a3 + 4ag = a3 (mod 4), wiec:

+1 = A = —b3bg — 8b} — 27b3 + bobsbs = —27b3 = 5b  (mod 8)

co daje sprzeczno$é, jak ze kwadraty przystaja do 0,1 lub 4 (mod 8). Stad 2t a; oraz ¢y = b3—24b, = 1 (mod 8).

Niech A = ¢ € {—1,1}; podstawmy ¢y = u+¢12 (wtedy v =1 F 4 (mod 8) =5 (mod 8)). Wtedy:

3 2
A= c‘imgﬁ = (utel2)® — 2 =128 = u(u? +63-12u+3-122) =2 (%)

Zauwazmy, ze NW D(u,u?+¢€3-12u+3-122)|32. Stad, po podzieleniu (*) przez kwadrat NW D (u, u? +&3-12u+

u?4e3-12u+3-122
3(1 b 301

kwadratem, badz trzykrotnoscia kwadratu. To jednak oznacza sprzecznosé, bo kwadrat lub jego trzykrotnoséé
przystaje do 0,1, 3,4 (mod 8), za§ u =5 (mod 8).

3-12%) = 3% stwierdzamy, ze iloczyn wzglednie pierwszych liczb - jest kwadratem, wiec u jest

8.22 (a) wybierzmy dowolne 1 < € < Bez straty ogélnosci wystarczy pokazac, ze jest skonczenie wiele

l/n

1
T Fm T T
x,y, 2z > 0 spetniajacych (). Mamy: 2! = 2™ +y" > 2™, czyli x < 2/™ i analogicznie y < 2t/™ 7 hipotezy
abc:

12 < kelrad(z™y" 2 |° < ke(|lzyz])® < ke (Z/mH/mHL)E
czyli |2|® < ke (gdziea =1— (I/n+1/m+1)-e=1-(1—e(l"t +m~ ! +n71)) > 0), czyli ilo§¢ mozliwosci
na z jest skoniczona. Dla kazdego z istnieje maks. 22 liczb z, y speliajacych ta réwnosé, co konczy dowdd.
(b) zauwazmy, ze jest tylko skoficzenie wiele (I,m,n) € Z3 speliajacych [7' + m™' + n=! > 1/4. Jezeli
za$ 71 + m~' + n=! < 1/4, to biorac w (a): e = 2 <
I-(1=2("'+m~ ' +n7Y)) > 11 Stad:

W dOStajemy: |Z|a < Kag, gdzie a =

: /2 1/2 : 2 . om n m m o Ll 21
wige | < 2logy(ke). Ponadto ky > |22 > |z|'2, wige |z] < k3. Stad: 2™ 4+ 2" < 2™ +y™ = 2! < K3 <
24log2(r2) wiec m oraz n réwniez sa ograniczone.

Rozdzial IX

9.1 (a) patrz (b),

(b) Niech A bedzie zbiorem liczb ¢-aproksymowalnych z odcinka [0,1] — wtedy « jest ¢-aproksymowalne <
{a} € A, wigc zbiér wszystkich liczb ¢-aproksymowalnych to (J,,c; (A + n). Wystarczy wiec wykazaé, ze
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w(A) =0.

Zauwazmy, ze:

gdaie By = B (1/q, 75 ) UB (2/a, ) U+ B (afa s

A= {IE S [O, ].] :VN3q>NE|(p,q)=1 r€B <

. Ale u(By) < q- —+—, wiec dla kazdego N:

q9(q)’
pA<p| N UB:|<ul U B <Z%
N=1g=N q=N q=N q

i (jako ze limy— o0 D2 ﬁ = 0) mamy: u(A) =0.

oznaczenia: Oznaczmy: [n]P = (

a(nP) b(nP) )

d(nP)?’ d(nP)3

Niech: Ey ,(Qp) = {P € E(Q,) : vp(z(P)) < —2k} — wtedy E1 ,(Qp) 2 E2,(Q,) D ... sa wstepujacymi
podgrupami oraz Ej, ,(Q,) & pFZ, dla p # 2, k = 1,2..., (logarytm formalny jest izomorfizmem), za$ dla
p=2: By p(Q2) 22"Zy dlak=2,3....

Krok 1:

wzrost mianownika: Zgodnie z mocnym tw. Siegela: lim,,_ llog“("P ) = 1, a ponadto

ogd(nP)?

max(log a(nP),log d(nP)?) = h([n]P) = h(P)n? + O(1),
wiec log d([n]P) < h([n]P) < en? 4+ O(1) oraz logd([n]P) > cn? + o(n?)

Krok 2: wzrost poteg w mianownikach: zauwazmy, ze jezeli Q € Eq ,(Q,) dla p # 2, to:

vp(d([s]Q)) = vp(s) + vp(d(Q)) (%)

— istotnie, mnozenie przez s w grupie E1 ,(Q,) = pZ, zwieksza waluacje o v,([s]).

Ze wzoru na podwojenie punktu latwo zauwazy¢ ponadto, ze dla P € E; 2(Q2) mamy: va([2]P) = v2(P) +

o(1).

Krok 3: przeformulowanie tezy: Ustalmy n. Niech P, bedzie zbiorem ”nieprymitywnych” dzielni-

kéw pierwszych d([n]P), tzn. p € P, wtw. gdy np|n (czyli p|d([n]P)) oraz gdy n, < n. Niech A4, =

[Lep, pvr(@nIP)) hedzie ”nieprymitywna” czescia d([n]P). Wtedy chcemy pokazaé, ze (jezeli tylko n jest

d([n]P)

dostatecznie duze) d([n]P) > A, — wtedy dowolny dzielnik pierwszy ¢ liczby =3 bedzie spelnial ng = n.

Krok 4: jaka potega p € P, dzieli d([n]P)?
Zauwazmy, ze dla kazdego p € P, \ 2 mamy zgodnie z (x*):

vp([n]P) = Up(nﬁ) + vp(d([np] P)) <v(n) +vp(d([np]P))  (+%)

P

Jezeli 2 € P, to mamy: n = 2'-g-ny dla 24 g, wiec (mnozenie przez nieparzysta liczbg nie zmienia waluacji,
bo: B 2(Q2)/Eyy1,2(Q2) = Z/2):

va([n]P) = v2([2°][n2] P) < v2([n2] P) + O(t) < v2([n2]P) + O(logy(n))

Krok 5: szacujemy A,:

z kroku 4 (korzystajac z (**)) mamy:

wiec:

Witedy:

A, = H pvp(d([n]P)) < Hpvp(n) . H pvp(d([np]P)) . 90(logz(n)) <n?.C- H d([k]P)
pEP, p PEP, k|n,k#n

log A, < C +2logn+ Z log d([k]P) < C + logn + Z (ck* +0(1))
k|n,k#n k|n,k#n

o 2
Z (ck? +0(1)) < ZC% +n<
k=2

k|n,k#n
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<c(%—1)n2+n< (0,7 + 6)en?

——
<0,7

(skorzystaliSmy m.in. z réwnosci Y- 5 = %) Ostatecznie wiec log A, < (0,7 + d)en? < en? + o(n?) =
log d([n]P), co dowodzi tezy.

(a) (na podstawie artykutu Lewisa i Mahlera ,,On representation of integers by binary forms”)
Uwaga: nieré6wno$¢ jest oczywiscie prawdziwa dla dowolnego t € C.
Dla h(z) = Y ¢zt € Clx] bedziemy oznaczali: H(h) = max; |a;| (wysoko$é wielomianu) oraz A(h) =
[L; (i = a;)? (wyréznik wielomianu). Niech f(z) =3 a;z° = a, [[;(z — &) € Z[z].

Lemat 1 H(g) < nH(f), gdic g(x) = 12

k
Dowdéd: Zalézmy najpierw, ze |&;| < 1. Wtedy: g(z) = > pey mfﬁ 7?7

Lemat 2 |A(f)| < n?"~1H(f)?"2.
Dowéd: A(f) = L

ao

< \/(nan)2 +((n—1ap_1)2+... < H(f)™ !

na, (n—1)a,—1 ... 0 0 |< (nieréwno$¢ Hadamadra)

Lemat 3 Jezeli A(f) # 0, to |f'(&;)] > W
Dowéd: Niech g(x) = L. Weedy A(f) = [T,.;(& — &) = I, /(&) = Alg) - /(€), wiec [ f(§)] =

IA()] S 1 lem. 2 lem. 1

1 1
A 2 &G © mTHEETE 2 wmE()EeE

Niech [t — &;| = min, |t — &|. Wtedy dla i # j: [t — &]| > l€: 5J| (rysunek :) ). Stad:

51 g 1 , Lem. 3 1
|—\an|H|t—€z g e B fj|:2n7,1f(§j)'|t—fj| > W\t—ﬁﬂ

9.7 Zalézmy nie wprost, ze Ty(F) ® Q,(=2 Q%) ma nietrywialng G R/ K -niezmiennicza podprzestrzen V — wte-

9.9

dy musi by¢ ona jednowymiarowa przestrzenia Q,—liniowa. Zalézmy, ze jest ona generowana przez element
P = (P, P,,...) € Ty(E) (gdzie P; € E[{']). Zauwazmy, ze P # O, wiec dla i > ig mamy: P; # O (jezeli P; = O,
tOPi_l = O oraz P1 :PQZ...:PZ‘:O).

7 niezmienniczosci V', dla kazdego o € GF/K istnieje a = a(o) € Qy spelniajace: P = aP. Jak latwo za-
uwazy¢, a € Zy (jezeli byloby a = z% toV; (FP; =bP, oraz (*P° = bP, czyliV; ({F —b)P; = O. Mamy jednak
NWD(L, tF —b) = 1, wiec byloby P; = O dla kazdego i).

Stad dla kazdego i mamy: P? = aP;, € (P;)) C E[{'], czyli (P;) jest nietrywialna niezmiennicza Gr ik~

podprzestrzenia E[¢!]. Sprzeczno$é z twierdzeniem Serre’a dla dostatecznie duzych i koficzy dowdd.

Z’”*l. Stad:

(a) zauwazmy, ze max(|z|,, IZI"%) > 1, czyli réwnowaznie: max(|z|v,1) > |z
v

2) = Hmax(l, |z|mw) H max(1,|z|n) - max(1, |z|nv) > H | 2|
w

wH#v w#v

Mo | Pe—l —
v

(na mocy formuly iloczynowej) = IZ\%

(b) ustalmy z € K*. Niech S_ = {v € S : |z|, < 1}. Wtedy:

2)- [ min(L lal) = [T max(u el T el = ( T - TT 1ol |- I1 12l =

veS v veES_ veES_ vEME\S_ veES_

=Tk =1
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9.10 Rozwazmy (zgodnie ze wskazéwka) tozsamosé (t2 — 5)2((t +9)2 +4) — (2 + 6t — 11)% = —1728(¢ — 2). Chcemy

podstawi¢ za t taka liczbe, ze (t+9)% + 4 jest "prawie” kwadratem. W tym celu wybierzmy dowolne rozwiazanie

réwnania u? — 202 = —1 (jest ich nieskoficzenie wiele — dane sa one przez u, + v2v, = (14++v/2)" dla 2 { n) i
podstawmy t = 2u — 9 — wtedy (¢ +9)% +4 = 4(u® + 1) = 8v? oraz postawiajac: r = %, y = (%) v
dostajemy:

t2 4+ 6t — 11
0 < |y? — a3 =216|t — 2| < (216\/§+5)\/T

10.1 (a) Ustalmy P,T. Wtedy odwzorowanie o +— e4(d4(P)(0),T) jest kocyklem (jako ze §4(P)(c) jest kocyklem
"multyplikatywnym” oraz e4 jest ”liniowe”), czyli (o — ey(64(P)(0),T)) € HI(GF/K, tm). Ale dg : K* —

Rozdzial X

Hl(G?/K7 tm) jest izomorfizmem, wigc istnieje b(P,T) € K* takie, ze

ey (0¢(P)(0),T) = 0 (b(P, T))

Dwuliniowo$é¢ (P,T) — b(P,T) wynika z dwuliniowosci lewej strony.

(b) Niech Vp b(P,T) = 1. Wtedy V1 e4(04(P),T) = 1, wiec (es jest niezdegenerowane) d,(P) = O. Niech
¢(R) = P —wtedy: 6,(P) =0 =V, R°—R=0,czyli Re€ E(K) oraz P € ¢(E(K)), tzn. [P] =[O] w
grupie E'(K)/¢(E(K)).

(¢) wykazemy najpierw, ze takie funkcje f; € K(E'), gr € K(F) mozna wybraé.

Lemat Niech f € K(C). Wtedy c¢f € K(C) dla pewnego ¢ € K & div(f) € Divg(C).

Dowéd: Zalézmy, ze div(f) € Divi (C). Wtedy V,  div(f°) = div(f), wiec istnieje ¢, € K takie, ze

f"/f = ¢,. Ale wtedy (0 — ¢,) € Hl(GK/K,i*) = 0 (90-te tw. Hilberta), wiec ¢, jest kocyklem:
= a“/a. To jednak oznacza, Ze ( fe = 1f, wiec 7f € K(C) — druga implikacja jest oczywista.

Zauwazmy, ze div(gr) = ¢*(T)—¢*(O) € Divk (E), wigc bez straty ogélnosci gr € K(E). Wtedy div(gh]') =
¢*(m(T) —m(0)), wice g7 = fr o ¢ dla div(fr) = m(T) — m(O).
Zgodnie z zadaniem 3.15: €4(S,T) = gr(X + 5)/gr(X). Niech P = ¢(R) — wtedy:

€y(05(P)(0),T) = ep(R” — R, T) = gr(X + R” — R)/gr(X) =
(podstawiajac X := R)

= 9r(R?)/9r(R) = (97(R))? /9r(R) = (V/ fr(¢(R)))” /(Y fr(e = (W fr(P)?/ ¥/ fr(P) = 5k (fr(P))

(d) wystarczy zauwazyé, ze diveo () = 2(0), wiee dive (z — z(T)) = 2(0O). Ponadto z(P) — x(T) = O wtw gdy
P =T(=-T), wiec T musi by¢ dwukrotnym zerem x — z(T") oraz div(z — z(T)) = 2(T) — 2(0).
Ponadto (z — z(T)) o ¢ = ...7277777

10.2 (a) Wybierzmy dowolne ¢; € Ci(K) (i = 1,2). Wtedy 0; : C; — E, 0(p) = p— ¢; : C; — E jest izomorfizmem
rozmaitoéci algebraicznych nad K. Ponadto C; ma strukture krzywej eliptycznej nad K; suma py, ps € C;
jest dana przez 0; 1 (6;(p1)+0;(p2)) = (p1—qi)+p2. Stad réwniez Oy x Cy ma strukture rozmaitoéci abelowej,
przy czym V((p1,p2)) = (p1 — q1,p2 — g2) : C1 x Ca — E X E jest izomorfizmem.

Niech ¢ : C7 x C5 — C5 bedzie kanoniczna projekcja na grupe ilorazowa

Oy = (Ch x C) / (192) (01— 1) + (p2 — ) = O)

— jest ona zdefiniowana nad K, bo C; x (5 jest zdefiniowana nad K, za$ podgrupa ”w mianowniku” jest
niezmiennicza wg dziatania G K

Mamy ponadto izomorfizmy rozmaitosci abelowych:

Cy = <E><E/{P1,P2) P+ Py= 0})u
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— pierwszy z nich jest indukowany przez V¥, drugi przez odwzorowanie (P, Py) — Py + P». Stad Cs jest
krzywa. Ma ona naturalna strukture przestrzenii jednorodnej dla E, dana przez:

[(p1,p2)] + P :=[(p1 + P,p2)] = [(p1,p2 + P)]

(druga ré6wno$é wynika z tego, ze (p1 + P, p2) — (p1,p2 + P) = (—P,P) € {(P1, P,) : P, + P, = O}).
Stad réwniez

¢(p1+ Pr,p2 + ) = [(p1 + Pr,p2 + P2)] = [(p1,p2 + P2)| + P = [(p1,p2)] + P + P
wystarczy wykazaé (c)
niech g3 = ¢(q1,q2) € C3 — wtedy dla dowolnych p; € C;:
o(p1,p2) = d(q1 + (p1 — q1), a2 + (P2 — ¢2)) = D(a1,42) + (1 — @1) + (P2 — @2) = a5 + (P — @) + (P2 — ¢2)
wigc poniewaz ¢ jest zdefiniowane nad K, to dla kazdego o € G5 /K
o(p1,p2)” = o(07,05) = (a3 + (01— q1) + (P2 — @2))” = a3+ (] — 1) + (V5 — @) =
a5+ (] —ai) + 3 — ¢3) = a3+ (] — @) + (P — @2) =

(3 —a3) = (¢ —q1) + (a3 — q2)

czyli klasa kohomologii odpowiadajaca g3 jest suma klas odpowiadajacych g; oraz go, czyli {C1} + {Co} =

{Cs}.

10.3 Zgodnie z zadaniem 3.22 kazda gladka krzywa C/K genusu 1 jest izomorficzna z pewna krzywa Eo/K (tzn.

istnieje izomorfizm \ : C' — Ej okrelony nad K). Oznaczmy: (o) = A\~ € Hl(G?/K, Isom(Ey)).

(a)

10.5 (a)

zauwazmy, ze kazdy izomorfizm krzywych f : Fy — Ey mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci: f =
goTp, gdzie g € Aut(Ey) (tzn. g jest izogenia stopnia 1) — wystarczy przyja¢ P = f(O). Ponadto wtedy:
TQ°9=9goTg-1(Q):

Ustalmy o i przedstawmy n(c) € Isom(Ey) w postaci: (o) = £(0) o Tp(s), gdzie {(0) € Aut(Ep).
Zauwazmy, ze £ nalezy do Hl(G?/K, Aut(E)) — istotnie:

1(ow) = 1(0)° + n(w) = £(0w) 0 Thiey = (£(0)° 078y © (Ew) 0 Tr() =

§(ow) 0 Tp(ow) = §(0)* 0 &(W) © T(¢(0)w) 1 (P(o)= ) TP(w) =

{low) o Tpou) =§(0)0¢(w)o T

M~ = Y =~

izogenia translacja izogenia translacja
wiec ze wspomnianej jednoznacznosci: £(ow) = £(0)¥ o {(w).
Stad & € HY(Ey, Aut(E)) = Twist((E,0)/K) oraz £ = ¢° o ¢! dla pewnego K-izomorfizmu krzywych
6 E — E,.
Zauwazmy, ze przestrzenie jednorodne E odpowiadaja klasom kohomologii H' (G o0 T ranslacje(F)) &
Hl(Gf/K, E). Wystarczy wiec pokazaé, ze klasa kohomologii izomorfizmu ¢~! o A : C' — E ma swéj obraz

w translacjach, tzn. ze dla ustalonego o funkcja (¢~! o A\)7 (¢! o A\)~! jest translacja. Istotnie:
(0 o (¢ o )= (7)o (AN o =
= (@) on(o)op=(¢"")70&(0) oTpy 0 ¢ = (¢ )¢ ¢ Th(a)d = Ty-1(P(o))

oczywiste

wystarczy przyjaé aP = v(y/'(p, P),p), gdzie v(q,p) jest jedynym takim punktem P, ze v(p, P) = ¢ (tzn.
u(p,v(q,p)) = q).

Wtedy u(p,aP) = u(p,v(y'(p, P),p)) = i (p, P),p), a« : K — K jest K-izomorfizmem jako zlozenie K-
izomorfizméw.
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Niech py € C(K), za$ m: C — C' = C/E[¢] bedzie naturalng projekcja (jest ona okreglona nad K).
Oczywiscie kazdy punkt na C” jest postaci w(p) dla p € C, za$ kazdy punkt na E’ postaci ¢(P) dla P € E.
Zauwazmy, ze C' ma naturalng strukture przestrzenii jednorodnej dla E’: suma pary punktéw (m(p), ¢(P)) €
C'x E’" dana jest przez p/(m(p), p(P)) := w(p+P), zas réznica punktéw (p1,p2) € C'xC’ to: v/ (7(p1), w(p2)) =
d(p1 — p2) — jak latwo zauwazy¢, suma nie zalezy od wyboru p, P, bo jezeli (n(p), #(P)) = (w(r), #(R)) to
r=p+Qi, R=P+QzdlaQ1,Q: € E[¢] oraz n(r + R) = n((p+ P) + (Q1 + Q2)) = w(p + P) ("wyzero-
wali$émy” dzialanie E[¢] na C). Analogicznie stwierdzamy, ze odejmowanie jest dobrze zdefiniowane.
Wystarczy obliczy¢ odpowiadajacy C” kocykl 1, € H' (G K E):

e =V (1(po)?, m(po)) = V' (#(p§), 7(po)) = ¢(pG — po)

za$ ¢(p§ — po) jest obrazem kocyklu (o — p§ — po) odpowiadajacego C, w naturalnym przeksztalceniu
¢:WC(E/K) — WC(FE'/K).

(b), (c)
Pokazemy, ze kazda krzywa C/IF, genusu 1 ma punkt Fg-wymierny (w odrobine prostszy sposéb niz sugeruje
autor?). Istotnie, wybierzmy dowolny Qo € C(F,) i potraktujmy (C, Qo) jako krzywa eliptyczna.

Zauwazmy, ze kazdy niestaly morfizm krzwych jest surjekcja, wiec w szegdlnosci istnieje Py taki, ze (1 —
Froby)(P1) = Qo (zauwazmy, ze 1 — Frob, jest rozdzielczy, jest wiec niestaly). Stad: F'roby(P1) = Pi+Qo =
Py, wigc P, € C(Fy).

Zauwazmy, ze przestrzen jednorodna C/F, krzywej eliptycznej E/F, jest nietrywialna wtw. gdy C(F,) = @
— ten warunek jednak nigdy nie jest spelniony, wiec WC(E/F,) = 0.

10.7 Niech 7 oznacza sprzezenie. Niech E : y? = 23 + Az + B.

(a)

Chcemy obliczy¢ H'(Ge g, E) = H*({id, 7}, E). Zauwazmy, ze § : {id, 7} — E jest kocyklem wtw. gdy
0=¢(id) = &(roT) = &(7)" + &(7) oraz kobrzegiem wtw. gdy &(7) = P™ — P dla pewnego P € E(C).
Stad & — &(7) jest izomofizmem miedzy grupg H'(Ge/r, E) a G/H, gdzie G = {S € E(C) : ST = =S} =
{(z,1y) € E(C) : 2,y € R}, H = {P™ — P € E(C)}. Zauwazmy najpierw, ze H = 2G. Istotnie, jezeli
ST = -5, to:

25=(8")"-8" e H wiec 2G C H

Na odwrét, jezeli PT — P € H, to wybierajac takie R, ze P = 2R (grupa E(C) jest podzielna) stwierdzamy,
ze:
PT—P=2(R"—R)€2G  czyli HC2G

———
eG

Rozwazmy teraz krzywa E’ : —y? = 23+ Az + B (o postaci Weierstrassa y? = x3+ Az — B) — odwzorowanie
t: E— E' (x,y) = (z,—1iy) jest izomofizmem, przy czym +(G) = E'(R). Wiemy, ze:

Z/QXSl AE/:AE>O

E'(R) =
() { St Ap =Ag <0

wystarczy wiec zauwazyé, ze S'/2S81 = {1} oraz (Z/2 x SY)/2(Z/2 x S1) 2 7Z/2.

L Zalézmy, ze Ap > 0, tzn. 23 + Az + B ma 3 rézne pierwiastki rzeczywiste. Bez straty ogdlnosci (po
translacji) zalézmy, ze 0 jest srodkowym z nich, tzn. E : y? = 23 + ax? + bz, gdzie b < 0, a > 0.

Wtedy zgodnie z podpunktem (a): Hl(GC/R,E) = {0,¢}, gdzie (1) = Py dla dowolnego Py € G\ H.
Zauwazmy, ze G/H = E'(R)/2E'(R) gdzie E' : —y* = 2% + ax?® + bz = y? = 2% — ax?® + bz. Ponad-
to 0 jest najmniejszym pierwiastkiem 2% — az?® + bz, wiec punkt Py = (0,0) € E'(R) nalezy do drugiej
skladowej (nie zawierajacej O) krzywej i nie jest dwukrotnoscia zadnego punktu. Stad mozna przyjaé
Py :=1"1(Py) = (0,0).

L Aby znalezé krzywa odpowiadajaca kocyklowi €, bedziemy wzorowali si¢ na [Remark X.3.7, AEC] przy d = —1.
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Zauwazmy, ze translacja o Py ma postaé: 7p,(r,y) = (g, —Z—Z) Stad dziatanie G¢/r na C(E)e jest da-
ne przez:
T r - by

Yy
tego dzialania; dla wygody dalszych obliczen zmodyfikujmy je nastepujaco:

Chcemy znalez¢ podciato C(E)¢ stale wg dzialania G r. Funkcje ¥ oraz i(x — b/x) sa niezmiennicze wg

; 2
z:g, wzi(x—b/aj)z—2

Y
Analogicznie jak w [Remark X.3.7, AEC] stwierdzamy, ze réwnanie przestrzenii jednorodnej odpowia-
dajacej & to:

C:—w?=1+2a2> 4 (a® — 4b)2*

Zauwazmy jeszcze, ze C(R) = @, gdyz po prawej stronie mamy dodatnio okreslong forme dwukwadratowa
(jej wyréznik to (2a)? — (a? —4b) = 4b < 0, zaé wspélezynnik przy z* to a? —4b > 0) — przestrzen ta istotnie

nie jest wigc trywialna.

Uwaga: dla K - ciala liczbowego K, = K,.

Niech F bedzie cialem reszt ciala lokalnego K.

Zauwazmy najpierw, ze HI(GX/K,um) — H? (Gﬁu/KU’/”Lm) jest surjekcja. Istotnie, z 90-tego tw. Hilberta oraz
ciagu Kummera: H'(G% K tm) =2 K> /(K*)™ i analogicznie w przypadku lokalnym — wystarczy wiec wykazad,
ze K*/(KX)™ — K)X/(K))™ jest surjekcja. Ale dowolny element z € K jest postaci: x = #™ -y - z, gdzie
m € K* jest uniformaizatorem, y € K*, za$ z € KX, z =1 (mod 7) (kazda klasa reszty w F jest reprezentowana
przez element z K*). Zauwazmy, ze wielomian F'(X) = X™ — z € F[X]| ma pierwiastek 1 oraz F'(1) = m # 0
(mod ), wiec z lematu Hensla: z = w™ dla pewnego w € K,. Stad [z] = [ﬁ/_y/] w KX /(K))™, udowadniajac,

€K
ze K*/(K*)™ — K} /(K)X)™ jest surjekcja.

Zauwazmy wreszcie, ze E[m] & py, X fi, jako Gz x-moduly (a wiec i jako G,-moduly) wiec Hl(G?/K, E[m]) —
HI(GKJ/KU , E[m]) réwniez jest surjekcja.
Stad w diagramie:

HY (G, Elm])

H' (G- B)lm)

Hl(G?’U/K’“E[m]) HI(GFv/vaE)[m}

wystepuja trzy surjekcje. Funkcja Hl(G?/K,E[m]) — HY(G% /i, E)[m] jest surjekcja i zlozeniem dwdch

funkcji — zewnetrzna z nich réwniez musi byé surjekcja.

Zauwazmy najpierw, ze [K(T) = K| = m? — 1 dla T € E[m] jest mozliwe tylko dla m € P i wtedy K(T) =
K (E[m]). Istotnie, z Faktu z zadania 10.11 b) mamy: [K(T) : K] = #{0(T) : 0 € G, }. Ponadto punkty T
oraz o(T) maja ten sam rzad. Oznacza to, ze wszystkie punkty w E[m] sa sprzezone i maja ten sam rzad, co
jest mozliwe tylko dla m € P.

(a) zgodnie z [AEC, Theorem X.1.1] mamy:

a(P) = en(0p(P),T) = 0k (fr(P))

(czyli
jak???
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Zauwazmy najpierw, ze [ [ fo(r) = h™ (gdzie o przebiegaja Gal(L/K)) dla pewnego h € K(E)*. Istotnie,
div([ [ foery) =m D _(T7) = (0)) = mD

gdzie deg(D) = 0, sum(D) = 3., 17 = 3 pcppy P = O (elementy (Z/m)? sumuja si¢ do zera) oraz
D € Divk(E). Stad D = div(H) dla pewnego H € K(E)* oraz:

Hfa(T) =cH™

dla pewnego ¢ € K . Wykazemy, ze ¢ € (K*)™. Istotnie, podstawiajac [m]P dla P € E(K) i korzystajac

ze wzorw: fr o [m] = g

(H g(,(T)(P)> =cH([m|P)" = c= (W) € (K*)™

wiec wystarczy przyja¢ h = /cH € K*(E).
Stad dla P € E(K):

Niyx(e(P) = [[of2(P) =[] foery(P) = R(P)™ € (K*)™

niech P = [m|R i oznaczmy: a = a(P) € L*.
Wtedy a(R)™ = a([m]R) = a(P) = a € L*, a ponadto R € L(Im] *E(L)), wiec: a(R) = fr(R) €
L([m] " E(L)).

Stad L( t/a) C L([m]~tE(L)). Ale zgodnie z [VIIL.Proposition 1.5] L([m] ' E(L)) jest niezramifikowane
w v & S. Rozszerzenie L( %/a)/L jest jednak niezramifikowane w v wtw. gdy ord,(a) =0 (mod m).

(na podstawie [Ireland, Rosen - Classical Introduction to Modern Number Theory, 19 §2, Lemma 3])

Oznaczmy « := x(T). Niech E : y?> = f(z), f(x) = 23 + Ax + B. Zalézmy, ze P € E(K), P € ker a. Wtedy
2(P) — a € (LX), czyli
z(P) — a = (r + sa + ta?)? (%)

Z drugiej strony, korzystajac z relacji a® = —Aa — B:
(r+sa+ta?)-(s—ta) =ea+ f (%)

dla pewnych e, f € K. Podnoszac (xx) do kwadratu i podstawiajac (x):

(2(P) = a) - (s — ta)* = (ea + ).
Zauwazmy, ze t # 0 (w przeciwnym wypadku 1, o, o? bylyby liniowo zalezne nad K). Dzielac przez t:

(@(P)—a) (s —a)? = (a+ f)?
dla pewnych ', ¢/, f' € K. Zauwazmy, ze « spelnia zatem wielomian:

9(z) = (z —2(P)) - (z = 8')* + (= + f)?

wiec wielomian ten musi byé podzielny przez f(z). Poréwnujac stopnie i wspdlezynniki przy najwyzszych

potegach stwierdzamy, ze
fl@) = g(x) = (& —a(P)) - (x = &) + (z + )2

Geometrycznie oznacza to, ze prosta y = e’z + f/ przecina E : y? = f(x) w dwoch punktach: (z(P), £y(P))
oraz (dwukrotnie) (s’,u) dla pewnego u € K. Stad P = +2(s’,u), co oznacza, ze P € 2E(K) oraz koiczy

dowdd.

Krétka postaé Weierstrassa dla E to: E : y? = 23 — 162 + 16. Minimalny wyréznik E to Ag = 37. Ponadto
E(Q)tors =0.
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Niech a bedzie pierwiastkiem 23 — 16z + 16, T = (o, 0) € E[2] oraz L = Q(«). Mozna wykazaé, ze:

* wielomian 22 — 162 + 16 ma trzy rzeczywiste pierwiastki: o ~ —4,42, ap ~ 1,07, a3 ~ 3, 35. Odpowia-
daja one trzem wlozeniom rzeczywistym ciala L, o; : L — R, 0;(a) = o;. L jest zatem cialem totalnie
rzeczywistym oraz Of = 7Z/2 x 72,

* O =7Z& 30l ® 30°Z,

x hy =1,

% 2 = uy-p3 oraz 37 = usr-pi;-qs7 dla pewnych ug, uzy € OF oraz elementéw pierwszych pa, ps7, 37 € O,
Zauwazmy przy tym, ze Npg(p2) = 2, Npjo(p3r) = Nijo(gsr) = 37. Elementy po, p37, g37 mozna
jawnie wypisaé jako:

1 1
P2:*042+*0¢*2,

4 2
1 1
D37 = 1042 + 5044‘ 1,
1 1
q37 = —§CV2 — 5@ +3.

Stad S = {p2, ps7, qs7}. Zaldimy, ze a € L*, Ny, jg(a) € (Q*)? oraz 2|ord,(a) dla v ¢ S. Wtedy:
a=u-ps? ps¥ gy (mod (L¥)?)
dla pewnego u € O oraz as, agr, by € {0,1}. Biorac norme:
1= Npjgl)- 2% 3797 (mod (@°)?).
co jest rtéwnowazne temu, ze Ny q(u) = 1, 2|ag, 2|asr + b3r. SAGE podaje, ze
OF = (+1) x (u1) x {ua),
gdzie Ny g(u1) =1, Npjg(uz) = —1. Stad:
{a€ L*/(L*)*: Npjg(a) € (Q*)%, 2lord,(a) dlav & S} = (u1) X (psrqsr) 2 Z/2 x Z/2.
Zauwazmy, ze o((0,4)) = uy (L*)%. Wykazemy, ze p3rqs7(L*)? € a(E(Q)). Zatézmy nie wprost, ze
z(P) — a = parqzr - w*
dla pewnego P € E(Q), w € L*. Latwo zauwazy¢, ze o1(psrqsy) =~ —16,8 oraz o2(ps7qsr) =~ 3,5. Stad:
z(P) — o1(a) ~ 2(P) + 4,42 ~ —16,80; (w)? = 2(P) < —4,42
z(P) — o9(a) ~ 2(P) — 1,07 ~ 3,501 (w)* = z(P) > 1,07
— sprzeczno$é! Stad im(a) = (uq) oraz E(Q)/2E(Q) = ((0,4)) X Z/2.
10.10 Ciag dokladny 0 — K~ — K(C)* — Div(C) — Pic(C) — 0 indukuje cigg dokladny
0 — coker(K~ — K(C)*) = K(C)*/K — Div(C) — Pic(C) — 0
ktory z kolei indukuje dtugi ciag kohomologii:
.. = Divg (C) — Picg(C) — HY(G

" K(O)/K) — ...

Zauwazmy, ze z dokladnosci ciagu Divg(C) — Pick(C) jest surjekcja wtw. gdy odwzorowanie Pick(C) —
Hl(Gf/K,f(C)*/F*) jest zerowe.

Lemat Jezeli C/L jest krzywa genusu 1 oraz C(L) # @ (tzn. C jest krzywa eliptyczna) to Divy(C) —
Picr,(C) jest surjekcja.
Dowéd: Zgodnie z zadaniem 2.13 Div? (C) — Pic? (C) jest surjekcja. Niech O € C(L). Wtedy dla do-
wolnego [D] € Picr(C), deg D = m mamy: [D —m(O)] € Pic} (C), wigc [D — m(O)] = [W] dla pewnego
W € Divd(C) oraz [D] = [W + m(0)], co koticzy dowdd.

————

GD’iUL(C)
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Stad, i z zalozen zadania, odwzorowania Pick, (C) — Hl(GKJ/KU,K(C’):/F:) sa zerowe dla wszystkich v.

Ponadto cigg dokladny 1 — K= — K(C)* — F(C)*/F* — 1 indukuje ciag dokladny kohomologii:

*

T * 73 7N T
= HY (G K(O)) = H' (G o, K(C)/KT) = HY (G e K) — -

gdzie H'(G% / - K(C)*) = 0 na mocy uogdlnienia Noether 90 tw. Hilberta. Z dokladnosci ciagu wynika wiec,

ze J jest zanurzeniem. Otrzymujemy wiec diagram:

) —x

Divk(C) Piex(C) —— ) 1\ G (O R H2(Gg 0 K)

| | |

Hv DiUKv (C) Hv P’iCKv (C)

*

Hv Hl(G?u/Kva(C)*/FZ) - Hq; HQ(GFU/KU,FU)

ktérego wiersze nie musza juz by¢ dokladne, jednak jest przemienny (co szybko sprawdza sie od razu z definicji
grup i homomorfizméw), a ponadto ¢ oraz ¢ sa iniekcjami (¢ jest iniekcja na mocy tw. Brauera—Noether—Hasse).
Stad todo f=0= f =0, co daje teze.

10.11 (a) wybierzmy dowolny punkt py € C(K). Wystarczy zauwazyé, ze:
m{C/K} =0 w grupie WC(E/K) & per®) [m](p] —po) =P° — P &
(E jest podzielna wiec P = [m]Q dla pewnego Q)
& Jgepm®  [MIPG—po) =[MI(Q°-Q) = Foepm)  [MI((Po—P)7=(po—P)) =0 &
(przyjmujac p = po — P)
A Eipec(?) [m](p? —p?) =0 & Elpec(?)p” —p? € E[m]

(b) zauwazmy najpierw nastepujacy:

Fakt [K(p) : K| =#{p” : 0 € G i }.

Niech indeks C'/K bedzie réwny n, [K(p) : K] = n. Wtedy Do = Z (p7) jest okre$lony nad K,
o:K(p)—K
dodatni i stopnia n.

Ponadto dowolny dodatni dywizor okreslony nad K jest postaci:

k
D=3 a; Y (), a€Zs

j=1 o:K(pi)—K
Ale istnieje doktadnie [K(p;) : K] zanurzen o : K(p;) — K, wigc

k k
deg D = Zaj[K(pi) K] > Zajn
j=1

=1

V

n

(b*) udowodnimy nastepujaca wlasnoéé indeksu:

indeks dzieli stopien kazdego dywizora w Divk (C).

Dowdéd: Niech Dy € Divg(C) bedzie dodatnim dywizorem stopnia n, bedacego indeksem krzywej C.
Niech D € Divg(C) bedzie stopnia k oraz r = NW D(k,n) — wtedy an + bp = r dla pewnych a,b € Z oraz
Dy := aDy + bD € Divk(C') jest stopnia r. Zauwazmy, ze z twierdzenia Riemanna—Rocha: dim £(D;) =
deg Dy = r > 0, wiec D; jest liniowo zalezny z pewnym dodatnim dywizorem Dy € Divg (C) (istotnie,
jezeli f € L(D1)NK(C), to div(f)+ Dy > 0). Ale D5 jest stopnia r, wigc z minimalno$ci n musi byé: r = n,
czyli NWD(k,n) =n oraz n|k.
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(c) Niechpe C(L), [L: K]=mn, {p” :0 € Gx it =A{p™,...,p7"}. Zdefiniujmy: P = S (p—p°i). Wtedy
dla dowolnego o € G?/K: o1, = o, dla pewnego j, wiec {coo;:i=1,...,n} ={o;:i=1,...,n}

n

(" —p) = WE"—p) =Y 07 =)+ > (7 —p) =

= Z (@ —p) = @77 —p)) + Z(p‘” -p)=
= Z(p"—p"‘”HZ(p‘”—p):
_ prop -

wiec [n](p” — p) jest kobrzegiem oraz n{C/K} = 0 w grupie WC(E/K), czyli rzad {C/K} w grupie
WC(E/K) dzeli n.

(d) wystarczy wykazaé, ze jezeli p € IP oraz p nie dzieli periodu, to nie dzieli tez indeksu. Zalézmy, ze L/K jest
rozszerzeniem Galois spelniajacym C(L) # & oraz niech [L : K] = p* - m dla p t m. Niech L/M bedzie
rozszerzeniem odpowiadajacym p-podgrupie Sylowa grupy Gal(L/K) — wtedy p 1 |Gal(M/K)| = m.

Niech € € Hl(Gf/K, E) bedzie kocyklem odpowiadajacym C. Wtedy:
— z jednej strony naturalne odwzorowanie Gal(K /M) — Gal(K /K) indukuje odwzorowanie H*(Gal(K/K), E) —
HY(Gal(K /M), E) oraz rzad & w grupie H* (G i+ E) jest podzielny przez rzad § w grupie H' (G ), E);
oznacza to, ze p nie dzieli rzedu & w grupie Hl(Gf/M, E).
— z drugiej strony naturalne odwzorowanie Gal(K /M) — Gal(L/M) indukuje odwzorowanie H!(Gal(L/M), E) —
HY(Gal(K /M), E). Ale Gal(L/M) jest p-grupa, wicc rzad £ w grupach H' (G, E) oraz Hl(GF/M, E)
musi by¢ potega p.

Stad rzad ¢ w grupie H*(Gal(K /M), E) musi by¢ réwny 1, wiec {C/M} jest trywialne w WC(E /M), co
jest mozliwe tylko gdy C (M) # @. Poniewaz p nie dzieli [M : K], to nie dzieli tez indeksu.

(f) niech m bedzie periodem C € III(E/K). Wtedy zgodnie z (a) istnieje p € C' taki, ze V, [m](p° —p)=0O
na E. Zauwazmy, ze E = Pic’(C), przy czym izomorfizm dany jest przez: P +— (P + p) — (p). Stad w
Pic(C) mamy: m(p) = m(p”), wiec dywizor m(p) nalezy do Pick(C). Z zadania 10.10 wiemy, ze istnieje
D ~m(p), D € Divg(C). Stad pewien dywizor w Divg (C') ma stopien m, wiec (z podpunktu (b*)) wiemy,
ze indeks|m. Z podpunktu (c) mamy: m|indeks, wiec ostatecznie period = m = indeks.

¢) Niech p > 5 (dla p = 2,3,5 latwo sprawdzi¢). Zgodnie z lematem Hensla, wystarczy wykazaé, ze istniej
a
(z,y,2) #Z (0,0,0) (mod p) spelniajace réwnanie (mod p). Grupa (Z/p)* jest cykliczna, niech g bedzie jej
generatorem. Jezeli p = 2 (mod 3), to kazdy element Z/p jest szeScianem: x = z!'+2(P—1) = ((2p=1)/3)3,

Zalézmy, ze p =1 (mod 3) — wtedy podgrupa sze$cianéw to:
S={a3:2cZ/p}={*:k=0,1,..}

i ma ona moc (p — 1)/3 oraz trzy warstwy: S, ¢S, g%S. Jezeli 3 oraz 4 naleza do tej samej warstwy, to
3/4 € S, 3/4 = a® oraz tréjka (z,y,2) = (1, —a,0) spetnia réwnanie 32° + 4y3 + 523 = 0. Analogicznie,
jezeli do tej samej warstwy naleza 4 oraz 5 lub 3 oraz 5. Zalézmy, ze 3,4,5 naleza do réznych warstw —
wtedy podstawiajac w réwnaniu 3z3 + 4y® + 523 = 0: a = 323,b = 4y3, ¢ = 523 dostajemy réwnanie:
a+ b+ c =0, gdzie a, b, c maja naleze¢ do réznych warstw S. Zalézmy nie wprost, ze rownanie to nie ma

rozwiazan. Wtedy:
* 1+3—4=0,wiec —4€ Slub—-4€3-5,czylide Slub4e€3-5
* 1+4-5=0,wiccdeSlubde-5-5=5-5.

Ale 3-8 #5-5, wiec musi byé 4 € S oraz 3,5 ¢ S. To oznacza, ze 22 € S, wigc 2 € S (jezeli 22 = g?* jest
szedcianem, to 3|k, wiec x jest szeScianem). Ale 243 =5o0raz2-S #3-5 #5-5 # 2. 5. To koficzy dowdd.
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Sposéb II:

Rozumujemy analogicznie i zakladamy, ze 3,4,5 naleza do réznych warstw S. Wtedy 60 = 3-4-5 €
S (g99) - (¢2S) = S, 60 = k3 oraz (z,y,2) = (k,—5,4) jest rozwiazaniem réwnania 32° + 4y3 + 523 = 0
(mod p).

Zal6ézmy, ze rank(E(K)) < oo — wtedy |E(K)/2E(K)| < oo, wigc podobnie jak w [AEC, lemat redukcyjny
VIII.1.1.1] mamy |E(L)/2E(L)| < oc. Niech Gal(L/K) = {id, o} (gdzie o(v/D) = —V/D).

Niech ¢ : Ep(K) — E(L), «(x,y) = (x,v/Dy), zaé B := im. = {P € E(L) : P = —P°}. Oczywiicie
E(K)={Pe€E(L): P=P%}.
Zauwazmy, ze jezeli P € E(K)N B, to P = P = —P, wigc 2P = O oraz |E(K) N B| < |E[2]| < co. Stad:

rank(E(K) + B) = rank(E(K)) 4+ rank(B) = rank(E(K)) + rank(Ep(K))

Ponadto dla dowolnego P € E(L):
2P=(P+P°)+(P—P?)

—_——— ——
€E(K) €eB

wiec 2F (L) C E(K) + B, co daje surjekcje F(L)/2E(L) - E(L)/(E(K) + B) oraz |E(L)/(FE(K) + B)| <
|[E(L)/2E(L)| < oo. Ale jezeli iloraz grupy abelowej i jej podgrupy jest skonczony, to maja one ta sama range,
wiec:

rank(E(L)) = rank(E(K) + B) = rank(E(K)) + rank(Ep(K))

Pare (A,T), gdzie A — grupa abelowa, zad T jest alternujaca, niezdegenerowana forma dwuliniowsa bedziemy
nazywali S-grupag.

Zapiszmy A w postaci iloczynu p-grup Sylowa: A & @p Ay, — wtedy dla p # g grupy A, oraz A, sa ”ortogonalne”
wg iloczynu T, tzn. dla 2 € A,,y € A, mamy I'(z,y) = 0. Istotnie, jezeli rzad(z) = p®, rzad(y) = ¢°, to
p°T(z,y) = T(p®x,y) = 0 w grupie Q/Z, wiec rzad(I'(z,y)) dzieli p* i analogicznie rzad(T'(z,y)) dzieli ¢°, wiec
I(z,y) =0.

Stad (Ap,T'|a,x4,) jest rowniez S-grupa. Mozemy wigc bez straty ogdlnodci zalozy¢, ze A jest p-grupa. Niech

A= (x1) & (22) ... & (zn) = (Z/p™) x ... X (Z[p™"~") x (Z/p*")

(a1 < ... < ap). Wykazemy indukeyjnie wg n, ze A = (Z/p™)? x ... x (Z/p**)2.
Zalézmy nie wprost, ze a,_1 < ay, — 1. Wtedy p®n—tz, # 0, ale:

L(p*r =z, x;) = (@n, p*'2;) = [(25,0) = 0
dla kazdego j < n, wiec I'(p®~—1z,-) = 0 oraz ' byloby zdegenerowane. Sprzeczno$é¢ oznacza, ze ay,—1 = Q.

e dla pta (mamy p* I'(zn—1,2n) = 0, zas gdyby I'(zn_1,2,) =
ST to [(p~1wz,-) = 0). Bez straty ogélnosci (po przeskalowaniu 2,,_1): T'(z,—_1,2,) = pin .

Oznaczmy przez B ”dopelnienie ortogonalne” (r,—1) ® (r,) tzn. B = {y € A : B(xpn-1,y) = B(zn,y) = 0} —

Analogicznie stwierdzamy, ze I'(x,—1, ) =

wtedy:
A=Ba&" ((xn-1) ® (a))

(suma ta jest ”ortogonalna”) jako ze dla kazdego a € A:
bima— (1" B(wn0)) 21 — (17" B@n-1,a)) 20

nalezy do B oraz a = xx,_1 +*T,+ b .

E(@n_1)®(z,) B
Z ortogonalnosci (B,T'gxp) jest réwniez S-grupa, wiec wystarczy zastosowaé do niej hipoteze indukcyjna.
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