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Zestaw 10
Cwiczenia 13 1 20 stycznia 2025 (do Wykladéw 101 11)

Zadanie 1.

Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu 23—2 (odpowiednio: z4—2) nad ciatem k=Q. Wy-
znaczy¢ wszystkie ciala posrednie k C F' C K. Wskazéwka. Poréwnaj [DF], str. 544. Przydatna
bedzie znajomosé wszystkich podgrup w grupach S3 i Dy.

Zadanie 2.
Niech K=Q(v/2, /=3, V/5) oraz k=Q. Dowies¢, ze K /k jest rozszerzeniem Galois z grupa Galois
Gal(K/k) = Z/2x S3. Wyznacz cztery ciala posrednie k C F C K.

Zadanie 3.

(a) Niech bedzie dane cialo F' charakterystyki réznej od 2 oraz elementy di,ds € F, ktére nie sa
kwadratami w F. Dowiesé, ze F(y/d1,/dz2)/F jest stopnia 4, jesli dids nie jest kwadratem w F,
oraz jest stopnia 2 w przeciwnym przypadku. Rozszerzenie F(v/dy,/dz)/F stopnia 4 nazywamy
rozszerzeniem dwukwadratowym. Obliczy¢ grupe Galois rozszerzenia dwukwadratowego.

(b) ?Gal(Q(V3+v5)/Q)=Z/2xZ/2" Niech char F # 2 oraz niech a,b € F nie beda kwadrata-

mi. Dowiesé, ze:
F(\ a+VB)=F (Vi)

dla pewnych m,n € F, wtedy i tylko wtedy, gdy a?—b jest kwadratem w F. Kiedy rozszerzenie
F(Va+vb)/F jest dwukwadratowe ?

Zadanie 4. (10 pts.)
Niech k bedzie cialem i L=k(t). Niech G bedzie grupg k—automorfizméw ciala L generowanym
przez automorfizmy: o : t — 1 — ¢t oraz 7 : t — 1/t.

(a) Dowiesé, ze o2=12=(07)3=id i wywnioskowaé, z tego ze G=S;3.
(b) Wyznaczy¢ ciala stale dla o i dla 7, odpowiednio oraz dowiesé, ze L<77>=k(y), gdzie

y:ti(_t?fl'gl. Sprawdzié, ze y+o(y)=3 i wywnioskowaé z tego, ze LE=k(2), gdzie z=yo(y).

Korzystajac z podstawowego twierdzenia teorii Galois wyznaczy¢ wszystkie ciala posrednie
L¢=:KCFcCL.

Zadanie 5. (10 pts.)
Niech k bedzie ciatem, ktére zawiera pierwiastek pierwotny stopnia n z jedynki e. Niech K = k(¢),
gdzie t jest elementem przestepnym nad k.

(a) Dowiesé, ze istnieja k-automorfizmy o, 7 : K — K takie, ze o(t) = et i 7(t) = t~! oraz, ze
o i 7 generuja grupe G zlozona z automorfizméw ciala K, izomorficzna z grupa dihedralna
Do,

(b) Wyznaczy¢ ciala stale (tzn. ciala elementéw statych) dla podgrup cyklicznych <o> i <7>
grupy G.

(c) Dowiedé, ze cialo state K¢ = k(t"+t~").



