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Zestaw 11
Cwiczenia do Wykladéw 12, 13 i 14)

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie rozszerzenia Galois stopnia 4.

(a) Dokladniej, dowiesé, ze rozszerzenie Galois z grupa Galois Z/2xZ/2
jest postaci k(a, 3) takie, ze o2, 32ck oraz (af)? & k,

(b) rozszerzenie Galois z grupa Galois Z /4 pochodzi z réwnania (2% —a)?—b=0
dla a0, Vbek oraz Va?—bek.
Zadanie 2. (Kaplansky) Niech G bedzie grupa Galois wielomianu nieroz-
ktadalnego 2% + ax? + b € Q[z]. Dowiesé, ze:
(1) jesli b jest kwadratem w Q, to G = Z/2 x Z/2
(2) jesli b nie jest kwadratem w Q, ale b(a?—b) jest kwadratem, to G = Z /4

(3) jesli ani b, ani b(a® — b) nie sa kwadratami w Q, to G = Dy.

Zadanie 3. Niech F = F(z1, x9, ..., x,) oraz niech S oznacza podcialo w
FE zlozone z funkcji wymiernych symetrycznych. Dowiesé, ze

(1) [E;S] = noraz Gal(E/S) = S,. Wskazéwka. Pokazaé, ze E jest
cialem rozkladu nad S wieelomianu rozdzielczego f(t) = [1(t — z;)

(2) jezeli G jest grupa zlozong z n elementéw, to istnieje cialo K C FE,
takie, ze Gal(E/K) = G.

Zadanie 4.

(1) Niech F = Q(&3), f(x) = (22 —2)(23 - 2) € Q[z] oraz E oznacza cialo
rozkladu f(x) nad F. Dowie$¢, ze E = F(2%) dla pewnego a € Q,
obliczy¢ [E : F] i pokazaé, ze E/F jest rozszerzeniem cyklicznym (to
znaczy grupa Galois G(E/F) jest cykliczna).

(2) Niech p#q beda liczbami pierwszymi, n = pg, F = Q(&,), f(z) =
(xP — 2)(29 — 2) € Q[z] oraz E oznacza cialo rozkladu f(x) nad F.
Dowiesé, ze E/F jest rozszerzeniem cyklicznym.



Zadanie 5. Niech a,n € N. Zal6zmy, ze wielomian f(z) = z" — a jest
nierozkladalny w Q[z] i oznaczny przez E cialo rozkladu tego wielomianu.
Dowiesc¢, ze G jest izomorficzna z normalizatorem Ng, (< o >), gdzie €S,
jest pewnym cyklem dtugosci n.

Zadanie 6. Niech f(z) = 2% + pz + ¢ € C[z], D=d*= — 4¢® — 274>, niech
F=Q(p,q) oraz G=Gal(F(a,b,c)/F), gdzie a, b, ¢ € C sa pierwiastkami
wielomianu f(x). Wyznaczy¢:

(1) strukture grupy G w zaleznosci od d, w przypadku, gdy wielomian
f(x) rozktada si¢ w F

(2) strukture grupy G w zaleznosci od d, w przypadku, gdy wielomian
f(x) jest nierozkladalny w F, oraz znalezé wszystkie ciala posrednie
pomiedzy F i F(a,b,c), (rozpatrzyé oddzielnie przypadki d € F i
d¢F).

Zadanie 7. (Dlan > 5 grupa A,, nie jest rozwiazalna)

Dowiesé, ze grupa alternujaca A, jest generowana przez cykle (ijk) dlugosci
trzy. Poniewaz (ijk) = (ij)(jk), zatem kazdy cykl dtugosci trzy mozna zapi-
sa¢ w Sy, jako iloczyn dwdch elementow rzedu dwa, gdy n > 3. Przy uzyciu
dwéch dodatkowych liter [ 1 m kazdy cykl dlugosci trzy (ijk) mozna zapisaé
w A, jako iloczyn dwoch elementéw rzedu dwa. Wywnioskowaé z tego, ze
dla n > 5, grupa A, nie jest rozwiazalna. Dlaczego ten dowdd nie dziata dla
n<4?

Zadanie 8. Dowiesé, ze jesli podgrupa H C As zawiera cykl (123) oraz H
dziata przechodnio na zbiorze [5] = {1,2,3,4,5}, to H = As.



