Materialy do éwiczen prof. Wojciech Gajda
Algebra II
Zima 2024,/2025
Zestaw 3
Cwiczenia 28 pazdziernika 2024 (do Wykladu 2)

Zadanie 1.

Wykorzystaj kryterium Eisensteina i lemat Gaussa do dowodu nierozkladalnosci
w Qlx] nastepujacych wielomianéw: (a) 22* + 1522 + 10, (b) 2° — 322+ 92 — 5
oraz (c)] #° — 52 + 102% — 722 + 8z — 4. Wskazéwka. Wykonaj podstawienie
y = ax+b dla odpowiednio wybranych a i b, a nastepnie dobierz liczbe pierwsza
p, dla ktérej mozna zastosowaé kryterium Eisensteina.

Zadanie 2. Niech &, = exp(27i/n)€C bedzie prymitywnym pierwiastkiem stop-
nia n z jedynki i niech ®,(z)€Q]z] bedzie jego wielomianem minimalnym / Q.
(a) Obliczyé ®g, P12 1 P1g oraz Po5. (b) Na wykladzie dowiedli$my, ze ma-
my: ®,(z)=(z? —1)/(x — 1), o ile p jest liczba pierwsza. Wzorujac si¢ na tym
dowodzie sprawdzi¢, ze @2 (x):(xp2 —1)/(zP-1).

Zadanie 3. Dowie$é, ze wielomian 2™ + 1 jest nierozktadalny w Q[z], wtedy i
tylko wtedy, gdy m jest potega dwojki.

Zadanie 4*

Niech p bedzie liczba pierwsza. Dowiesé, ze jesli k jest cialem i a€ k, to wielomian
2P—a jest nierozkladalny w k[z] lub ma pierwiastek w k. Wskazéwka. Jesli

f=/f1f2, to roztozyé f1 1 fo na czynniki liniowe w wiekszym ciele oraz rozwazy¢
ich wyrazy wolne.

Zadanie 5.
Niech p bedzie liczba pierwsza,

2 2 211
c:cos—ﬂ, s:sir1—7r7 e:c+is:exp(ﬂ) oraz  K=Q(s,¢).
p p

PP —] . . .
Dowies¢, ze [K:Q]=E5=. Poniewaz ¢*+s* = 1, zatem s

jestlewadratemnad-Qle}
i e jesthkewadratemnad-Q(s)-oraz [K:Q(s)], [K:Q(c)] € {1,2}. Rozstrzygnad,

ktoére z tych przypadkéw zachodza w zaleznosci od liczby p.

Zadanie 6.
Niech k bedzie cialem. Dowiesé, ze:

(a) jezeli a,bEk sa takie, ze a jest kwadratem w k(v/b), to a lub ab jest kwa-
dratem w k, (Wskazéwka. Rozpisaé¢ (c+dv/b)?)

(b) jesli a,bek, b nie jest kwadratem w k, K=k(3) dla 82=b i jeden z elemen-
tow a+0 lub a—p jest kwadratem w K, to kwadratem jest takze drugi z
tych elementéw. Wywnioskowaé z tego, ze c=a?—b jest kwadratem w k,

(c) jedli char k # 2, a,b€k i K=k(a, 3) dla a?=a, 3*=b, oraz y=a(f+1), to
K=k(v). (Wskazéwka. Wyrazi¢ a i § za pomoca ) Wlasnos$¢ (a) pozwa-
la rozstrzygnaé¢ kiedy [K:k]=1,2 lub 4. Wyznaczy¢ wielomian minimalny
elementu v nad k w kazdym z tych przypadkow.
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