Materialy do éwiczen prof. Wojciech Gajda
Algebra II
Zima 2024/2025

Cwiczenia 9 grudnia 2024 (do Wykladu 8)
Zadanie 1. Niech p bedzie liczbg pierwsza, a F» cialem p™-elementowym, dla n€NN.
(a) Dowiesé, ze Fpn C Fpm, wtedy 1 tylko wtedy, gdy n|m.

(b) Niech feF,[z] bedzie wiclomianem nierozkladalnym stopnia n. Dowie$¢, ze Fp[z]/(f) jest
cialem p"-elentowym izomorficznym z ciatlem rozkladu wielomianu z?" —z nad F, oraz,
ze f|(zP" —z). Ogdlniej, niech f €F,[z] bedzie wielomianem nierozkladalnym. Dowies¢, ze
fl(xP" —z), wtedy i tylko wtedy, gdy deg f|n.

(c) Niech n,(n) oznacza liczbe wielomianéw nierozkladalnych stopnia n z pierscienia F,[z]. Do-
wiesé, ze 3, dnp(n)=p" oraz n, (n)=21 Zdlnpdu(%), gdzie p(n) jest funkcja Mobusa, tzn.
w(1)=1, u(n)=0, jedli n dzieli si¢ przez kwadrat liczby pierwszej, oraz pu(p1pz . .. pr)=(—1)*,
jesli p; sa réznymi liczbami pierwszymi.

(d) Obliczy¢ n,(n) dla n=1,2,...,10 oraz n,(q), jesli ¢ jest potega liczby p.

Zadanie 2* Niech K/k bedzie skonczonym rozszerzeniem normalnym cial i niech fek[z] be-
dzie wielomianem nierozkladalnym. Zalézmy, ze w K[z] mamy f=gi1g2...g,, gdzie wielomiany
g:€ K|z] sa nierozkladalne. Dowie$é, ze wszystkie wielomiany g; sa tego samego stopnia. Wska-
zéwka. Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu hek[x]. Wykazaé, ze jesli a jest pierwiast-
kiem wielomianu g;, to K(«) jest cialem rozkladu wielomianu h nad cialem k(«).

Zadanie 3. (pierscien liczb dualnych)

(a) Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka oraz niech B=A[e] bedzie zdefinio-
wany w nastepujacy sposéb: B jest zbiorem par (a,b), gdzie a,b€A, z dodawaniem po
wsp6lrzednych i mnozeniem zadanym wzorem (a, b)(c, d)=(ac, ad+bc). Dowiesé, ze B z tak
okreélonymi dziataniami jest pierdcieniem przemiennym oraz, ze istnieje e€ B, taki, ze e2=0
oraz kazdy element z B mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci a+be, dla pewnych a, beA.
Wskazéwka. Poréwnaj B z pierécieniem ilorazowym A[z]/(x?).

(b) Niech k bedzie dowolnym ciatem, A=Fk[z] oraz niech B bedzie pierscieniem z (a) utworzo-
nym dla A. Dla fek[z] zapisujemy f(x+e)=f+0(f)e€B. Sprawdzi¢, ze w ten sposéb defi-
niujemy funkcje k—liniowa § : k[z] — k[z] taka, ze 6(a)=0 dla ack 1 §(fg)=f(g)+gd(f)
dla f, gek[z], zgodna z pochodna formalna wielomianéw z wyktadu 8.

Zadanie 4. (a) Dowie$é, ze wielomian f(x)€k[z] stopnia n ma wielokrotny czynnik, wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomiany f(x) oraz f' = a—£ maja wspolny czynnik. co jest réwnowazne temu, ze

zbiér ztozony z 2n—1 wielomianéw: f, zf, ..., " 2f, f, ..., 2" 1 f jest liniowo zalezny w
przestrzeni wielomianéw z k[z] stopnia < 2n — 2. (b) Obliczyé wyznaczniki:
1 0 3p 2¢ O
1 b ¢ 01 0 3p 2¢q
det| 2 b 0 det| 3 0 3p 0 0
0 2 b 03 0 3p O
00 3 0 3p

i w ten sposéb uzyskaé¢ wzory na wyrézniki wielomianéw z2+-br+-c i 23+3pr+2q.
(¢) Uzupelnié dow6d Lematu 8.5 o wyrdzniku z wyktadu 8 za pomoca (a) i metod z ALL



