GRUPY I ICH ZASTOSOWANIA

PASJONACI MATEMATYKI

1. DEFINICJE I PRZYKLADY

Motywacja:

(1) chcemy sformalizowac¢ koncept symetrii, taczacy rézne dzialy matematyki
(teorie liczb, kombinatoryke, analize, algebre, ...), fizyki, chemii i innych
nauk.

(2) Kryptografia: schemat El-Gamal.

Grupa to zbidr z ,fadnym” dziataniem. Zazwyczaj grupy powstajq jako zbiory symetrii
interesujacych nas obiektow.

Definicja 1.1. Grupa to zbiér G wraz z dzialaniem » : G x G — G takim, ze:

e (tacznosc) (ax b)xc=ax(bxc),

e (istnienie eltu neutralnego) istnieje e € G takie, ze axe = exa = a dla
kazdego a € G,

e (istnienie eltow przeciwnych) V, c; 3, :axb=Db*a =e.
(b oznaczamy jako a™ 1)

Jezeli ax b = b *a to méwimy, ze G jest przemienna (lub tez abelowa). Rzad grupy
to liczba jej elementow.

Przyklad 1.2.
e (Z,+), (R,+), ale nie (Z,—),
e (R,-), (Z,-) nie sq grupami. (R \ {0}, ) jest grupgq,
e (Z/n,+,), gdzie Z/n :={0,1,...,n—1} oraz a+, b := (a+b) (mod n) (reszty
z dzielenia przez n),

a (mod n) — reszta z dzielenia a przez n (np. 99 (mod 5) = 4).
Piszemy a = b (mod n), jezeli a oraz b dajq tq samq reszte z dzielenia
przez n (tzn. nla—b).

o (®(n),-,), gdzie ®(n) :={a € Z/n: NWD(a,n) =1} oraza-, b :=(a- b)
(mod n).
(np. ®(9)=1{1,2,4,5,7,8} oraz 4 =7,bo 4,7 =1)

o 7/2%x7/2,
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e D, —grupa "symetrii" tréjkqta réwnobocznego: Ds = {Oqye, 019005 Ogu00> 54> S Sc }-
Tabelka dziatania:

° Op-  O130 Ogg9 SA SB Sc
Oy O O30 Oog9 Sa Sp Sc
O1200 | O1200 Oaape Op Sc Sa Sp
O240° | O2400  Ope O19 SB Sc Sa
Sa Sa Sc Sp Op-  Oga0o O19
Sp SB SA S¢ O Op Ongg
Sc Sc SB Sa Oggoe Opape Op

o S. = { bijekcje f : {1,...,n} — {1,...,n}} 2 dziataniem sktadania.
Przyktad: w Ss

1 2 3 45 o 12345\ (123435
345 21 23154) \45312)
Grupa ta ma n! elementow.

Definicja 1.3 (nieformalna). G, i G, sa izomorficzne, jezeli sq takie same po
poprzestawianiu elementéw.

Przyklad 1.4.
(1) 2(4)={1,3}, z/2={0,1},
(2) Z/3 = {07 13 2}) {eJ r} rZ}J
(3) S,, Ds.
Definicja 1.5. Rzad elementu g € G:
ord(g)=min{n>1:g" =e}.
Przyklady:
e W Z: ord(n)= o0 dlan#O0.
e WZ/6: ord(4)=3,bo4+4+4=12=0 (mod 6).
e W &(7) mamy ord(2) =3, bo 2> =8=1 (mod 7).
e W D;: ord(r)=3, ord(s) =2.
Fakt 1.6.

e WS,:
1 2 3 4
ord((z 3 4 1))=4
(1) ord(g)|#G

(2) g&=ewtwgdy ord(g)|k.
Dowdd. (1) Udowodnimy pdZniej ogdlniejszy fakt.
(2) jezeli ord(g)=n, k=K -n,to gc=(g")¥ =e.
Jezeli gk = e, to zapiszmy k = qn +r dla 0 < r < n. Wtedy:
g =eg' =g
Z minimalnosci n dostajemy r = 0. O

Wniosek 1.7 (Mate Twierdzenie Fermata). p € P, pfa = pla? ' —1
(tzn. a®~! =1 (mod p)).

Dowdd. ®(p)={1,...,p—1}. Stad ord(a)|p—1 =G|, zatema’ ' =1 (mod p). O

qn+r _ gk =e.
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2. RZEDY, PODGRUPY

Spdjrzmy na obroty w D;. Sa one zamkniete ze wzgledu na sktadanie, wiec ich
zbiér réwniez tworzy grupe!
Definicja 2.1. Jezeli H C G spenia:
e eccH,
hd Va,bGHa* b EH)
i vaEH a_l € H;
to méwimy, ze H jest podgrupa G (zapisujemy: H < G).
Przyklad 2.2.
e {0,3} <Z/6,
e 5ZC7Z,
e {n-v2:n€Z}ycRorazQCR
hd {e, r) rz}) {e,S} C D3:
b Sn—l < Sn
Definicja 2.3. Jezeli g € G to zbidr (g) := {g* : k € Z} jest podgrupa G (podgrupa
cykliczna generowana przez g). Wtedy |(g)| = ord(g) oraz:
o (g)=7Z,jezeliord(g) = oo,
o (g)=1{e,g,8%...,8" '} = Z/n, jezeli ord(g) = n.
Uwaga 2.4. Uwaga: okazuje sie, ze jezeli H jest podgrupq grupy R, to albo H jest
cykliczna (jak np. {n-+/2:n € Z}), albo te jest gesta jak Q (tzn. pomiedzy dowolnymi
dwiema réznymi liczbami rzeczywistymi znajdziemy element tej grupy).
Fakt 2.5. Jezeli H C G jest podgrupg, to |H| | |G]|.

Dowdd.

np.

H H+1 g4+2
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O
Przyklad 2.6. (1) Z/2 x Z/3 — mamy:
1-(1,1)=(1,1),2:(1,1)=(0,2),3:(1,1)=(1,0),4:(1,1) =(0,1),5-(1,1) = (1, 2)

wiec ord((1,1)) =6 o0raz Z/2 x Z/3 = Z/6.
2) ®(7)=1{1,2,3,4,5,6}. Mamy:

31=3,32=2,3=6,3"=4,3°=5,3°=1,
gatem ®(7) = (5)!
Twierdzenie 2.7. Jezeli p jest liczbq pierwszq, to ®(p) jest grupq cykliczng.
Conjecture 2.8 (Artina). 2 jest generatorem dla nieskoriczenie wielu p.

(prawdziwa przy zatozeniu Wielkiej Hipotezy Riemanna)

3. DZIALANIE GRUPY NA ZBIORZE

Definicja 3.1. Dzialanie grupy G na zbiorze X: dziatanie o : G x X — X spelniajace:

e cox = x dla kazdego x € X,
e go(hox)=(g~h)ox.

Definicja 3.2. Orbita elementu x € X:
Gx:={gox:geG}.
Zbior orbit: X/G.
Stabilizator elementu:
G,:={geG:gox=x}.
Zbidr punktéw statych elementu:
Fix(g):={xe€eX:gox=x}.

Przyklad 3.3.
(1) G = D5, X = wiergchotki tréjkqta réwnobocznego.

GA= {A7B:C}a GA: {OO°JSA}
(2) G=R, X =R? aox:=x obrdcony o a stopni
Fix(a) ={(0,0)}, Gx = O(x,|x|), G, =2nZ dla x # (0,0).

Zbior orbit < [0, 00).
(3 G=S, X =

Twierdzenie 3.4 (orbit-stabilizer theorem).
IGI/|G,| = |Gx|
Dowdd. |G|/|G,| <= g -G, < g(x). O
Przyklad 3.5. G = D;, X = {A,B,C}. Mamy:
GA={A,B,C},G, = {id,s,}.
Zatem |G|/|G,| = 6/2 =3 = GA.
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Twierdzenie 3.6 (lemat Burnside’a).

X/6l = = S IFix(g)l

Gl &2

Przyklad 3.7. Na ile sposobéw mozna pokolorowaé krawedzie tréjkqta réwnobocznego
4 kolorami? Dwa sposoby uznajemy za takie same, jezeli stajq si¢ takie same po
zgastosowaniu pewnej symetrii trdjkqta. Niech G = D4 (grupa dihedralna), a X bedzie
zbiorem wsgystkich mogzliwych sposobéw pokolorowania trdjkqta.
Liczba wszystkich kolorowart to |X| = 4° = 64. Chcemy znalezé |X /G| (liczbe orbit).
Mamy:

X/6l = > |Fix(g)

Gl &=

Grupa ma |G| = 6 elementow, wiec musimy policzy¢ |Fix(g)| dla kazdego g € G.

e |Fix(e)| = 64.

® Dla obrotéw O;4g. 1 Ogyg. kazda krawedz przechodzi na innq, wigc kolorowanie
pozostaje niezmienione tylko wtedy, gdy wszystkie krawedzie majq ten sam
kolor — sq 4 takie kolorowania. Stqd |Fix(O;44.)| = |Fix(Oy40-)| = 4.

e Dla odbi¢ kazda symetria zamienia dwie krawedzie miejscami, wiec kolorowanie
pozostaje niezmienione, gdy te dwie krawedzie majq ten sam kolor. Mozemy
wybraé kolor dla nieruchomej krawedzi (4 opcje) oraz wspdlny kolor dla po-
gostatych dwdch (réwniez 4 opcje), co daje |Fix(s,)| = 16 itd.

Podstawiajqc do wzoru Burnside’a:
64+4+4+16+16+16
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