MACIERZE I ICH ZASTOSOWANIA

PASJONACI MATEMATYKI

1. MACIERZE I PODSTAWOWE DZIALANIA

Macierz m x n to tablica liczb majaca m wierszy i n kolumn. Zbiér: M, ,(R)
(macierze o wspoétczynnikach rzeczywistych; podobnie o wspdtczynnikach wymiernych).
Macierze 1 x n (jedna kolumna) to wektory. Operacje:

e dodawanie: (macierze tego samego wymiaru)

2 -1 3 -3 4 -1

A=|—-4 0 5|, B=|2 -5 0

6 —2 -3 —-6 1 3
2+(=3) —-1+4 3+(-1) -1 3 2
A+B=| —4+2 0+(-5) 540 [=]-2 -5 5
6+(—6) —2+1 —3+3 0O -1 0

Elementem neutralnym dodawania w M, ,,(R) jest macierz zerowa O, ,,.

e mnozenie przez liczbe (skalar):

2.2 2.(-1) 2-3
2-A=[2-(—4) 2-0 2.5
2.6 2-(=2) 2-(-3)

e mnozenie macierzy: uwaga:

2-(=3) —-1-4 3-(-1)
A-B#| —4-2 0-(=5) 5-0
6-(—6) —2-1 —3-3

Jezeli A € M, ,(R), B € M,;(R), to A-B € M,,;(R) oraz mnozenie odbywa sie
zgodnie z przykladem:

1 —2 3 2 =3 1 4
3 2 —4 1

113 =7 —11 11

2+2+9 —-3—-10+6 1+0—12 4+4+3
|15 —-14 8 15.

8+0—-3 —-12+0—-2 4+4+0+4 16+0-1
1

A=
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Elementem neutralnym mnozenia (w M, ,(RR)) jest macierz identycznosciowa:

[1 0 0 --- O]
010 -0
=001 -0
0 00 -+ 1

Dlaczego tak? Z kazda macierza A € M, ,(R) mozna zwiazac¢ funkcje:

‘R - R2, [X- =A[X].
LR -R, R ])=4]]
(funkcje takie nazywamy liniowymi — uogdlniaja one funkcje f(x) = ax).
Okazuje sig, ze fy o fz = fup. Przyktad: f( ;]) = [;] (tzn. f;, to identy-

cznosce).

e transpozycja: A= [a;;], A" = [a;;].

2. MACIERZE ODWROTNE I WYZNACZNIKI

Pytanie: dla jakich macierzy A € M, ,(R) istnieje macierz B taka, ze A-B =1,
(macierz odwrotna)?

Wyznacznik macierzy A € M, (R):
e 1x1:detfa]=a,

® 2 x2: det[a b]zad—bc,
c d
e 3x3:
a b c
det|d e f|=aei+bfg+cdh—ceg—afh—bdi.
g h i

Jak zapamietac?

a b
g+cdh

d

afR— bdi
4 h i

e nXxn:
(A) zamieniajac miejscami dwa wiersze (lub kolumny) zmieniamy znak na
przeciwny,

(B) warto$¢ wyznacznika nie zmienia sie po odjeciu wielokrotnosci kolumny
(wiersza) od innej kolumny (wiersza),
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<
a co$
0
det | . = a - detA.
: A
0
Przyktad:
0 1 -1 2 1 O —-1 2 1 0 -1 2
-2 0 1 -1lw |0 —2 1 —1j@® [0 -2 1 -1
1 -1 2 o |-1 1 2 o |0 1 1 2
-1 2 0o —2 2 -1 0 -2 0O -1 2 -6
c -2 1 —1
©_ |1 1 2|=—(12—2-2-1+8+6)=—21.
-1 2 —6
Wilasnosci:

e wyznacznik macierzy gérnotréjkatnej to iloczyn elementéw na przekatnej,
D: (C) wielokrotnie.

o detl, =1,
D: poprzednia wlasnosc.

e detA = detA’,

e det(A-B) = detA- detB,

o detfav,|...|v,] = a-det[v,]...|v,],

e A ma macierz odwrotng wtw. gdy detA # 0.
D: (=2)A-A'=1, = 1=detl, =detA-detA! = detA#0.

(<) Wz6r na macierz odwrotna (zawierajacy @).

Interpretacja geometryczna wyznacznika:
| detA| = objetos¢ réwnolegloscianu f,([1,0] x [0, 1]).

Rozwazmy liniowy uktad réwnan o n zmiennych i n réwnaniach:

a11X1 +a12X2+ ...+a1nxn == bl
a21X1 +a22x2+ ...+a2nxn - b2 (*)
A X1+ Ao Xy + ...+ ayX, =Db,.

Obserwacja: (x) jest rOwnowazny z Ax = b, gdzie

X1 b,
X3 b,
A=lahcijen, X = .|, b=,
xn bn

Twierdzenie (o rozwiazaniach URL): jezeli detA # 0, to Ax = b ma dokladnie
jedno rozwiazanie dla dowolnego b € R".
Dowdd: x =A'b.
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Uwaga: wzory Cramera — rozwigzania uktadu réwnan.

3. DIAGONALIZACJA

Motywacja: jak szybko potegowac macierze?
diag(a,,...,a,) = diag(all‘, e, a,’;)
Jezeli A= diag(a,, ..., a,) jest macierzg diagonalna, to A-e; = @, - ¢;. Chcemy to
uogdlnic!
Niech A€ M, ,(R). Jezeli
A v=A-v dlaveR",v#0,A€R

to mowimy, ze A jest wartoscia wlasna macierzy A, zas v jest wektorem wlasnym.

Twierdzenie (diagonalizacja):
(1) Wartosci wlasne macierzy spetniaja det(AI,, —A) = 0.
(2) Niech vy,...,v, — wektory wilasne dla A,,...,A,, zas P := [v]...|v,] €

M, (R). Jezeli P jest odwracalna, to:
A=P-diag(A,,...,A,) - P, Af =P -diag(A},...,A%) - P71

Dowad.

(1) Av =Av = (AI,—A)-v =0 = (twierdzenie o URL) det(AI,—A) =0.

(2) Mamy:

AP =[Avy|...|Av, ] = [A;v]...|A,v,] = Pdiag(Aq,..., A,).
O

Uwaga: nie kazdgq macierz mozna zdiagonalizowa¢ — nie zawsze znajdziemy n

niezaleznych wektorow wtasnych (tak, by macierz P byta odwracalna)! Kiedy mozna?
Np. gdy znajdziemy n réznych wartosci wiasnych!

Przyklad: Rozwazmy macierz:

4 1
a=[s 3]
1. Znalezienie wartosci wlasnych. Rozwiazujemy rownanie charakterystyczne:
det(A—AI)=0
' 6 S—A‘_k —7A+6=(A—-1)-(A—6)

=1, A,=6

2. Znalezienie wektorow wlasnych. Dla A, = 1:

(A—Dx=0= [2 ;] [ij N [8]

Daje to réwnanie x, = —3x,, wiec wektor whasny to:

n=[5)
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a-am=o=[2 L][:]-[}

Daje to rdwnanie x, = 2x,, wiec wektor wlasny to:

ol

3. Konstrukcja macierzy diagonalizujacej. Macierz wektoréw wiasnych:

P=[% 2]

o=fs

A=PpPDp!

D].a Az == 6:

Macierz diagonalna:

Spehiona jest réwnosc:
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