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Tytul

O arytmetyce krzywych eliptycznych

Streszczenie

W pracy przedstawiono zagadnienia zwiagzane z torsjg krzywych eliptycznych nad ciatami
lokalnymi. Definiujemy funkcje p-stopnia krzywej E/Q), jako minimalny mozliwy stopien
rozszerzenia Q) o niezerowy punkt p-torsyjny. Badamy wlasnosci tak okreslonej funkcji oraz
obliczamy jej wartosci dla pewnych krzywych. Uzyte metody obejmuja migdzy innymi: teorig¢
krzywych eliptycznych nad pierscieniami, teorie mnozenia zespolonego oraz uniformizacje
p-adyczna krzywych eliptycznych.
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WSTEP

Krzywe eliptyczne stanowia jedna z najwazniejszych klas krzywych algebraicznych. Maja
zwiazki z wieloma dzialami matematyki, miedzy innymi z analiza zespolona, topologia, geo-
metrig algebraiczng i algebraiczng teorig liczb. Krzywe eliptyczne odegraly kluczowa role w
dowodzie Wielkiego Twierdzenia Fermata. Swoje zastosowanie znalazly takze w zyciu co-
dziennym — algorytm wykorzystujacy krzywe eliptyczne nad skoficzonymi ciatami jest dzis
powszechnie stosowany w kryptografii.

Wyjatkowosé krzywych eliptycznych wynika z tego, ze stanowia one najprostszy przy-
ktad rzutowej grupy algebraicznej. Sposéb na produkowanie punktéw wymiernych na krzywej
eliptycznej znalezli juz Bachet oraz Fermat w XVII wieku. Pierwszym matematykiem, ktéry
wykazal, ze zbior punktéw na krzywej eliptycznej ma strukture grupy, byt jednak Poincaré.
Struktura tej grupy byla badana przez wielu kolejnych matematykéw. Przetom nastapit wraz
z rozwojem nowoczesnej geometrii algebraicznej. Jak udowodnit Mordell w 1922 roku, gru-
pa punktéw wymiernych na krzywej eliptycznej E/Q jest skofczenie generowana; jest wiec
postaci:

E(Q) = 7" D E(Q)tors

dla pewnej skonczonej grupy E(Q)¢ors. Ponadto, jak dowiédt Mazur w 1977 r. grupa E(Q)ors
musi by¢ jednej z nizej wymienionych postaci:

e Z/N dlaN=1,...,10 lub N =12,
o 2/2®Z/N dla N = 2,4,6,8.

Elementy E(Q);ors mozna w efektywny sposéb wyznaczyé, korzystajac z twierdzenia Nagella-
Lutza ([Sil09, Corollary VIIL.7.2.]).

Okazuje sie jednak, ze cze$¢ torsyjna grupy Mordella-Weila krzywych nad ciatami lokalny-
mi jest znacznie trudniejsza do zrozumienia i wigza sie z nig wciaz nieudowodnione hipotezy.
Dla dowolnej krzywej eliptycznej E/Q), okreslonej nad cialem liczb p-adycznych zdefiniujmy
jej p-stopien jako najmniejszy mozliwy stopien rozszerzenia Q, o punkt p torsyjny na E:

dp(E) := min{[K : Qp] [ E(K)[p] # 0}

Rozwazania zwiazane z teoria deformacji reprezentacji Galois doprowadzity David oraz We-
stona do nastepujacej hipotezy ([DWO0S]):

Hipoteza 1. Jezeli E/Q jest krzywq bez mnoZenia zespolonego, to jej p-stopien dgzy do
nieskonczonosci przy p dgzgcym do nieskoriczonosci.



Autorzy pracy uzasadniajg powyzsze przypuszczenie obliczeniami numerycznymi oraz wy-
nikiem analitycznym, pokazujacym ze krzywe posiadajace p-torsje nad rozszerzeniem K/Q,
stopnia d powinny pojawiaé sie rzadko.

Pytan zwiazanych z p-stopniem krzywej mozna postawi¢ jednak znacznie wiecej. Przykla-
dowo, zastanowié sie mozna, jakie wartosci przyjmowaé¢ moze p-stopien na krzywych dobrej
redukcji przy ustalonym p, tzn. jak wyglada zbidr:

D(p) :=={d,(E) : E/Q, — krzywa eliptyczna dobrej redukcji w p}

Gléwnym celem tej pracy jest préba zbadania wlasnosci funkeji d,(E) oraz zbioru D(p). Po-
nizej streszczamy wyniki przedstawione w dalszej czesci pracy.

Okazuje sie, ze umiemy wyznaczy¢ ,male liczby” w zbiorze D(p). Krzywe dobrej redukcji
o niskim p-stopniu (dp(E) < p — 1) mozna bowiem scharakteryzowa¢ na kilka réwnowaznych
sposob6w (patrz twierdzenie , w szczegblnosci musza one mieé¢ p-torsje nad nierozgale-
zionym rozszerzeniem K /Q,. Pozwoli nam to na udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie A (wniosek [3.1.8)). Jezeli krzywa E/Q, dobrej redukcji spetnia jeden z warun-
kow:
o dy(E) <p—1,
o Ey e (redukcja krzywej E do 7/ p?) jest kanonicznym podniesieniem Er, (redukcji krzy-
wej E do Fp),

to:
dp(E) = ordy, ap(E)

gdzie ord,(x) jest rzedem x w grupie FX

s 205 ap(E) — Sladem Frobeniusa krzywej E nad Fy.
W szczegdlnosci:

D(p)n(0,p) ={deN: Jaj<2yp  Ordpa = d}

Na podstawie Twierdzenia [A] udowodnimy réwniez, ze prawdopodobiefistwo spelnienia
przez losowo wybrang krzywa Hipotezy [1] jest réwne 1:

Twierdzenie B (twierdzenie [3.1.10]).
P (plggo dy(EaB) = oo) =1
Opisanie ,duzych” liczb w zbiorze D(p) nie wydaje sie by¢ tak proste. Obliczenia numeryczne
doprowadzily autora niniejszej pracy do nastepujacej hipotezy:
Hipoteza 2. Dla E : y?> = 23 + z, p = 3 (mod 4) mamy: d,(E) = p? — 1,

ktéra uogdlnimy i udowodnimy w podrozdziale[3.2] Okazuje sie bowiem, ze p-stopien krzywych
eliptycznych z mnozeniem zespolonym mozna obliczy¢ dzigki opisowi dziatania grupy Galois
na ich punktach poprzez Grossencharakter. Mamy przyktadowo:

Twierdzenie C (twierdzenie [3.2.2). Niech E : y?> = 23 — Dz, gdzie D € Z, D # 0. Wtedy
dlaptD:

ord, (Dp4;1 -23) , dlap=1 (mod4),
p?—1, dlap=3 (mod4)

dp(E) = {

gdzie dla p =1 (mod 4) liczba s zdefiniowana jest réwnosciq p = s + 2 oraz warunkami:

2¢s, s+t=1 (mod4).



W szczegélnosei préba zweryfikowania Hipotezy (1] dla krzywych z mnozeniem przez Z[i]
doprowadzi nas do poszukiwania liczb pierwszych w ciagu zadanym rekurencyjnie:

Twierdzenie D (wniosek [3.2.3(b)). Niech E : y?> = 2® — Dz, gdzie D € Z, D # 0. Wéwczas
dla pt D mamy: dy,(E) =8 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest postaci s;_, + sj., gdzie:

so=0, s1=1, Sgt2=48k41 — Sk

Do innego pytania zwiazanego z p-stopniem motywuje nas lemat Krasnera. Wynika z
niego, ze jezeli p-adyczne wielomiany sa ,blisko”, to ich ciata rozktadu sa réwne. Podobnie
p-stopien krzywej eliptycznej powinien zalezeé¢ tylko od jej redukcji wzgledem dostatecznie
duzej potegi p. Twierdzenie tego typu sprowadzaloby znalezienie zbioru D(p) do obliczenia
p-stopnia dla skonczenie wielu krzywych, a takze pozwalaloby np. na skonstruowanie krzywej
eliptycznej o zadanych wartosciach p-stopnia dla réznych p za pomoca Chinskiego Twierdze-
nia o Resztach. Wykazemy, ze o p-stopniu krzywej decyduje jej redukecja do Z/ pp2+p+1:

Twierdzenie E (wniosek [3.1.4). Jezeli E1, Ey sq krzywymi dobrej redukcji, ktérych redukcje
do Z/pP"P+1 sq izomorficzne, to dy(E1) = dy(Es).

Dla krzywych niskiego stopnia wynik ten mozna znacznie poprawié, zastepujac p? +p+ 1

przez 2 (patrz wniosek [3.1.9)).

Wigkszodé z uzyskanych przez nas wynikéw dotyczy krzywych dobrej redukcji. Krzywe
redukcji multyplikatywnej sa jednak o wiele prostsze do rozpatrzenia ze wzgledu na istnienie
tzw. krzywej Tate’a. Pozwala nam to na jawne obliczenie p-stopnia:

Twierdzenie F (twierdzenia [3.3.2{ oraz |3.3.3). Niech E/Q, bedzie krzywq o redukcji multy-
plikatywnej. Wtedy:

dp(E) = {1, J(E) € Qb,~(E/Qp) € Q;

Twierdzenia [A] oraz [B] sa luzno oparte na pracy [DW08], za$ [D| na pracy [CD14]. Dowdd
twierdzenia[A]r6zni sie jednak od dowodu przedstawionego w pracy David oraz Westona. Roz-
wazania zwiazane z reprezentacja krzywej eliptycznej (patrz [DW08, Lemma 4.4.]) zastapitem
obliczeniami dotyczacymi grupy formalnej (twierdzenie oraz wniosek . Ponadto w
celu obliczenia podniesien grupy p-podzielnej krzywej, klasyfikuje krzywe nad pierscieniami
zupelymi (twierdzenia [2.2.3| oraz [2.2.2). Twierdzenia stanowia moj wkitad wlasny.
Wyniki zwigzane z funkcja p-stopnia opisane sg w Rozdziale 3, podczas gdy Rozdziaty 1 oraz
2 stanowig przygotowanie. Opiszemy w nich miedzy innymi teori¢ krzywych eliptycznych nad
cialami oraz pierscieniami, teorie mnozenia zespolonego, grup formalnych oraz uniformizacje
p-adyczna krzywych o multyplikatywnej redukcji. Praca zawiera réwniez dodatek, podzielony
na trzy czesci: pierwsza z nich opisuje wykorzystane twierdzenia z geometrii algebraicznej,
druga czes¢ zajmuje sie schematami grupowymi, zas trzecia pokrétce opisuje najwazniejsze
twierdzenia teorii cial klas. Na koncu pracy podany zostal spis uzywanych oznaczen.

Pragne serdecznie podziekowaé panu profesorowi doktorowi habilitowanemu Wojciechowi
Gajdzie za caly trud wlozony w opieke nad moim rozwojem naukowym oraz za merytoryczna
pomoc przy pisaniu pracy.







ROZDZIAL 1

PODSTAWY TEORIT KRZYWYCH
ELIPTYCZNYCH

W pierwszym rozdziale pracy oméwimy standardowa teorie krzywych eliptycznych, przed-
stawiona np. w [Sil09] oraz [Sil94]. Rozdzial podzielony jest na trzy czesci. W pierwszej
czedci zajmiemy sie krzywymi eliptycznymi nad dowolnymi ciatami. Do sformutowanych w
niej faktow wrécimy m.in. w rozdziale 2, zajmujac sie krzywymi eliptycznymi w ogdlniejszym
kontekécie. W drugiej czedci zajmiemy sie krzywymi eliptycznymi nad ciatami skonczonej
charakterystyki, za§ w trzeciej krzywymi z mnozeniem zespolonym.

1.1. Krzywe eliptyczne nad dowolnymi ciatami

Dla uproszczenia wzoréw bedziemy zaktadali, ze K jest doskonalym cialem charakterysty-
ki réznej od 2,3. Dowody przedstawionych stwierdzen znalezé mozna w [Sil09, rozdz. 1]
Zacznijmy od nastepujacych definicji:

Definicja 1.1.1. Krzywa eliptyczng nad cialem K nazywamy gladka krzywa rzutowa
genusu 1 wraz z wyréznionym punktem K-wymiernym Og.

Definicja 1.1.2. Krzywa w postaci Weierstrassa o wspoélczynnikach A, B € K nazywa-
my krzywa rzutowa o czesci afinicznej zadanej wzorem:

Eap: y*=2°+Axz+ B. (1.1)

Krzywa zadana réwnaniem (1.1)) jest gtadka wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian z3 +
Ax + B jest rozdzielczy, badz tez réwnowaznie, gdy wyréznik krzywej zadany wzorem:

A(Eap) = —16- (443 + 27B?) (1.2)

jest niezerowy. Okazuje sie, ze kazda gladka krzywa w postaci Weierstrassa wraz z wyrdz-
nionym punktem Oz := [0 : 1 : 0] € P?(K) (tzw. punkt w nieskonczonoéci) jest krzywa
eliptyczng. Na odwrdt, twierdzenie Riemanna—Rocha pozwala pokazaé, ze dowolna krzywa
eliptyczna nad K jest izomorficzna z krzywa w postaci Weierstrassa wraz z wyrdznionym
punktem [0 : 1 : 0]. Posta¢ Weierstrassa krzywej eliptycznej jest wyznaczona jednoznacznie z
dokltadnoscig do podstawienia:

6

(x,y) — (u4 R TARET) dla pewnego u € K™,



dajacego rownanie Weierstrassa E 4/ pr, gdzie:
A =yt A, B =45 B.

W szczegblnosci mamy:
A(EA’,B/) = u12 . A(E/LB),

wiec wyrdznik krzywej staje sie niezmiennikiem izomorfizmu dopiero, gdy traktujemy go jako
element grupy K> /(K*)!2. Bedziemy go oznaczali jako A(E/K).
Najwazniejszym niezmiennikiem izomorfizmu jest jednak tzw. j-niezmiennik definiowany
jako:

(44)°
A(Eap)

7 powyzszych uwag widaé, ze j-niezmiennik krzywej nie zalezy od klasy izomorfizmu oraz
wyboru ciala bazowego K. Okazuje sie, ze jezeli krzywe eliptyczne E/K, Fa/K spelniaja

J(E1) = j(E2) # 0,1728, to sa izomorficzne nad cialem K (, / zg%;g;), gdzie:

Jj(Eap):=—1728- (1.3)

Y(EaB/K) = 5 e K*/(K™) (1.4)

(patrz [Sil94, Lemma V.5.2.]). W szczegdlnosci, krzywe eliptyczne o réwnym j-niezmienniku
sg K-izomorficzne.

Wiasnoscig wyrdzniajaca krzywe eliptyczne spoérdd innych krzywych, jest mozliwosé do-
dawania ich punktéw K-wymiernych za pomoca funkcji K-wymiernych. Dodawanie to latwo
opisa¢ geometrycznie:

P+Q

Rysunek 1.1: Prawo dodawania na krzywej eliptycznej nad R
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e elementem neutralnym jest punkt w nieskonczonosci Og,

e elementem przeciwnym do punktu P = (z,y) € E(K) jest punkt ,symetryczny wg osi
OX”, tzn. — P := (x,—y),

e punkty P,Q, R € E(K) sumuja sie do 0g wtedy i tylko wtedy, gdy leza na jednej prostej
(jezeli np. P = @, to przyjmujemy, ze prosta ta ma by¢ styczna w punkcie P i podobnie
dla P=Q = R).

7, powyzszego opisu mozna w prosty sposdéb uzyskaé¢ konkretne wzory na sume punktéw,
wyrazone przez funkcje wymierne ich wspotrzednych. Okazuje sie, ze zdefiniowane w ten spo-
sob dzialanie jest taczne, przemienne i niezmiennicze ze wzgledu na dziatanie grupy Galois
Gal(K/K). W przypadku, gdy krzywa zadana réwnaniem Weierstrassa jest osobliwa, moz-

na w analogiczny zdefiniowaé strukture grupy na zbiorze punktéw nieosobliwych FE,s(K).
Wyrézniamy nastepujace dwa przypadki (patrz [Sil09, zad. 3.5.)):

e jezeli A = B = 0, to krzywa ma w punkcie (0,0) osobliwo$¢ typu ostrze. Zachodzi
wowezas: Eny(K) = K (jako Gal(K /K)-moduly).

e jezeli A, B # 0, to krzywa ma osobliwosé typu wezel. Jezeli ponadto proste styczne do

~ X

E w punkcie osobliwym maja wsp6tczynniki w K, to E,s(K) = K.

(a) Krzywa Weierstrassa z ostrzem (b) Krzywa Weierstrassa z weztem

K-izogenia pomiedzy krzywymi eliptycznymi Ey /K oraz Es/K nazywamy niestaly mor-
fizm ¢ : Ey — E3 zdefiniowany nad K oraz spelniajacy: ¢(0g,) = 0g,. Dowolna izogenia in-
dukuje epimorfizm grup abelowych F1(K) — F»(K). Stopniem (odpowiednio stopniem roz-
dzielczym/czysto nierozdzielczym) izogenii nazwiemy stopien rozszerzenia cial funkcyjnych
K(FE3)/¢*(K(E1)) (odpowiednio stopien rozdzielczy/czysto nierozdzielczy); jest on oznacza-
ny jako deg ¢ (odpowiednio deg, ¢, deg; ¢). Stopien rozdzielczy jest istotny ze wzgledu na
nastepujaca rownoécé:

#ker (¢ By(K) — Ba(K)) = deg, ¢,

ktéra zachodzi dla dowolnej izogenii ¢ : F, — FEs. Morfizmem mnozenia przez n nazwie-
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my izogenie [n] : E — E zadana wzorem:

P+P+...+P, dlan=>0

[n]P — n razy

—-P—-P—...— P, dlan<0
(—n) razy
Jej jadro oznaczamy przez E[n]. Okazuje sie, ze deg[n] = n?, za$ jezeli char K = 0 lub

char K = p{n to deg,[n] = n? oraz:

En)(K)=Z/nx Z/n

jako grupy abelowe.

Z powyzszych uwag widaé w szczegdlnosci, ze Z zanurza sie w grupe End(E) endomorfizméw
krzywej eliptycznej jako grupy algebraicznej, okreslonych nad K. Grupa End(E) moze by¢
izomorficzna z Z, z ordynkiem w algebrze kwaternionowej (jezeli char K = p, za$ krzywa
jest supersingularna — patrz nastepny rozdzial) lub z ordynkiem w urojonym ciele kwadra-
towym. Krzywe eliptyczne, dla ktérych zachodzi ostatni przypadek nazywamy krzywymi z
mnozeniem zespolonym. Stanowia one gtéwny temat podrozdziatu 1.3.

1.2. Krzywe eliptyczne nad ciatami charakterystyki p

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ krzywymi eliptycznymi nad doskonatym ciatem k charak-
terystyki p, gdzie p jest liczba pierwsza. Nasze rozwazania zaczniemy od zbadania struktury
E[p']. Przypomnijmy, ze deg[p] = p* — dlatego tez E[p‘] jest ptaskim, skoficzonym schema-
tem grupowym nad k rzedu p? (patrz Dodatek B). Okazuje si¢ jednak, ze E[p](k) # (Z/p*)?.
Mozliwe sa dwa przypadki ([Sil09, I11.6.4]):

e dla kazdego i: deg,[p’] = p’ oraz E[p'](k) = Z/p' (krzywa E jest zwyczajna),

e dla kazdego i: deg,[p’] = 1 oraz E[p'](k) = 0 (krzywa E jest supersingularna).

Opiszemy cigg sp6jno-étalny schematu grupowego E[p'] (patrz twierdzenie w pilerwszym
przypadku:

Twierdzenie 1.2.1. Niech k bedzie doskonalym cialem charakterystyki p, zas E/k — zwy-
czajng krzywq eliptyczng. Wiedy:

E[pl] ~ E[pi]o Xk E[pi]et
2 (X ) Xk Z/p(X)
gdzie:
o x: Gal(k/k) — Aut(Z/p") = (Z/p*)* jest ciggtym homomorfizmem,
e Z/p(x) jest schematem étalnym (zdefiniowanym w przykladzie [B.7),
. Hpi(X_l) = (Z/p'(x))V jest dualne w sensie Cartier do odpowiedniego schematu étalnego.

Charakter x jest trywialny wtedy i tylko wtedy, gdy E ma k-wymierny punkt rzedu p'.
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Dowdd. Przypomnijmy, ze nad cialem doskonalym ciag spéjno-étalny z twierdzenia [B.9| roz-
szczepia sie. Ze zwyczajnosci krzywej E oraz stwierdzenia mamy:

Z/pv' = E[p'](k) = E[p'° (k) x E[p'](k) = E[p']" (k).
Z lematu stwierdzamy wiec, ze E[p'] = Z/p'(x) dla pewnego charakteru

x : Gal(k/k) — Aut(Z/p").

Zauwazmy jednak, ze F[p'] jest samodualne w sensie Cartier (patrz twierdzenie [2.1.5)). Ko-
rzystajac z samodualnosci Efp'] stwierdzamy, ze p,i(x~") := (Z/p'(x))¥ musi by¢ réwniez
podgrupa E[p']. Zauwazmy, ze i, (x ') jest spdjne, jako ze:

1ot (X (R) = g (X )5(R) = g (R) = {1}
Stad: /Lpi(X_l) C E[p']°, za$ poréwnujac rangi dostajemy réwnosc.

W celu wykazania drugiej czeci twierdzenia zauwazmy, ze:
E[p')(k) = Z/p'(X)(k) = {j € Z/p" : Voeq, x(0)-j=j}

—widaé wigc, ze E[p'](k) zawiera punkt rzedu p’ wtedy i tylko wtedy, gdy x jest trywialny. [

Przejdziemy teraz do zliczania punktéw wymiernych nad ciatem k := F,, gdzie ¢ = p"

jest potega liczby pierwszej. Gléwnym narzedziem bedzie tzw. ¢g-ty morfizm Frobeniusa,
zdefiniowany jako:
Fq:E_)E’ Fq(x’y):(xquq)'

Jest on czysto nierozdzielcza izogenig stopnia ¢. Jak tatwo zauwazyé, punkt P € E(F,) jest
Fg-wymierny wtedy i tylko wtedy, gdy Fy,(P) = P. Izogenia id— F, okazuje sie by¢ rozdzielcza,
mamy wiec:

#E(F,) = deg(id — F,).

Nieréwnos¢é Cauchy’ego-Schwarza zastosowana do formy dwuliniowe;j:

(@1, P2) := deg(p1 + ¢2) — deg ¢1 — deg p2

pozwala na udowodnienie tzw. nieréwnosci Hassego, ktéra jest odpowiednikiem hipotezy Rie-
manna dla E:

g+ 1 - #E(F,)| <2vq.
Rozwazajac dziatanie End(E) na f-adyczym module Tate’a Ty(E) := lim E(k)[("] = (Z)?
(gdzie £ # p jest liczba pierwsza) mozemy utozsamiaé¢ dowolny endomorfizm z macierza
o wspélczynnikach w Zy. Okazuje sie, ze wyznacznik takiej macierzy jest réwny stopniowi
odpowiadajacego endomorfizmu. Slad tej macierzy jest za$ liczba catkowita, niezalezaca od

wyboru £. Slad morfizmu Frobeniusa F, bedziemy oznaczali przez aq(FE). Podstawiajac = 1
w wielomianie charakterystycznym morfizmu Frobeniusa dostajemy:

#E(Fq) = deg(l — Fy) = det(I — Fy) =
:12—aq(E)-1+q:
=q+1—ay(E).
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Ponadto, jezeli ay,as € C sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego odwzorowania
Frobeniusa, to:

agi(E) = of +af

(wartoéci wlasne macierzy podniesionej do d-tej potegi sa d-tymi potegami odpowiednich
warto$ci wlasnych), wiec:

#E(Fua) = det(I — Fpa) = 17 — aa(E) - 1+ ¢*
=q¢l+1—(af +ad).
To spostrzezenie pozwala na udowodnienie nastepujacego stwierdzenia dotyczacego p-torsji:
Stwierdzenie 1.2.2. Jezeli E/F), jest krzywq eliptyczng, to:
E(F,a)[p] #0  wtedy i tylko wtedy, gdy ap(E)* =1 (mod p).
Dowadd. 7 powyzszych uwag mamy:
#E(Fya) = p'+1-(af +af)

gdzie oy, g € C sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego 2

réwnosé a? = a,(E) - oy + p przez of 2 dostajemy dla d > 2:

— ap(E)x + p. Mnozac

a(E) = of +af=ay(E) - (af " +af ) +p-(af 405 ?)
= ap(E) : apd—1(E) +p- Apd—2 (E)
= ap(E) ap-1(E) (mod p),

wigc iterujac rozumowanie dostajemy: a,q(FE) = ap(E)¢ (mod p). Stad:

EF,)p) #0 & pl#EF.) =p"+1 - a,(E)
& plap(B)! 1.

O]

Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegélnodci, ze krzywa E/F, jest supersingularna
wtedy i tylko wtedy, gdy pla,(E). Z nieréwnoséci Hassego dla p > 5 jest to réwnowazne z
warunkiem a,(E) = 0. Innego kryterium na supersingularno$é¢ dostarcza nastepujace twier-
dzenie sformutowane i udowodnione w pracy [Deudl]:

Twierdzenie 1.2.3 (kryterium Deuringa). Krzywa E/F, jest supersingularna wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje kwadratowy ordynek R, w ktorym p rozgalezia sie lub pozostaje pierwsza
oraz ktory mozna zanurzyé w End(E) tak, aby:

R=FEnd(EF)N(R® Q)

Na koniec tego podrozdzialu zajmiemy sie zliczaniem krzywych E/F, o zadanym Sladzie.
Potrzebujemy w tym celu nastepujacej definicji:

Definicja 1.2.4. Niech R bedzie ordynkiem w urojonym ciele kwadratowym K.
Przez grupe klas ordynka bedziemy rozumieli I(R)/P(R), gdzie I(R) jest grupa odwra-
calnych idealéw ulamkowych R, za§ P(R) oznacza grupe gléwnych odwracalnych idealéw
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ulamkowych. Rzad grupy klas nazywamy liczba klas ordynka i oznaczamy przez h(R).
Liczba klas Hurwitza ordynka R nazywamy:

HR)= )

RCR'CRgk

1

h(R
‘R’X| ( )’

gdzie Ry jest pierscieniem liczb catkowitych w ciele K. Jezeli R jest ordynkiem o wyrézniku
D w urojonym ciele kwadratowym, to jego liczbe klas Kroneckera oznaczamy zwyczajowo
przez H(D).

Stwierdzenie 1.2.5. Dla |a| < 2,/p: |H(a? — 4p)| < /plog?(p)

Dowdd. Oszacowanie to wynika z zastosowania analitycznej formuly Dirichleta ([Dav00l §6])
oraz trywialnego oszacowania L(1, xp) < log D, uzyskanego przez sumowanie cze$ciowe. [

Twierdzenie 1.2.6 (wzér Deuringa, [Cox89, Theorem 14.18]). Niech p > 3 bedzie liczbg
pierwszq, zas v — liczbg naturalng spetniajgcg |r| < 2,/p. Wtedy:
p—1

#{(a, b) c Fp X Fp : A(Ea,b) 7é 0, ap(Ea,b) — 7-} — ?H(TQ B 4]3)

1.3. Krzywe eliptyczne z mnozeniem zespolonym

Kazda krzywa eliptyczna nad C jest powierzchnig Riemanna genusu 1, czyli zespolonym toru-
sem. Jako zespolona rozmaitoé¢ Lie jest zatem izomorficzna z ilorazem ptaszczyzny zespolonej
przez odpowiednio dobrana krate A. Wzory jawne na izomorfizm f : C/A — E(C) zostaly
podane juz przez Weierstassa i wyrazaja sie przez tzw. funkcje eliptyczne Weierstassa (patrz
[Si109), rozdz. VI]). Z punktu widzenia teorii liczb opis ten jest jednak zazwyczaj bezuzytecz-
ny, jako ze nie uwzglednia wtasnosci arytmetycznych krzywej, czyli dziatania grupy Galois
na punktach wymiernych krzywej.

W przypadku krzywej eliptycznej z mnozeniem zespolonym przez pierscien R okazuje sie,
ze zwigzana z nig krata A jest ideatem utamkowym w ciele K := R® Q, wyznaczonym jedno-
znacznie z doktadnoscia do klasy w grupie klas. Dzialanie grupy Galois na punktach torusa
C/A mozna wtedy opisaé jawnie za pomoca Grossencharakteru stowarzyszonego z krzywa,
symbolu Artina oraz grupy ideli (patrz Dodatek C). Aby uprosci¢ sformulowanie gléwne-
go twierdzenia o mnozeniu zespolonym, bedziemy rozpatrywali tylko krzywe z mnozeniem
zespolonym przez maksymalny ordynek. Bedziemy stosowali nastepujace oznaczenia:

e K bedzie urojonym ciatem kwadratowym z pierscieniem liczb catkowitych Rp,

e F bedzie krzywa eliptyczna nad cialem L := K(j(E)) o pierScieniu endomorfizméw
izomorficznym z Ry . Przez Ry oznaczymy pierécien liczb catkowitych w L,

e [|: Rk — End(FE) bedzie izomorfizmem spelniajacym:
[o]*w = aw dla kazdego a € Rk

dla niezmienniczej formy rézniczkowej w = dz/y na E. Istnienie i jedyno$¢ tego izo-
morfizmu wynika z [Sil94, Proposition II.1.1],

e dla ideatu b 4 Rg oznaczamy:

E[b] :=={P € E(K) : [|P =0 dla kazdego b € b}
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Przypomnijmy pokrétce najwazniejsze fakty dotyczace krzywych z mnozeniem zespolonym,
do ktorych nie bedziemy sie bezposrednio odwotywac:

(1) E[b] jest wolnym Ry /b-modulem rangi 1 ([Sil94, Proposition II.1.4. (b)]),
(2
( _
(

) wszystkie endomorfizmy krzywej E sa okreslone nad ciatem L ([Sil94, Thm II.2.2 (b)]),
3) L(E(K)tors)/L jest rozszerzeniem abelowym ([Sil94, Thm II.2.3]),
)

4) K(j(E)) jest cialem Hilberta dla K (patrz [Sil94) Thm I1.4.1.]), w szczegdélnosci K (j(E))

K wtedy i tylko wtedy, gdy Rx ma wlasno$¢ jednoznacznosci rozktadu,

(5) istnieje 13 klas izomorfizmu krzywych z mnozeniem zespolonym o wspdlczynnikach
wymiernych (patrz [Sil94, A.§3]). Krzywe te odpowiadaja pierscieniom postaci Z[fwp],
gdzie:

oraz

B V=D, D#1 (mod 4)

PEL 252 D=1 (mod 4)

(=D, f)=(3,1),(3,2),(3,3),(1,1),(1,2),(7,1),(7,2),
(2,1), (11,1), (19, 1), (43, 1), (67, 1), (163, 1).

7 poprzedniej uwagi wynika, ze wszystkie podane pierécienie maja wlasno$é¢ jednoznacz-
nosci rozkladu. (patrz [Sil94, Theorem I1.4.1.]).

Aby sformutowaé gltéwne twierdzenie o mnozeniu zespolonym, potrzebujemy zdefiniowaé
mnozenie elementow ciala przez idele. Podstawowe definicje i oznaczenia zwiazane z idelami
znalez¢ mozna w Dodatku C. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego torsyjnego Rg-modutu
M istnieje izomorfizm:

S @PMp>] =M, (zp)y— Y mp,
p p

gdzie suma brana jest po wszystkich ideatach pierwszych p pierscienia Ry, za$
M[p*] :={m € M : p°m = 0 dla pewnego e > 0}.

Jest to tzw. twierdzenie o rozkladzie p-prymarnym — patrz np. [Sil94, Lemma II1.8.1.(a)].
Rozwazmy modul M := Rk /a, gdzie a jest idealem ulamkowym ciala K. Jak latwo zauwa-
zy¢ (patrz [Sil94, Lemma I1.8.1.(b)]), naturalne zanurzenie K — K, indukuje izomorfizm
K/a[p>] = K,/a, — rozklad p-prymarny modutu K/a przyjmuje wiec postac:

K/a= @Kp/ap
p

Spostrzezenie to pozwala nam na zdefiowanie mnozenia przez idel x € I elementéw
kraty K/a, jako odwzorowania K/a — K/xa (przez za rozumiemy iloczyn idealéw (z)a),
ktére po obcigciu do sktadowej p-prymarnej jest mnozeniem przez xp. Innymi stowy, jest ono
zdefiniowane przez nastepujacy diagram:

K/a K/za
l 2

D, Ky/ap ——— DB, Kp/zp0y

(tp)p ¥ (zptp)y-
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Twierdzenie 1.3.1 (gléwne twierdzenie o mnozeniu zespolonym, [Sil94, Theorem I1.9.1]).
Niech E/L bedzie krzywq eliptyczng z mnozZeniem zespolonym przez Ry i zaldimy, ze K C
L. Niech x € 1y, bedzie idelem, zas s = Npgx € Ik oznacza jego norme. Wiedy istnieje
doktadnie jeden element a = ag/r(z) € K* o nastgpujacych wilasnosciach:

(] aRK = (8),

e dla dowolnego idealu utamkowego a C K oraz dowolnego analitycznego izomorfizmu
f:C/a— E(C) nastepujgcy diagram jest przemienny:

cas™L

K/a K/a

/ i
) b
E(L*) ——— E(L*)

Funkcje Y, : Iy — C* zdefiniowana wzorem:

V() == ap/() Npjk@ e

nazywamy Grossencharakterem zwiazanym z krzywa E/K. Jest to ciagly homomorfizm
spelniajacy warunek W(:(L*)) = 1, gdzie ¢ : L* — [ jest naturalnym zanurzeniem. Pelni
on wazng role miedzy innymi przy przedtuzaniu L-funkcji zwiazanej z krzywa z mnozeniem
zespolonym (patrz [Deudl]). Zauwazmy najpierw, ze jest on nierozgaleziony w miejscach
dobrej redukcji krzywej:

Stwierdzenie 1.3.2 ([Sil94, Theorem 11.9.2]). Niech (3 bedzie idealem pierwszym w Ry, takim,
ze E ma dobrg redukcje na 3. Zaldimy, ze x € Lﬁ(Rg) — wtedy:

Vg/p(r) =ag/;(r) =1
Dowdd. Zatézmy, ze (§ lezy nad idealem pierwszym p ciala K. Zauwazmy, ze:

s = Np/k(z) € ip((RK)yp),

tak wiec mnozenie elementu kraty przez idel s~! zmienia tylko wspélrzedna p-prymarng;

mamy wiec: o]
() sl )=o)

7, drugiej strony odwzorowanie Artina odwzorowuje RE na grupe inercji Igb, dziatajaca try-
wialnie na E[m] dla dowolnego 1 m (kryterium Nérona-Ogga-Shafarevicha — patrz [Sil09,
Theorem VIL.7.1.]). Dostajemy zatem:

O

i poréwnujac obie réwnosci dostajemy a(x) = 1. O

W szczegblnych przypadkach mozna w prosty sposéb wyznaczyé¢ wartosci a(x) na calej
grupie tg(K 5) Do sformutowania wzoréow bedziemy potrzebowali tak zwanego symbolu
reszt potegowych, zdefiniowanego np. w [IR90, Chapter 14 §2]. Niech m > 2 bedzie liczba
naturalna, zas P { m — idealem pierwszym o normie N P w pierscieniu liczb cyklotomicznych
Z[Cm]. Dla dowolnego a € Z[(y,] definiujemy symbol ()., jak nastepuje:
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e dlaacP: (5)m=0,

o dla a € P, (%)m okredlamy jako jedyny pierwiastek z jednoéci stopnia m spelniajacy
kongruencje:

NP=D/m = <g>m (mod P).

Dla uproszenia notacji bedziemy oznaczali (%), := ($)m W przypadku, gdy P = (7) jest

ideatem gtéwnym. Notacji tej bedziemy stosowali w przypadkach m=4 oraz m=6. Wowczas

Z[(m)] jest odpowiednio pierécieniem Gaussa Z[i] lub pierscieniem liczb calkowitych Eisten-

—1+¢j3)
2

steina Z[w] (gdzie w = . Bedziemy nazywali element 7 € Z[(,,] prymarnym, jezeli:

e dlam = 4: 7 =1 (mod 2 + 2i). Zapisujac 7 = s + ti latwo stwierdzié, ze jest to
réwnowazne z warunkami:

{4

e dlam =6: 7 =2 (mod 3). Zapisujac m = s+tw tatwo stwierdzié, ze jest to rbwnowazne
z warunkami:
S
t

Latwo zauwazy¢, ze dowolny ideal pierwszy p <Z[(,,] stopnia 1 mozna jednoznacznie zapisaé
w postaci p = (), gdzie 7 jest elementem prymarnym.

3 (mod 4)
2 (mod 4)

(mod 4) {S (1.5)

1
0 (mod 4) t

(mod 3)

2
0 (mod 3)

(1.6)

Stwierdzenie 1.3.3.

(a) Niech E : y*> = 23 — Dx dla D € Z, D # 0. Wowczas dla dowolnego ideatu pierwszego
p = (7) (gdzie 7 jest elementem prymarnym) w Ry, spelniajgcego p 16D mamy:

a((m)) = (D>47r.

™

(b) Niech E : y?> = 23+ D dla D € Z, D # 0. Wéwczas dla dowolnego ideatu pierwszego
p = (7) (gdzie 7 jest elementem prymarnym) w Ry, spelniajgcego p 12D mamy:

a(ip(m)) = — <4D>67r.

s

Dowdd. Dowéd mozna znalezé w [Sil94] zadanie 2.34 oraz przyklad I1.10.6]. O
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ROZDZIAYL 2

KRZYWE ELIPTYCZNE NAD
PIERSCIENIAMI

W tej czesci pracy zajmiemy sie ugdlnianiem teorii krzywych eliptycznych, przedstawionej w
pierwszym rozdziale. Skupimy si¢ przede wszystkim na krzywych nad pierscieniami zupet-
nymi. W pierwszym podrozdziale pokrotce przedstawimy teorie krzywych eliptycznych nad
dowolnym schematem bazowym na podstawie artykutu [KM85]. W dalszych podrozdziatach
zajmiemy sie klasyfikacja krzywych eliptycznych nad pierécieniami zupelnymi i badaniem od-
wzorowania redukcji. Przedstawione wyniki stanowia uogélnienie twierdzen przedstawionych
w [DWOS§| i zostana wykorzystane w kolejnym rozdziale, na przyklad w dowodzie twierdze-

nia B.1.5]

2.1. Krzywe eliptyczne nad dowolnymi schematami

Celem tego podrozdziatu jest uogdlnienie definicji krzywej eliptycznej w taki sposob, aby roz-
wazy¢ dowolny schemat bazowy S. Dla uproszczenia notacji bedziemy zazwyczaj przyjmowali,
ze 6 € Og(5)*.

Definicja 2.1.1. S-schemat E o wilasciwym i gladkim morfizmie strukturalnym = : £ — S
oraz cieciem O € F(S) nazywamy krzywa eliptyczna nad S, jezeli dla dowolnego y € S
wiokno E, := 771 (y) jest geometrycznie spéjna krzywa genusu 1 nad cialem residualnym
K(Y).

Zauwazmy przy tym, ze w przypadku, gdy S = Spec(K) pochodzi od ciala, otrzymujemy
krzywa eliptyczna w sensie rozwazanym w poprzednim rozdziale. Okazuje sie, ze w ogdlniej-
szym przypadku krzywa zadana réwnaniem Weierstrassa jest réwniez krzywa eliptyczna, o
ile tylko jest nieosobliwa:

Przyktad 2.1.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem przemiennym, spelniajgcym wa-
runek 6 € R*. Krzywq w postaci Weierstrassa E5 p nad Spec(R) nazywamy schemat
postaci:

Proj(R[z, y, 2]/ (f(x,y,2))) (2.1)
gdzie f(z,y,2) = y?z — 2% — Az2? — B2 oraz A, B € R.
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Okazuje sie, ze schemat E4 p jest gladki nad R wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik A(E4 g)
(zadany wzorem (|1.2))) jest odwracalny w R, oraz ze jest wéwczas krzywa eliptyczna nad
Spec(R). Przyklad ten jest kluczowy ze wzgledu na nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.3. Zalozmy, ze 6 € Og(S)*. Niech E bedzie krzywq eliptyczng nad S.
Witedy istnieje otwarte pokrycie afiniczne schematu S takie, Ze E jest lokalnie izomorficzne z
krzywymi w postaci Weierstrassa.

Szkic dowodu na podstawie [Hid13, podrozdz. 6.2.1] oraz [KM83, rozdz. 2.2]:

Z obliczefi kohomologicznych wynika, ze £ := m.(2g/s) jest odwracalnym snopem (patrz
[KMS5| str. 67]). Zastepujac S przez dostatecznie maly zbiér otwarty afiniczny Spec(R),
mozemy zaltozy¢, ze L jest snopem wolnym. Wykazemy, ze dla dowolnego wyboru bazy w
snopa L istnieje jedyne rownanie Weierstrassa.

Wybieramy formalny lokalny parametr T' w Og taki, ze:

w=(14...)dT.

Z [Hid13, Lemma 6.13] wynika, ze rank £(m[0g]) = m dla m > 0. Korzystajac z twierdze-
nia stwierdzamy wiec, ze istniejg morfizmy x,y : £ — ]P’}g (jednoznacznie wyznaczone
przez w), takie ze:

L£(2[0g]) = R® Rz,  L(3[0g]) = R® Rz & Ry

oraz:

Ponadto elementy:
17 Z, ya 132, xya xsv y2 € £(6[OE])

musza by¢ liniowo zalezne, co pozwala na uzyskanie rownania postaci:
y2 + a1y + azy = z3 + a2$2 + a4 + ag.
Jednoznacznie okreslone podstawienia liniowe pozwalaja na uzyskanie rownania postaci:
y? =23+ Az + B.
Dla krzywej okreslonej takim réwnaniem odzyskujemy forme rézniczkowa w jako dx/y. O

Whiosek 2.1.4. Niech R bedzie pierscieniem lokalnym spetniajgcym 6 € R*. Kazda krzywa
eliptyczna nad R jest izomorficzna z pewng krzywg Weierstrassa. Dowolne dwa réwnania
Weierstrassa odpowiadajgce jednej krzywej sqg powigzane zamiang zmiennych:

T =u? 29, y1=u-ys, gdzieu e R*.
Dowdd. Zauwazmy, ze Spec(R) zawiera dokladnie jeden punkt domkniety, wiec dla dowolnego
pokrycia otwartego

Spec(R) = U Ui

musi istnie¢ indeks i taki, ze Spec(R) = U;. Stad oraz z powyzszego twierdzenia, dowolna
krzywa eliptyczna nad R jest zadana réwnaniem Weierstrassa.

W celu wykazania jednoznacznosci zauwazmy, ze dowolne dwie niezerowe formy rézniczkowe
w1, ws generujace snop m.(Qp /Spec(R)) TOZNia si¢ o stala: w1 = uws, gdzie u € R*. Przesle-
dzenie poprzedniego dowodu pokazuje, ze morfizmy (x1,y1), (x2, y2) wyznaczone przez wi, ws
musza spelnia¢ warunki tezy. d
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Z wniosku [2.1.4] wynika w szczegdlnosci, ze j-niezmiennik krzywej okreslonej nad pier-
Scieniem lokalnym jest dobrze okreslonym niezmiennikiem izomorfizmu, nie zmieniajacym sie
rowniez przy zmianie bazy. Warto rowniez zauwazy¢, ze jezeli E jest krzywa eliptyczna za-
dang rownaniem nad pierscieniem lokalnym R, to zbiér punktéw R-wymiernych na E
mozna utozsamiaé ze zbiorem:

{[z:y:2] €P*R): f(z,y,2) =0} (2.2)

Wynika to bezposrednio z twierdzenia [A.4]

Okazuje sie, ze krzywa eliptyczna nad dowolnym schematem S ma jednoznacznie wyzna-
czong strukture schematu grupowego. Dla dowolnego T-schematu X o morfizmie struktural-
nym f: X — T wprowadzamy oznaczenie:

Pic®) (X/T) := {ﬁ : L jest snopem odwracalnym na X oraz Vier degL; = O}/ ~

gdzie:
e [; oznacza snop L obciety do domknietego podschematu Xy,
e deg L; oznacza stopien snopa odwracalnego L;, zdefiniowany jak w [Har77, Ex. 11.6.12],
o L1 ~ Lo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny snop Ly na T taki, ze

L1 =L@ f*(Lo).

Zbiér Pic\9)(X/T) wraz z iloczynem tensorowym jest grupa abelowa.
Niech Er := E xgT. Okazuje sig, ze dla dowolnego S-schematu T odwzorowanie:

E(T) = Ep(T) — Pic®(E;/T)
P — [I"Y(P)®I(0p,)]

(gdzie I(P) jest snopem Op,-idealéw odpowiadajacym punktowi P, traktowanemu jako efek-
tywny dywizor Cartier stopnia 1) jest bijekcja. Szczegdly tego rozumowania przedstawione sa
w [KMS85, Theorem 2.1.2]. Pozwala to na okreslenie w funktorialny sposéb struktury grupy
abelowej na E(T'), co zadaje strukture schematu grupowego na E (patrz Dodatek B).

Zajmiemy sie teraz m-torsjg krzywej eliptycznej i sprébujemy uogdlnié¢ otrzymane wcze-
$niej wyniki. W tym celu rozwazmy najpierw tzw. uniwersalng krzywa Weierstrassa C,
czyli krzywa Weierstrassa E4 g nad pierScieniem A := Z[A, B, é, m]. Ma ona nastepujaca
wlasnos¢é uniwersalnosci: jezeli E jest krzywa eliptyczna zadang rownaniem Weierstrassa nad
dowolnym schematem afinicznym S = Spec(R) oraz 6 € R*, to istnieje dokladnie jedna para
morfizméw E — C oraz S — Spec(A) (morfizmy te powstaja przez zastapienie zmiennych

A, B odpowiednimi wspolczynnikami krzywej) taka, ze diagram:

E PZ S
| ! |
C P Spec(A)

jest przemienny.
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Twierdzenie 2.1.5. Niech S bedzie lokalnie noetherowskim schematem, spelniajgcym 6 €
O5(8)*. Wtedy E[n] jest skoticzonym i plaskim schematem grupowym rangi n?, ktéry jest
samodualny w sensie Cartier.

Szkic dowodu na podstawie [KM85, Theorem 2.3.1]. Wybierajac pokrycie afiniczne, mozemy
bez straty ogdlnoéci zastapi¢ S przez schemat afiniczny. 7Z wtasnosci uniwersalnosci moze-
my zalozyé, ze E jest uniwersalna krzywa eliptyczna. Wtedy S = SpecZ[A, B, %, %] jest
regularnym schematem, wiec E jest rowniez regularny jako gladki schemat nad schematem

regularnym. Zauwazmy, ze:

e [n] jest plaski, bo kazdy skonczony morfizm miedzy regularnymi schematami tego sa-
mego wymiaru jest ptaski ([KMS85L str. 507]),

e [n] jest wlasciwy, bo morfizm E — S jest wlasciwy, wiec kazdy endomorfizm E musi
by¢ réwniez wlasciwy ([Stal6, Tag 01W6]),

e [n| ma skonczone wlékna. Wynika to z teorii krzywych eliptycznych nad cialami, jako
ze wiékno F[n] nad punktem s € S jest n-torsja odpowiedniej krzywej eliptycznej nad
cialem k(s),

e [n] jest skonczony. Z Gléwnego Twierdzenia Zariskiego w wersji Grothendiecka ([Stal6),
Tag 02LS]) wynika, ze morfizm jest skonczony wtw. gdy jest wlasciwy i ma skonczone
wldkna.

Dla obliczenia rangi schematu grupowego E[n] wystarczy zauwazyé, ze z teorii krzywych
eliptycznych nad C, wlékna punktéw C-wymiernych maja n? elementéw. Wykazanie samodu-
alnosci grupy F[n] sprowadza sie do podania konstrukeji iloczynu Weila, ktéra mozna znalezé
w [KM85], rozdz. 2.8]. O

2.2. Niezmienniki krzywych nad pierscieniami zupelnymi

W tym podrozdziale oraz nastepnych przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
e R — zupelny pierscien dyskretnej waluacji v o ideale maksymalnym m = (),
o K — cialo utamkow dla R,
e k:= R/m — cialo reszt. Zakladamy, ze char k = p # 2,3 oraz ze k jest doskonale,
e Rj:=R/m/ oraz m; :=m/m/ < R; dla j = 1,2,.... Przyjmujemy réwniez: m> = (0),
e E/R; — krzywa eliptyczna nad R;.

Zauwazmy, ze jezeli i < j, to mozemy okredli¢ redukcje krzywej E//R; do R; jako E X g, R;.
Bedziemy jg zazwycza] oznaczali przez Eg,.

Okazuje sig, ze krzywe eliptyczne nad R; sg zasadniczo wyznaczone przez swoj j-niezmiennik
oraz klase izomorfizmu redukcji do k. Problem stwarzaja krzywe spelniajace: j(Ey) € {0, 1728}.
Dla takich krzywych redukcja Ej przechowuje zbyt mata iloéé¢ informacji o wyjsciowej krzy-
wej. W tym celu potrzebujemy nastepujacej niestandardowej definicji:

Definicja 2.2.1. Krzywa eliptyczna E4 p/R;j jest typu (m,n), jezeli
A=71"-a, B=n"- daaf€R;

oraz jest typu (00,0) (odpowiednio (0,00)), jezeli A =0 (odpowiednio B = 0).

22



Z wniosku[2.1.4 wynika, ze typ krzywej eliptycznej nie zalezy od klasy izomorfizmu. Zauwazmy
przy tym, ze:

e krzywa E/R; jest typu (m,0) dla 1 < m < oo wtedy i tylko wtedy, gdy j(Ex) = 0,
e krzywa E/R; jest typu (0,n) dla 1 <n < oo wtedy i tylko wtedy, gdy j(Ex) = 1728,
e w pozostatych przypadkach krzywa E/R; ma typ (0,0).

Zgodnie z tym, co zapowiadaliSmy, krzywe typu (0,0) sa wyznaczone przez redukcje oraz
j-niezmiennik:

Twierdzenie 2.2.2. Klasa izomorfizmu krzywej eliptycznej E/R; typu (0,0) jest wyznaczona
jednoznacznie przez swojq redukcje Ey, oraz j-niezmiennik j(E) € R;.

Dowdd. Zalézmy, ze krzywe E4 p/Rj oraz Eqp/R; spetniaja:
Eap XRr; k= Eqp Xg; k
J(EaB) =7(Eaup)
oraz A,B,a,b € ij. Wtedy z 1) istnieje u € k™ takie, ze

A=u*-a (modm;), B=u’-b (modm;).

Z (2.4) dostajemy zas:

A% 02 =a® . B2 (2.5)

Zauwazmy, ze z lematu Hensela réwnania:

majg w I?; jedyne rozwigzania podnoszgce u. Nazwijmy je odpowiednio uy oraz ug. Z drugiej
strony z rownodci (2.5) wynika, ze zaréwno ug, jak i ug spelniaja réwnanie:

0:‘,1:12_(14‘0171)3 :(E12— (B'b71)27

ktére z lematu Hensela ma jednoznaczne rozwiazanie podnoszace u. Stad u; = ug oraz od-
wzorowanie (z,y) +— (u? -2, u$ - y/) jest izomorfizmem. O

Krzywe E/R; pozostalych typéw wymagaja osobnego rozpatrzenia. Niech E4 p/R; bedzie
krzywa typu (m,0) dla 1 < m < oo oraz A = 7" - a. Zdefiniujmy:

2 )
jl(EA,B) = g (mod mg m) S Rj_m.

Zauwazmy, ze « jest wyznaczone jednoznacznie modulo mg_m. Podobnie jak poprzednio
J1(Ea,p) nie zalezy od klasy izomorfizmu krzywej, a jedynie od wyboru uniformizatora .
Analogicznie dla krzywej typu (0,n) dla 1 < n < oo oraz B = 7" - # definiujemy:

3

B

1(Eap) = (mod m/ ™) € Rj_n.

23



Twierdzenie 2.2.3.

(a) Klasa izomorfizmu krzywej E/R; typu (00, 0) lub (0,00) jest wyznaczona jednoznacznie
przez klase izomorfizmu jej redukcji Ey,.

(b) Zalozimy, ze 3|(p—1). Wtedy klasa izomorfizmu krzywej typu (m,0) (gdzie 1 < m < 00)
jest wyznaczona jednoznacznie przez klase izomorfizmu Ey, oraz przez ji(E) € Rj_p.

(¢) Zalézimy, ze 4|(p — 1). Wtedy klasa izomorfizmu krzywej typu (0,n) (gdzie 1 <n < o)
jest wyznaczona jednoznacznie przez klase izomorfizmu Ey, oraz przez ji(E) € Rj_,.

Dowod.

(a) Zaldézmy, ze:
EO,B XRj k= EO,b XRj k.

Wtedy istnieje v € kX takie, ze B = b-u% (mod m;). Korzystajac z lematu Hensela,
mozemy podniesé u € k™ douy € R;( spelniajacego réwnanie: 25— B-b~! = 0, otrzymu-
jac w ten sposéb izomorfizm Ey g = FEy . Dla krzywych typu (0, 00) przeprowadzamy
analogiczne rozumowanie.

(b) Z zalozenia 3|(p—1) wynika, ze ug C k*. Niech ¢ bedzie pierwiastkiem trzeciego stopnia
z jednosci podniesionym za pomoca lematu Hensela do ij. Zatézmy, ze A = 1™ - «,
a=m7""- oraz:

Eap Xg, k= Eqp Xg, k, J1(Ea,B) = j1(Eep).

Wtedy istnieje u € k* takie, ze B = b-u® (mod m;); za pomoca lematu Hensela mozemy
podnie$é¢ u do u; € ij speliajacego: B = b - u§. Dostajemy wtedy:

o® b =+3-B? (mod mj:*m),

co pociaga, ze:
3.3 ,12 j—m
a’=9"-u;”  (mod mj ™).

3

Korzystajac z lematu Hensela dla réwnania 23 — o stwierdzamy, ze:

w= ¢yt (mod g ™) i pevnego £ € {0.1,2)

Mnozac powyzsza kongruencje przez m™ oraz zastepujac ui przez ¢! - uj dostajemy
réwnosci:
A=a-uf, B=b-uS.

(¢) Dowdd jest analogiczny do dowodu (b).
O

Uwaga 2.2.4. Zauwazimy, ze Z[w] C End(Eqyy/k), wiec z twierdzenia[1.2.3 wynika, ze krzywa
Eyp/k jest zwyczajna wtedy i tylko wtedy, gdy p rozklada sie catkowicie w Z[w], czyli gdy 3|(p—
1). Analogicznie krzywa Eq0/k jest zwyczajna wtedy © tylko wtedy, gdy 4|(p—1). Udowodnione
przez nas twierdzenia [2.2.9 oraz [2.2-3 zostang wykorzystane w dowodzie twierdzenia [2.2.77,
ktore dotyczy wylgcznie podniesiens krzywych zwyczajnych. Dlatego rezygnujemy z omowienia
pozostalych przypadkow.
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Z twierdzenia wynika, ze E[p™] := (E[p"]), jest grupa p-podzielna wysokosci 2
(patrz Dodatek B). Przypomnijmy, ze dla j < oo podniesienia krzywej eliptycznej nad Spec(k)
do Spec(R;) sa wyznaczone jednoznacznie przez podniesienia jej grupy p-podzielnej.

Twierdzenie 2.2.5 (wniosek z twierdzenia Serre’a-Tate’a [B.15)).
Niech R bedzie lokalnym piericieniem Artina o ideale maksymalnym m oraz zaldimy, Ze

k:= R/m jest cialem charakterystyki p. Rozwazmy kategorie D, ktdrej elementami sq trdjki
(E,G,®), gdzie:

o I jest krzywq eliptyczng nad k,
o (G jest p-podzielng grupg nad R,
e & : E[p>®] — Gy, jest izomorfizmem,

z naturalnie zadanymi morfizmami. Wtedy funktor € — (&, E[p™], @) jest réwnowaznosciq
kategorii krzywych eliptycznych nad R oraz kategorii D.

Niech E/k bedzie zwyczajna krzywa eliptyczna. Zauwazmy, ze z lematu wynika,
ze étalna grupa p-podzielna E[p™]¢ ma jednoznaczne podniesienie étalne G do R. Niech
GY .= (G")Y bedzie grupa dualng w sensie Cartier. Wtedy z twierdzenia wynika, ze
istnieje doktadnie jedno podniesienie E/R krzywej F/k spelniajace warunek:

E[p™] = G x G°.

Krzywa E/R o tej wlasnosci nazywaé¢ bedziemy kanonicznym podniesieniem krzywej
E/k. Kanoniczne podniesienie zachowuje cze$¢ wlasnosci wyjsciowej krzywej. W szczegdlnosci
jezeli E1/R,Ey/R sa kanonicznymi podniesieniami krzywych Ej/k, Eo/k, to odwzorowanie
redukcji:

HOHIR(El, Eg) ; Homk(El, EQ) (26)

jest izomorfizmem. Istotnie, zauwazmy, ze z twierdzenia [2.2.5] wynika, ze dowolny morfizm
f € Homy(E1, E2) jest wyznaczony jednoznacznie przez morfizmy

fet . El[poo]et N EQ[pOO}et, f() . El[poo]o N E2[poo}0.

Z lematu[A3]| oraz z dualnosci Cartier wynika, ze morfizmy te podnosza sie jednoznacznie do
morfizméw F¢ : By [p>®]¥ — Eq[p™®]®, FO : Eq[p™]® — Eo[p™°]°, zadajac tym samym morfizm
F x FO: E[p™] — Ea[p™]. To dowodzi izomorfizmu (2.6)).

Opisang wyzej teorie mozemy zastosowaé do pierécienia R := R;, gdzie j < co. Okazuje
7
si¢ jednak, ze kanoniczne podniesienie mozna zdefiniowaé réwniez dla pierscienia R:

Uwaga 2.2.6. Dowolna krzywa formalna jest algebraiczna. Dlatego tez cigg podniesien kano-
nicznych zwyczajnej krzywej E/k do pierscient R; dla j = 2,3,... zadaje krzywq eliptyczng
nad R. Tq krzywq eliptyczng nad R nazywamy kanonicznym podniesieniem E do R. Fakt
ten znany jest jako twierdzenie Deuringa o podniesieniu. Relacja (@ pozostaje praw-
dziwa, tak wiec wiokno generyczne kanonicznego podniesienia jest krzywq eliptyczng nad K
z mnozeniem zespolonym. Okazuje sie, Ze jest to jedyna krzywa z mnozZeniem zespolonym re-
dukujgca sie do E (patrz [Lan87, Theorem 13.13]). Tak wiec dowolna krzywa eliptyczna nad
K dobrej redukcji z mnozeniem zespolonym jest kanonicznym podniesieniem swojej redukcyi

do k.
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Wykazemy teraz ,efektywna wersje twierdzenia Serre’a-Tate’a” — okazuje si¢ bowiem, ze
podniesienie juz czesci grupy p-podzielnej do R; wyznacza krzywa jednoznacznie.

Twierdzenie 2.2.7 (efektywna wersja twierdzenia Serre’a-Tate’a). ~
Niech E/k bedzie zwyczajng krzywq eliptyczng oraz j € N. Jezeli By, Eo sq podniesieniami E
do R; oraz

Ei[p ™ = B[,
to B4 = FEs.

Przed dowodem ustalimy notacje i udowodnimy prosty lemat. Dowo6d opiera si¢ na obli-

czeniu odpowiedniej grupy rozszerzen, powstalej z ciggu spdjno-étalnego grupy p-podzielnej.
Ciag ten jest jednak ,skrecony” przez pewien charakter x (patrz twierdzenie , dlatego
tez musimy przejé¢ do domkniecia algebraicznego k.
Niech Kun bedzie uzupelnieniem maksymalnego nierozgalezionego rozszerzenia K" ciata K,
za$ A — pierécieniem liczb catkowitych w K o ideale maksymalnym 9 = (7). Przyjmijmy
standardowe oznaczenie A; := A/9, M; = M/, wtedy R; — A;. Zauwazmy, ze A spelnia
zalozenia poprzednich twierdzen. Ponadto A/9 = k jest cialem algebraicznie domknietym,
co pozwala na zastapienie charakteru y przez charakter trywialny. Powrdt do pierécienia R;
umozliwig nam twierdzenia [2.2.2] oraz [2.2.3]

Lemat 2.2.8. Zachowujgc powyzsze oznaczenia mamy:

(A" = Az dlam >j— 1.

Dowdd. Stosujemy indukcje ze wzgledu na j. Dla j = 1 jest to oczywiste, jako ze:
E=F=....

Zatézmy, ze teza zachodzi dla j. Niech a = " € (AX )P", m > j. Wtedy z zalozenia

j+1
indukcyjnego:
-1

" mod M) € (A1) = (A7)
wiec Tt = ™ m, gdzie m € DJT§:+1. Stad:
a= (b”mil)p = (cpm +m)P

=" 4 <p> P Dy 4

1
m—+1 m—+1
= e (A5,
jako ze (f)cpm'(p_i)mi =0wAjdlai=1,2,... O

Dowéd twierdzenia [2.2.7 Niech E/k bedzie ustalona krzywa zwyczajna, za$ E/A; — jej do-
wolnym podniesieniem. Zauwazmy najpierw, ze ciag spdjno-étalny dla grupy p-podzielnej
G := E[p*] jest postaci:

0— ppe = G — Qp/Zy — 0 (2.7)

Istotnie, z twierdzenia ciagg spdjno-étalny dla EE jest postaci lb Ponadto dowolny
étalny skonczony schemat grupowy nad k ma jednoznaczne podniesienie do A; (lemat ,
wiec:




Pozostaje zauwazy¢, ze E[p"] jest samodualne w sensie Cartier, wiec pupm = (Z/p™)Y — E[p™].
Poréwnujac rangi dostajemy g = E[p"]°. To dowodzi, ze ciag spéjno-étalny dla E[p>] ma
postac (2.7). Na odwrét, jezeli cigg spojno-étalny grupy G jest postaci (2.7), to Gy réwniez
jest tej postaci, wiec poniewaz ciag spdjno-étalny nad k rozszczepia sie:
GE & Qp/Zp Xz Hpoe = E[poo]
Z powyzszych rozwazan oraz z twierdzenia Serre’a-Tate’a wynika, ze podniesienia krzywej
E/k do A;j sa w bijekcji z elementami grupy Ext}g_div/Aj (Qp/Zyp, pipe). Mamy:
1 . 1
Exty, giv/a; (Qp/Zp, pp=) = lim Extgg) 4, (Z/p", )

oraz z twierdzenia [B.12

EXt%;S/Aj (Z/p", ppn) = AT J(AF)"

7 lematu [2.2.8| stwierdzamy wiec, ze naturalne odwzorowanie:
1ign EXtéS/Aj (Z/p", ppm) — EXt%;S/Aj (Z/Pj_lv Hpi—1)

jest izomorfizmem oraz podniesienie E[pj_l] do A; wyznacza jednoznacznie podniesienie calej
grupy p-podzielnej do A;, a co za tym idzie podniesienie E do Aj.

Zalézmy, ze krzywe E1, Es/ R; spelniaja zatozenia twierdzenia. Wtedy z powyzszego rozumo-
wania wynika, ze sa one izomorficzne nad A;. W szczegélnosci maja ten sam typ. Jezeli sg
typu (0,0) to z izomorfizmu (E1)a; = (E2)a; stwierdzamy, ze

J(E1) = j((Er)a;) = §((E2)4;) = j(E2),

co oznacza, ze Fy oraz Fy sa R-izomorficzne. Dla pozostalych typéw przeprowadzamy po-
dobne rozumowanie poréwnujac niezmiennik j;. O

W szczegdlnosci, z powyzszego twierdzenia wynika, ze podniesienie E /Rj zwyczajnej krzy-
wej F/k jest kanoniczne wtedy i tylko wtedy, gdy:

E[pj—l] o~ E[pj—l]() @E[pj—l]et‘
Fakt ten wykorzystamy w twierdzeniu dla j = 2.

2.3. Odwzorowanie redukcji

W tej czesci pracy zajmiemy sie¢ opisem odwzorowania redukcji £ — Eg, na punktach
Rj-wymiernych. Przypomnijmy, Zze punkty te mozna utozsamiaé¢ z tréjkami [z : y : 2| €
P?(R;), spelniajacymi réwnanie Weierstrassa (patrz réwnoéé (2.2)). Naturalne odwzorowanie
redukcji R; — R; dla @ < j bedziemy oznaczali przez t — {. Pomijamy przy tym zazwyczaj
zaleznos¢ od i, j. Podobnie, jezeli kontekst bedzie jasny, bedziemy oznaczali F := Eg,.

Wybierzmy punkt P = [z : yo : 20] € P?(R;) — wtedy punkt P = [Zo : o : 0] jest
dobrze zdefiniowanym elementem przestrzeni rzutowej P?(R;), a ponadto jezeli P € E(R;),
toPeFE (R;). Postaramy sie teraz opisa¢ jadro oraz obraz tego przeksztalcenia. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenie:

Ei(Rj) :=={lz:y:2] € E(Rj): zew), yeRS zemf} dai=12... (28

Okazuje sie, ze E;(R;) jest podgrupa E(R;). Zachodzi ponadto nastepujace stwierdzenie:
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Stwierdzenie 2.3.1. Niech E /R; bedzie krzywq eliptyczng. Wowczas redukcja E(Rj) —
E(R;) jest homomorfizmem grup abelowych. Ponadto cigg:

0 — Ei(R;) — E(R;) — E(R;) — 0
(gdzie pierwsze przeksztalcenie jest inkluzjg, za$ drugie — redukcjq) jest dokladny.

Dowdd. 7 teorii schematéow grupowych wynika w prosty sposéb, ze redukcja jest homomor-
fizmem. Niech P = [20 : yo : 20). Z definicji wynika, ze P = 0z wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje A € R takie, ze (20, Y0, 20) = A-(0,1,0) (mod mé»), czyli gdy x € m;'»,y €R},z€ mz
Z réwnania y? - z = 23 + Azz® + 23 wynika jednak, ze wéwczas z € mg” Stad F;(R;) jest
jadrem redukcji.

Pozostaje zauwazy¢, ze redukcja jest epimorfizmem. Wynika to jednak z lematu Hensela, jako
ze dowolny punkt na krzywej E /R; jest gladki. O

Zajmiemy sie teraz opisem grup E;(R;). W tym celu bedziemy potrzebowali pojecia grupy
formalnej. Niech R bedzie pierscieniem lokalnym o ideale maksymalnym m, ktory jest zupeiny
wzgledem topologii m-adycznej. Zauwazmy, ze pierscienie R; speiniajg te zalozenia.

Definicja 2.3.2. Grupa formalng F nad R nazywamy szereg potegowy F € R[[X,Y]] o
nastepujacych wlasnoéciach:

e F(X,Y)=X+Y (mod (X,Y)?),

F(XvF(KZ)) :F(F(X,Y),Z),

FX,Y) = F(Y, X),

istnieje dokladnie jeden szereg potegowy i(T) € R[[T]] spemiajacy: F(T,i(T)) =0,
o F(X,0)=X, F(0,Y)=Y.

Grupa zwigzang z F /R, oznaczana przez F(m), bedziemy nazywali zbiér m wraz z dzia-
laniem * ®r y = F(z,y). Element odwrotny dany jest wzorem ©zx = i(z). Podobnie,
definiujemy grupy F(m") jako zbiér m” z dzialaniem @r.

Zauwazmy, ze majac dang grupe formalng F /R, mozemy ja zredukowaé do grupy formal-
nej F/R; redukujac jej wspoélczynniki.

Twierdzenie 2.3.3. Niech F/R bedzie grupg formalng, zas .7?/Rj jej redukcjq do R;. Wtedy
dla r > v(p)/(p — 1) mamy nastepujgce izomorfizmy, ktére sq przemienne z odwzorowaniem
redukcyi:

o F(m")=m',
o F(m}) = m7,
gdzie m”, w’ traktujemy jako grupy ze zwyklym dodawaniem.

Szkic dowodu na podstawie [Sil09, Thm IV.6.4]:
Niech grupa formalna F/R bedzie zadana przez szereg potegowy F(X,Y"). Rozwazmy szeregi
potegowe:

Fx(0,T) ' =14 T+ T+ ..., gdzie ¢; € R

log(T) := /FX(O,T)—ldT =T+ %T2 + %QT?’ T
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Zgodnie z algebraiczna wersja twierdzenia o funkcji uwiktanej ([Sil09, Thm IV.2.4]) istnieje
doktadnie jeden szereg potegowy expr € K|[[T]] spelniajacy:

logroexpr(T) =exprologr(T) =T

Dokladniejsza analiza wspotczynnikéw ([Sil09, Lemma IV.5.4.]) pozwala na stwierdzenie, ze
expr(T) = 32,51 1T dla pewnych a,, € R. Zauwazmy, ze:

[log,, n]

_OO n n _nv(p) —[log, n (n_l)v(p)
U(n')_zzl{pz}v(p)< Z:ZI E'U(p)_ p—l '(1_]7 [lg ])gpfl

Stad dla x € m", r > v(p)/(p — 1) szeregi definiujace expr,logr sa zbiezne oraz wyznaczaja
izomorfizmy:

logr : F(m) — m

expyr : m — F(m)

Redukujac wyrazy tych szeregoéw dostajemy szeregi exp P logf, wyznaczajace izomorfizmy

F(m}) = mj. Z konstrukeji jasno wynika, ze izomorfizmy te komutuja z redukcja. O

Okazuje sie, ze z kazda krzywa eliptyczna zwigzana jest grupa formalna. Opiszemy po-
krétee jej konstrukcje; szczegdly mozna znalezé w [Sil09, Proposition IV.1.1]. Podstawmy w
rownaniu Weierstrassa krzywej E:

1
p=-Z oraz w = ——, tak abyx:iorazy:——.
Y Yy w w

Przenosimy w ten sposéb punkt w nieskonczonosci na punkt (0, 0) oraz uzyskujemy réwnanie
postaci:

w = 23 + Azw? + Buw® = g(z,w).
Zdefiniujmy ciag wielomianéw (g, )m za pomoca rekurencji:
gi(z,w) =g(z,w),  gm1(z,w) = gm (2, 9(z, w)).

Okazuje sig, ze ciag (gm(z,0))m jest zbiezny w pierécieniu szeregéw formalnych Z[A, B][[z]].
Oznaczmy jego granice przez w(z). Jest to jedyny szereg spelniajacy réwnosé:

w(z) = g(z,w(z))

i jest on postaci:

w(z) =25 (14 A1z + A2 +..),
gdzie A,, € Z[A, B]. Proste przeliczenia pozwalaja na stwierdzenie, ze trzeci punkt przeciecia
prostej przechodzacej przez punkty (z1,w(z1)), (22, w(22)) z krzywa F ma wspélrzedna z
zadang wzorem:

( ) n —2A\v — 3B)?v Qi
=—2 — e:
2321, 22 21— 22 1+ AN 1 B3’ gdzl
w(z2) —w(z
Mo, ) = VD ¢ gy g, ),
zZ9 — 21

v(z1,22) = wi(z1) — N(21, 22) - 21 € Z[A, B][[21, 22]]-

Wtedy szereg potegowy F'(z1,22) := —z3(z1, 22) zadaje grupe formalna zwiazana z krzywa

E. Jest ona zazwyczaj oznaczana jako E Jej uzytecznosé przejawia sie w nastepujacym
twierdzeniu:
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Stwierdzenie 2.3.4. Niech E/R; bedzie krzywq eliptyczng, zas$ E - 2Wiqzang 2z nig grupg
formalng. Wtedy dla i < j odwzorowanie:

Em) — Ei(R)), 2z~ [z:—1:w(z)] (2.9)
jest izomorfizmem grup.

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli z € m, tow(z) = 23-(1+...) € m3, wigc [z : —1 : w(2)] € Ei(R;).
Odwzorowanie to jest homomorfizmem, co wynika z okreslenia szeregu w(z), a ponadto jest
iniektywne. Jezeli za [z : y : 2] € Ei(R;), toy € R}, mozemy wigc zdefiniowa¢ monomorfizm:

Ei(R) — B(ml), [v:y:e——z-y "
Latwo zauwazy¢, ze ztozenie otrzymanych monomorfizméw:
E(m') — Ei(R;) — E(m')
jest identycznosécia, co konczy dowdd. O
Whiosek 2.3.5. Jezeli E/R jest krzywq eliptyczng oraz :% <1, to:
E(R)tors = ER,(Ri)tors-

~

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze dla i > mamy izomorfizm: E;(R) = m’, wiec jadro
redukcji jest beztorsyjne. O

v(p)
1

2.4. Krzywe eliptyczne nad ciatami zupelnymi

Skupimy sie teraz na zwiazku pomiedzy krzywymi eliptycznymi nad R oraz nad K. Zauwazmy,
ze wibkno generyczne dowolnej krzywej nad R jest krzywa eliptyczna nad K. Zastanowimy sie,
ktore krzywe eliptyczne nad K powstaja w ten sposéb. W tym celu wprowadzmy nastepujaca
definicje:

Definicja 2.4.1. Niech E/K bedzie krzywa eliptyczna. Rownanie Weierstrassa E 4 p krzywej
F nazwiemy minimalnym, jezeli jego wspélczynniki naleza do R, za$ waluacja wyrdznika
v(A(E4,p)) jest minimalna ze wszystkich speiniajacych to zalozenie.

Proste przeliczenia pokazuja, ze rownanie E4 p jest minimalne wtedy i tylko wtedy, gdy
min{v(A(F4,B)),3 - v(4)} <12

(patrz [Sil09, Ex. VII.1(a)]). Zauwazmy, ze réwnanie minimalne zadaje pewna niekoniecznie
gltadka krzywa w postaci Weierstrassa nad R, ktérej wioknem generycznym jest F/K. Po-
zwala to na przyklad na redukowanie krzywej do pierscieni R;. W dalszym ciggu bedziemy
zakladali, ze wszystkie krzywe nad K dane sa réwnaniem minimalnym, utozsamiajac przy
tym zazwyczaj krzywa nad K z odpowiednia krzywa nad R. Zauwazmy, ze E pochodzi od
pewnej krzywej eliptycznej nad R wtedy i tylko wtedy, gdy wyrdznik jej réwnania minimal-
nego jest odwracalny, tzn. gdy v(A) = 0. Méwimy woéwczas, ze E/K ma dobra redukcje.
Wtedy dowolna redukcja Er; krzywej E jest rowniez krzywa eliptyczna. Sytuacja zmienia sig,
jezeli v(A) > 0. Krzywa zadana przez rownanie minimalne nad R nie jest bowiem wéwczas
gltadka. Méwimy wéwcezas o ztej redukcji. Wyrézniamy nastepujace przypadki:
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Definicja 2.4.2. Krzywa F/K o wyrézniku A € m ma:

o multyplikatywna redukcje, jezeli E /k jest krzywa osobliwa z tak zwanym wezlem,
czyli gdy A, B # 0. Redukcja ta jest roztozona, jezeli proste styczne w wezle maja
wspOlczynniki w ciele k oraz nieroztozona w przeciwnym wypadku. Okazuje sie, ze
redukcja multyplikatywna jest roztozona wtedy i tylko wtedy, gdy v(E/K) € (K*)?
(patrz [Sil94, Thm V.5.3 (b)]).

e addytywna redukcje, jezeli E /k jest krzywa osobliwa z tak zwanym ostrzem, czyli
gdy A=0oraz A= B =0.

Nazwy poszczegdlnych typéw redukeji pochodza od struktury grupy punktéw nieosobli-
wych k-wymiernych krzywej — patrz podrozdziat 1.1. Dobra oraz multyplikatywna redukcja
bywaja czasem nazywane stabilng oraz semistabilng. Jezeli E/K jest krzywa jednego z
wymienionych typéw redukeji, to dla dowolnego skoficzonego rozszerzenia cial L/ K, F/L ma
ten sam typ. Krzywa o redukcji multyplikatywnej nieroztozonej staje si¢ jednak roztozona po
rozwazeniu rozszerzenia kwadratowego. Redukcja addytywna jest niestabilna, jako ze staje
sie stabilna lub semistabilna po zmianie bazy na skonczone rozszerzenie ciatla K. Fakty te
mozna znalezé w [Sil09, VIL5].

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, wprowadzamy odwzorowanie redukcji F(K) —
E(R;). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze P?(K) oraz P?(R) sa w bijekcji — istotnie, do-
wolny punkt P € P2(K) mozna zapisa¢ w postaci [z : y : 2] tak, by v(x),v(y),v(z) > 0 oraz
v(x) - v(y) - v(z) = 0. Twierdzenia [2.3.1| oraz [2.3.4] mozna w oczywisty sposéb uogélni¢ do
tego przypadku, zastepujac E’(k:) przez Ens(k), patrz [Sil09, Proposition VII.2.1.] oraz [Sil09,
Proposition VII.2.2.].

Zajmiemy sie teraz krzywymi o redukcji multyplikatywnej. Przypomnijmy, ze dla dowolne;j
krzywej eliptycznej E/C istnieje izomorfizm C/A — E(C), gdzie A = Z + 7Z jest krata, za$
Ret > 0. Skladajac go z przeksztalceniem z — log(z/27i) dostajemy izomorfizm C* /¢% =
E(C) (gdzie ¢ = €*™7). Okazuje sig¢, ze podobne twierdzenie zachodzi dla krzywych nad
cialami lokalnymi. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

~ 5s3(q) + 7gs(q)

nk n
(@) = Y Ty i) = —5sa(a),  asla) = 5

n>1 L—q"

Twierdzenie 2.4.3 (Tate, [Sil94, Theorem V.3.1., Remark 3.1.2.]).
Niech q € K* spelnia warunek: v(q) > 0. Wéwczas szeregi as(q),ae(q) sq zbiezne, a ponadto
krzywa eliptyczna zdefiniowana wzorem:

E,: y2 +axy = 3+ as(q)z + as(q)

jest krzywq eliptyczng o wyréiniku A = q - [],>1(1 — q")* oraz j-niezmienniku
. 1 1
J(Eq) = . + 744 4+ 196884q + ... € 6Z[[q]]

Krzywq w takiej postaci nazywamy krzywa Tate’a. Grupa E,(K) punktéw K-wymiernych
na krzywej Tate’a jest izomorficzna jako Gal(K /K)-modul z grupg K" /4%, gdzie izomorfizm
jest indukowany przez odwzorowanie:
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K — Ey(K)

z
w — | X Y(wq), daudq
o dla u € q

a szeregi X (u,q),Y (u,q) zadane sqg wzorami:

nu nu2
X =Y T oa(g), Vg =Y Y

nez (1—q"u) nez (1 —gru)*

Okazuje si¢, ze nie kazda krzywa eliptyczna E/K jest K-izomorficzna z pewna krzywa

postaci Ey. Istotnie mamy: j(E,) = % + ..., zatem j-niezmiennik kazdej takiej krzywej musi
mie¢ ujemna waluacje. Okazuje sig, ze twierdzenie odwrotne jest rowniez prawdziwe:

Twierdzenie 2.4.4 (o p-adycznej uniformizacji, [Sil94, Lemma V.5.1.]). Jezeli o € K spelnia
warunek: v(a) < 0, to istnieje dokladnie jedna liczba q € K, taka Ze v(q) > 0 oraz j(E,) = c.

Dowéd. Niech:
f(q) = 1/4(E,) = q — 744¢* + 356652¢° + ... € Z[[q]].

Wtedy, korzystajac z algebraicznej wersji twierdzenia o funkeji uwiktanej ([Sil09, Thm IV.2.4])
stwierdzamy, ze istnieje szereg potegowy:

glq) = q+744¢> + ... € Z[[q]] (2.10)

spetniajacy f(g(q)) = g(f(q)) = ¢. Stad j(Ey) = a wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = g(1/a).
Ostatni szereg ten jest zbiezny dla v(q) < 0. O

Ostatecznie okazuje sie, ze krzywe K-izomorficzne z pewna krzywa Tate’a to doktadnie krzywe
o multyplikatywnej rozlozonej redukcji. Fakt ten wykorzystamy w dowodzie twierdzenia [F}

Twierdzenie 2.4.5. Niech E/K bedzie krzywq eliptyczng o redukcji multyplikatywnej i niech
q € K* spelnia: j(Eq) = a. Wtedy krzywe E oraz Eq sq K(\/v(E/K))-izomorficzne. W szcze-
golnosci, jezeli E/K ma roztozong redukcje multyplikatywng, to E = E, nad K.

Dowdd. Twierdzenie to wynika z [Sil94, Theorem V.5.3 (b)] oraz z uwagi po dowodzie. [
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ROZDZIAYL 3
WEASNOSCI FUNKCJI p - STOPNIA

Ten rozdzial stanowi centralng czes¢ pracy. Zajmiemy sie¢ w nim p-stopniem krzywej elip-
tycznej E/Qp, zdefiniowanym jako:

dp(E) == min{[K : Q] | E(K)[p] # 0}
oraz zbiorem jego wartosci na krzywych dobrej redukcji:
D(p) :={d,(F) : E/Q, — krzywa eliptyczna dobrej redukeji w p}.

Rozdziat podzielony jest na trzy czedci. Pierwsza z nich omawia podstawowe wlasnosci p-
stopnia, skupiajac sie na krzywych o niskim stopniu. Druga dotyczy krzywych z mnozeniem
zespolonym. W trzeciej czesci badamy krzywe z redukcja multyplikatywna.

3.1. Podstawowe wtasnosci p-stopnia krzywej

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe wtasnosci p-stopnia krzywej. Zaczniemy od
uogdlnienia [DWO08, Lemma 3.1]. Otrzymamy w ten sposéb wygodne kryterium, pozwalajace
na stwierdzenie, czy krzywa posiada punkt p-torsyjny nad danym ciatlem w zaleznosci od jej
redukcji. Dalsza cze$¢ podrozdzialu bedzie oparta na tym wtasnie twierdzeniu. Zaczniemy od
wykazania twierdzenia [E] ze Wstepu pracy, a nastepnie podamy charakteryzacje krzywych
o punkcie p-torsyjnym P # Op spelniajacym: e(Q,(P)/Qp) < p — 1, gdzie przez e(K/Q,)
oznaczamy stopief rozgalezienia rozszerzenia. To z kolei umozliwi nam dowdd twierdzen [A]
oraz |B| ze Wstepu. Bedziemy stosowali nastepujace oznaczenia:

e K/Q, — skonficzone rozszerzenie cial stopnia n o indeksie rozgalezienia e,
e R — pierscien liczb catkowitych w K,
e m = () — ideal maksymalny w R, v - waluacja na K,
e R;:=R/m’, m; := m/m’,
e k= Ry — cialo reszt dla R; d = [k : ).
Oprécz tego dla dowolnej grupy abelowej G oznaczymy przez rank, G wymiar

Glp) :={x € G: p- 2 =0} nad F,,. Przez caly czas obowiazuje zalozenie p # 2, 3.
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Twierdzenie 3.1.1. Niech E/Q, bedzie krzywq dobrej redukcji, za$ i bedzie najmniejszq

liczbg catkowitq wiekszq od pil' Wtedy:

(a) dlai<j<i+e mamy:

rank, Er;(R;) > d - (j — i) + rank, E(K),

(b) dla j > i+ e zachodzi:
rank, Er;(R;) = n + rank, E(K).
Przed dowodem przedstawimy kilka prostych obliczen zwigzanych z idealami w pierscieniach
ilorazowych R;:

Lemat 3.1.2. Zalozmy, Ze i < j sq liczbami naturalnymi. Wiedy:

i ] g{ (Z/p)*0=D  dlaj<i+e

J (Z/p)" dlaj>i+e
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dowolny element mé jest postaci:
r+m! =an a4 e T
dla a;,a;t1,... € R wyznaczonych jednoznacznie (mod m).
e niech j < i+ e. Wtedy dla dowolnego x +m/ € mé [p] powyzszej postaci mamy:
x4+ mJ emé[p] sp-rem
S p- (ami + ai+17ri+1 +...+ aj_mj_1> em’
& e (aﬂri +amTi 4+ aj_qu) em’
za$ z zalozenia j < i+ e wynika, ze ostatni warunek jest zawsze spelniony. Stad mé [p] =

mé Zauwazmy, ze dowolny element z +m’ € mz- jest wyznaczony jednoznacznie przez
klasy reszt a;,...,a;—1 (mod m), wiec

#mj = #(R/m)/ 7" = p*U
oraz jako grupy abelowe, mé- >~ (Z/p)*U—9,
e zalézmy, ze j > i + e. Wtedy analogicznie:
z+m’ € mi[p]
& 7. (ami +aimt 4+ aj_17rj*1) em’
& 6, =041 =...=0j_c—1 =0.

Stad: ‘ A , ,
m;[p] = {aj,eﬂ-]_e + ..+ aj,lﬂ']_l +m :a;...,€ R}

oraz #mé [p] = #(R/m)¢ = p", mé‘ [p] = (Z/p)".
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Lemat 3.1.3. Dla j > i + e naturalne odwzorowanie:
i ite i oite
m’/m'T¢ — m’/m’
jest izomorfizmem.

Dowdd. Surjektywno$é jest natychmiastowa. Jezeli zaé x+m? € m”e to z warunku j > i+e

1+e

dostajemy x € m'™¢, co dowodzi iniektywnosci. O

Dowéd twierdzenia[3.1.1. Dla wygody bedziemy oznaczali: E” := Eg; oraz E' := Epg,. Roz-
wazmy nastepujacy diagram grup, w ktérym pionowe strzalki oznaczaja przeksztalcenia re-
dukgcji:

00— E'(mi) ——— E"(R;)) ——— E'(R) —————— 0

Wiersze w powyzszym diagramie sa doktadne na podstawie twierdzen |2 3.1| oraz |2 3.4, Po-
nadto z teorii grup formalnych (tw1erdzeme odwzorowame E(m') — E’(m ;) mozna
utozsami¢ z odwzorowaniem m’ — mj. Stosujzgc d1agram o wezu do ponizszego d1agramu:

0 ———— B(w') —— B(K) ———— E'(R;) ——— 0

[p] l (] J [p] J

~

0 ———— E(m') ———— E(K) ——— E'(R) ——— 0

dostajemy cigg doktadny:

0 — E(m’)[p| — E(K)[p] — E'(R;)[p] — coker (E(mi) HUR E(m’)) ~ m!/pm’ = mi /mite.
=0

Analogicznie dostajemy ciag dokltadny:
0 — E(mj)[p] — E"(R;)lp] — E'(Ri)[p] — coker (E”(mj) - E”(m})) = m/pm} = m /mi*e.

To pozwala na stwierdzenie, ze w ponizszym diagramie przemiennym wiersze sg dokladne:

B(K)lp) —— B'(Ri)[p] —— mi/mi*

0
l l H | (3.1)
[

0 ———— wh[p] ——— E"(R;)[p)| —— E'(Ry)[p] ——— mé-/m?re
Dolny wiersz indukuje ciag doktadny:

0 — mjlp] — E"(R;)[p] — ker(E'(Ry)[p] — m}/m™) — 0 (3.2)

Rozwazmy teraz dwa przypadki:
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e zalézmy, ze i < j < i+ e — wtedy z diagramu (3.1)):
ker(E'(R;)[p] — m}/m’™¢) D ker(E'(R;)[p] — m’/m"")
= im(E(K)[p] — E'(R;)[p]) = E(K)|[p]
wiec z ciagu (3.2) oraz lematu dostajemy:
rank, E"(R;) = rank, m}[p] + rank, ker(E'(R;)[p] — m’/m}")

=d- (j — i) + rank, ker(E'(R;)[p] — mé/m§+e)
>d-(j—1i)+rank, E(K)[p|

co dowodzi (a).

e niech j > i+e. Korzystajac z lematu[3.1.3|oraz z doktadnosci i przemiennosci diagramu

(B:1):
ker(E'(R;) — m} /mi*¢) = ker(E'(R;) — m'/m""¢) =
= im(E(K)[p] — E'(R;)[p]) = E(K)|p].
Z ciagu dostajemy zatem:
0 — mi[p] — E"(Rj)[p] — E(K)[p] — 0

co na podstawie lematu daje: rank, E”(R;) = n + rank, E(K).

Z twierdzenia [3.1.1] wynika twierdzenie [E] zapowiadane we Wstepie do tej pracy:

Whniosek 3.1.4 (Twierdzenie. Jezeli Ey, Ey sq krzywyma dobrej redukcyi, ktérych redukcje
do Z,/p"" P sq izomorficzne, to dy(E1) = dp(E»).

Dowéd. Oznaczmy redukcje krzywych Ey, E do Z/pP° TP+ odpowiednio przez Ey, Ey. Niech
P e Er[p], P # 0p, oraz K := Q,(P). Zauwazmy, ze:

eg[K:(@p]<p2—l.
Stad w twierdzeniu (b) mozemy przyjaé (i,j) = (p + 2,p* + p + 1) uzyskujac:

ranky, Es[p|(K) = rank, Ea[p](Rye 1) — 1 =

= rank, E[p](Rp2+p+1) -n=
= rank, F[p|(K) =1,

czyli Es[p|(K) =2 Z/p. Stad d,(Fs) < d,(E7); drugg nieré6wnosé uzyskujemy analogicznie. [
y p p. otad ay P ; g4 yskujemy g

Przejdziemy teraz do twierdzenia, charakteryzujacego krzywe z niezerowym punktem P €
E(Qy)[p]; spelniajacym:
e(Qp(P)/Qp) <p-—1.
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Twierdzenie 3.1.5. Przy oznaczeniach jok na poczgtku podrozdziatu, niech e < p — 1 oraz
niech E/Q, bedzie krzywq dobrej redukcji. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(1) E(K)[p] #0,
(2) rank, Eg,(R2)[p] = d+ 1 oraz Ey(k)[p] # 0,
(3) Ezp2 jest kanonicznym podniesieniem Ej, oraz Ey(k)[p] # 0,
(4) E(K nQUm)[p] #0.
Dowad.
(1) = (2): zalézmy, ze E(K)[p] # 0. Wtedy z twierdzenia [3.1.1] (a) dla (4, j) = (1,2) mamy:
rank, Er,(R2)[p] > d+ 1.

Ponadto z wniosku [2.3.5 E(K)[p| — Ey(k)[p], wiec Ej(k)[p] # 0. Ze stwierdzenia [1.2.1]
lematu oraz dualnosci Cartier ciag spéjno-étalny dla Eg,[p] musi byé postaci:

0 — piy —— Epy[p] = Z/p — 0. (3.3)

Przyktadajac lewodokladny funktor Homp,(Spec(R2), —) dostajemy ciag dokladny grup
abelowych:

0 — pp(Ra) — ER,[pl(R2) — Z/p(R2),
z ktérego wnioskujemy, ze:
rank, E, [p](R2) < ranky, ju,(R2) + rank, Z/p(Ra).

Pozostaje zauwazy¢, ze u,(R2) = (Z/p)?, jako ze dla x € R mamy: 2P = 1 (mod m?) wtedy
i tylko wtedy, gdy © = 1+ -y dla y € R wyznaczonego jednoznacznie modulo m. Dlatego
tez rank, Fr,[p](R2) < d+ 1, co dowodzi réwnosci.

(2) = (3): Zalézmy teraz, ze rank, Ep|(R2) = d + 1 oraz Ei(k)[p] # 0. Wtedy ciag
spéjno-étalny dla Eg,[p] ma postaé¢ (3.3]). Przykladajac do niego lewodokladny funktor
Hompg, (Spec(R2), —) dostajemy:

0 — pp(Re) = E[pl(Ra) = Z/p(Ry).

i z poréwnania rang:
Elpl(Ra)/i(pp) (R2) = Z/p.
Wybierzmy g € Elp|(R2) \ i(1p)(R2); wtedy g odpowiada pewnemu morfizmowi

f+Z/p — Elp| (patrz B.11)) oraz:
7o f € Endg,(Z/p) = End(Z/p) = Z/p.
Ponadto 7 o f # 0 — istotnie, w przeciwnym wypadku:
g € ker(E[p)(R2) = Z/p(Ra)) = i(1p)(R2)-
Stad mo f = [n] dla pewnego n € Z/p, n # 0 (mod p). Wtedy, jezeli n=! jest odwrotnoécia
multyplikatywna n (mod p), to [n~'] o f : Z/p — E[p] jest cieciem morfizmu 7. Istotnie:
ron Hof=[n"1oln = idy,/p,

wiec powyzszy ciag dokladny rozszczepia sie. Stad oraz z twierdzenia [2.2.7] stwierdzamy, ze
ER, jest kanonicznym podniesieniem Ej, wigc Ez/,2 musi by¢ kanonicznym podniesieniem
Ep

P
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(3) = (4): bez straty ogélnosci zastapimy K przez K NQy". Wtedy e = 1, a ponadto cialo
reszt k pozostaje takie samo. Z (3) dostajemy: Eg,[p] = up & Z/p, wiec:

ER,[p)(R2) & pp(R2) © Z/p(Rs) = (Z,/p)™!
Z lematu (b) oraz (i,7) = (1,2) dostajemy:
rank, E(K)[p] = rank, Eg,(R2)[p] —d-(2—-1) =1
co konczy dowdd.

(4) = (1) : ta czegd¢ jest oczywista.

Z twierdzenia [3.1.5 wyprowadzimy kilka ciekawych wnioskéw, w tym Twierdzenie [A}

Whiosek 3.1.6. Niech E/Q, bedzie krzywq dobrej redukcji. Zachodzg nastepujgce implikacje:
dp(E)<p—-1 = E(QZ")[p] #0 = dy(E)<p-1

Dowdd. Pierwsza implikacja wynika bezposrednio z twierdzenia [3.1.5] zastosowanego dla

K := Q,(P), gdzie P spelnia warunek [Q,(P) : @,] < p— 1. Druga implikacje otrzymujemy z
tego samego twierdzenia zastosowanego dla K := Q,(P), gdzie e(Q,(P)/Q,) = 1. Z implikacji
(1) = (3) twierdzenia wynika wtedy, ze Ez,2 jest kanonicznym podniesieniem Ep,. Ze
stwierdzenia wnioskujemy, ze Ey, ma punkt p-torsyjny nad F,«, gdzie

d = ordy(a,(E)) <p—1.

Korzystajac z implikacji (3) = (1) twierdzenia stwierdzamy, ze E ma punkt p-torsyjny
nad nierozgatezionym rozszerzeniem L/Q), stopnia d < p — 1. O

Uwaga 3.1.7. Pierwsza implikacja we wniosku zostala udowodniona w pracy [DWO0S]
za pomocq analizy reprezentacyi p-adycznej zwigzanej z krzywq, zas w pracy [Gaml1j] — za
pomocg twierdzenia Raynaud, dotyczgcego podnoszenia schematow grupowych nad ciatami do
schematow nad pierscieniami. Zwréémy uwage, ze w dowodzie [DWO0S, Lemma 4.4] twierdze-
nie to zostato sformulowane w nastepujgcy sposob:

dp(E)<p—1 = E(@")[p] #0

Implikacja ta nie jest prawdziwa. W przypadku, gdy d,(E) = p — 1 moze zdarzy¢ sie, ze
E(Qy")[p] = 0. Dla przykladu rozwaimy krzywq E := E33 nad Qs. Jej wielomian podziatu
U5 rozklada sie nad Qs na czynniki stopni 2,5,5, wiec istnieje rozszerzenie K/Qs stopnia
4, spelniajgce warunek: E(K)[5] # 0. Z drugiej strony czynnik stopnia 2 wielomianu Vs jest
postaci:

P+ (2544524 ot (57424543574 ).

Proste przeliczenie pokazuje, ze jego pierwiastki sq rozgatezione. Podobne krzywe mozna zna-
leZé dla innych liczb pierwszych. Wniosek [3.1.6] jest wiec optymalny.

Whniosek 3.1.8 (Twierdzenie . Jezeli krzywa E/Q, dobrej redukcji spetnia co najmniej
jeden z dwdch podanych nizej warunkow:

o dpy(E) <p—1,
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o By jest kanonicznym podniesieniem E,,

to:

dy(E) = ordy ap(E).

W szczegdlnosci:
D(p)N(0,p) ={d € N: Jy<0. 5 ordpa=d}.

Dowdd. Z twierdzenia wynika, ze jezeli dp(E) < p — 1, to Ey/,2 jest kanonicznym
podniesieniem Ep, oraz dla dowolnego skoriczonego rozszerzenia K/Q, stopnia mniejszego
od (p — 1) o ciele reszt k mamy wéwczas:

E(K)pl #0 &  E(k)[p] #0.

Pozostaje skorzysta¢ ze stwierdzenia [1.2.2

Druga cze$é¢ wniosku wynika z twierdzenia Istotnie, niech E/Fp bedzie krzywsa spel-
niajaca: ordpap(E) = d. Wtedy dowolna krzywa E/Q, taka, ze Ez, jest kanonicznym
podniesieniem dla E’, spelnia dp(E) = d. ]

7 powyzszego wniosku wynika natychmiastowo wynik, poprawiajacy w szczegdlnym przy-
padku wniosek [3.1.4}

Whiosek 3.1.9. Niech Ey, By bedq krzywymi dobrej redukcyi, izomorficznymi nad Z/p*. Za-
lozmy, Ze dp(E1) < p—1. Wtedy:

dp(Er) = dp(E2)

Zajmiemy si¢ teraz dowodem twierdzenia [Bl W tym celu rozwazmy zbiér:
S:={(A,B) € Z*: A(Eap) # 0}
wraz z nastepujaca miarg probabilistyczna:

.| X NSy

R

gdzie Sy := SN [-N, N2 Latwo zauwazy¢, ze |Sy| = 4N? - (1 + o(1)).
Twierdzenie 3.1.10.

P (pllrlgo dy(EaB) = oo) =1
Przed dowodem wykazemy nastepujacy lemat:

Lemat 3.1.11. Niech E,/F, bedzie zwyczajng krzywaq eliptyczng. Istnieje wtedy doktadnie
p réinych par (A, B) € Z/p* x Z/p? takich, e (A, B) = (a,b) (mod p) oraz krzywa Ea p jest
kanonicznym podniesieniem E, do 7.)p?.

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze j(E,p) # 0,1728 (wtedy a,b # 0) i niech jo € Z/p? bedzie
j-niezmiennikiem kanonicznego podniesienia E, ; do Rs. Niech (A4, B) = (a,b) (mod p). Wte-
dy z twierdzenia@krzyw& E 4 p jest kanonicznym podniesieniem krzywej F, ;, do Rs wtedy
i tylko wtedy, gdy j(Ea.B) = jo. Rozwazmy wielomian:

F(X,Y) =jo- (4X3 +27Y?) — 1728 - 4X3 € Z/p*[X, Y]
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Niech Ag, By € Z/p? beda dowolnymi podniesieniami a, b € Z/p; wtedy z zatozenia F(Ag, By) =
p - ¢ dla pewnego ¢ € Z/p. Zastanawiamy sie, ile pierwiastkéw postaci A = Ag + p - A,
B = By + p- B’ ma wielomian F(X,Y). Z rozwiniecia w szereg Taylora:

F(A,B) = F(Ao, Bo) + 95 (do) - (4~ A0) + 98 (Bo) - (B ~ Bo)

:p-(c+12-(Jo—1728)-Ag.A’+27-]0-2-BO-B’)
wiec F(A, B) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy:
12- (jo — 1728) - A2- A’ +27-jo-2-By- B' = —¢ (mod p).

Powyzsze réwnanie jest réwnaniem liniowym o odwracalnym wspélczynniku przy zmiennej
A’ lub B’, ma wiec p rozwiazan (A’, B'), co daje teze.

Zalézmy teraz, ze a = 0 oraz 3|( 1). Kanoniczne podniesienie krzywej Epp jest wowczas
postaci Eg p (patrz uwaga |2 , gdzie:
B=b (mod p)

jest dowolne (twierdzenie [2.2.3]). Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla b=0. [

Dowéd Twierdzenia[3.1.10. Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnego d > 1 szereg:
Z P (dp(Ea,B) = d)

jest zbiezny. Wtedy z lematu Borela-Cantelliego:
]P’(dp(E 4,8) = d dla nieskoficzenie wielu p ) =0
co dowiedzie tezy. Ustalmy d i wybierzmy liczbe pierwsza p > d. Mamy:
P(0,(Ban) = d) = B((Bas) = d. 0t MEAm) ) +B(d,(Eam) = d. plAEas))

Zajmiemy sie najpierw krzywymi dobrej redukcji. Zauwazmy, ze z twierdzenia [1.2.6

#{(a,b) € F, xFp, : A(Eqp) # 0 oraz ordy(ap(Eep)) = d} =
= Y PH@) < o) T plogty

ordp(a)=d
< p(d)p**log? p

jako ze dla d|(p — 1) doktadnie ¢(d) elementéw grupy (Z/p)* ma rzad d.

Stad oraz z lematu m 1| kazda krzywa E A B dobrej redukcji spelniajaca dg(p) = d na-
lezy do jednej z co najwyzej p-p(d) - p 3/210g? p klas przystawania modulo p?. W kazdej takiej
klasie jest za$ (QP—];] + O(1))? krzywych ze zbioru {Ea g : (A, B) € Sx}, wigc:

P(dp(EAB) = d oraz pJ(A(EA,B)> <

1 (2N 2
< lim —— <2 + O(l)) o(d) - p°?log? p =
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Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo tego, ze wybrana krzywa ma redukcje addytywna w p
wynosi ]%. Dla krzywych redukeji multyplikatywnej oraz p > d mozemy mie¢ d,(Ea p) = d
wtedy i tylko wtedy, gdy d € {1,2} oraz j(Eap) € Q) (patrz twierdzenia 3.3.2| oraz [3.3.3}
ktore wykazemy niebawem). Stad:

IP’<dp(EA,B) =d, p|A(EA,B)apJfAB) < P(PP|A(EA,B)> < plz

2
Pozostaje wigc zauwazy¢, ze szereg >, ( lg%—mp + 1%) jest zbiezny. O

3.2. Funkcja stopnia dla krzywych z mnozeniem zespolonym

Niech F/Q bedzie krzywa z mnozeniem zespolonym przez Rx = Z[wp], gdzie K = Q(v/D)
jest urojonym ciatem kwadratowym. Przypomnijmy, ze pierScien Ryx musi mie¢ wlasnosé
jednoznacznoéci rozktadu. Jezeli M bedzie ciatem liczbowym, to przez Rj; oznaczymy jego
pierdcien liczb calkowitych. Zauwazmy, ze z twierdzenia [I.2.3] jezeli p pozostaje pierwsza w
R, to E jest supersingularna w p, wiec (z twierdzenia d,(E) > p — 1. Okazuje sie, ze
p-stopien jest wtedy najwiekszy mozliwy:

Twierdzenie 3.2.1. Zaléimy, ze p jest liczbg pierwszq, ktora pozostaje pierwsza w Rg.
Wtedy d,(E) = p* — 1.

Dowdd. Niech M = K(E[p]) - wtedy M /K jest rozszerzeniem abelowym. Oznaczmy w := wp.
Przez p bedziemy oznaczali ideal pierwszy pierécienia Ry generowany przez p, zas przez
b — ustalony ideal pierwszy w Rj; nad idealem p. Zauwazmy, ze wéwczas: K, = Qp(w),

My = Qp(w, Ep]).
Niech f: C/Rx — E(C) bedzie dowolnym analitycznym izomorfizmem — wtedy:

E(R)lp) = £ (5/Rulpl) = {1 (“;‘”D) avez).

Oznaczmy przez P = f (%) € E[p] (gdzie ¢ € Z, p { ¢) dowolny punkt rzedu p. Z elementarnej
teorii ciat:

[Qp(P) : Q] = #{o(P) : o € Gal(Q,/Qp)}
> #{o(P) : 0 € Gal(Q,/Qp(w))}
= #{o(P) : 0 € Gal(Qp(w, Ep])/Qp(w))}

Zauwazmy, ze rozwazajac zanurzenie M — My oraz korzystajac z teorii cial klas:
Gal(My/K,) = D(b/p) = {[ip(x), M/K) : 2 € K,

gdzie iy : Ky — I oznacza kanoniczne zanurzenie (patrz Dodatek C). Jezeli a, b € Z spelniaja

(a,b) # (0,0) (mod p) to x:= 155 € Ry, wigc ze stwierdzenia m

B R (o e RN T e )

co daje nam:

[Qp(P) : Q] > #{0(P) : 0 € Gal(Qp(w, E[p])/Qp(w))} > p* — 1
Z drugiej strony [Q,(P) : @] < p? — 1, co dowodzi tezy. O
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W szczegdlnosci twierdzenie to podaje prosty warunek dostateczny na to, by p?—1 € D(p).
W tym celu wystarczy sprawdzié, czy:
n
3)--
p

dla pewnego n € {—1,-2,-3,-7,—11,—19,—43, —67, —163}. Obliczenia numeryczne poka-
zuja, ze warunek ten jest spelniony dla 5 < p < 15000. Najmniejsza liczba pierwsza, dla
ktérej nie jesteémy w stanie rozstrzygnaé, czy p? — 1 € D(p), jest p = 15073.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartosci dp(E) w przypadku, gdy £/Q ma mnozenie ze-
spolone przez Z][i].

Twierdzenie 3.2.2 (twierdzenie . Niech E : y?> = 23 — Dz, gdzie D € Z, D # 0. Wtedy
dlapt D:

p—1

ord, (D*T -25), dlap=1 (mod 4),

d,(E) =
v(E) { p?—1, dlap=3 (mod4)

gdzie dla p =1 (mod 4) liczba s zdefiniowana jest réwnosciq p = s + t* oraz warunkami:
2t¢s, s+t=1 (mod 4).

Dowdd. Niech K = Q(i) oraz M = K(EIp|). Z zalozenia p { D wynika, ze E ma dobra
redukcje w p. Jezeli p = 3 (mod 4), to p pozostaje pierwsza w Ry = Z[i], wiec z twierdzenia

mamy dp(E) = p* — 1.

Zatézmy teraz, ze p = 1 (mod 4); wtedy p = s2 + ¢ = 7 - 7o, gdzie m = s+ ti, ™ =
s — ti s prymarnymi elementami pierwszymi w pierScieniu Ry . Niech 8 bedzie ustalonym
idealem pierwszym pierécienia Rjs, lezacym nad p := (7). Wtedy K, = Q,, (stopien inercji
i rozgalezienia p nad p wynosi 1), zas grupa dekompozycji 3 nad p to:

D(p/p) = Gal(Mp/Ky) = Gal(Mp/Qp).
Wybierzmy dowolny punkt P rzedu p; wtedy (podobnie jak w poprzednim dowodzie):
[Qp(P) : Qp) = #{o(P):0 € Gal(@p/@p)}
= #{o(P): 0 € Gal(Qy(E[p])/Qyp)}
=#{o(P):0 € D(B/p)}

Ustalmy dowolny analityczny izomorfizm f : C/Z[i] — E(C)izauwazmy, ze E[p] = E[m|x E[ms],
wiec P = f(w—c1 + 7%) dla pewnych ¢,d € Z, (¢,d) # (0,0) (mod p). Rozwazmy nastepujace
przypadki:

e Przypadek I: ¢ #Z 0 (mod p)

Niech z := ¢, gdzie p { a jest dowolng liczba catkowita. Wtedy z € Ry, wigc [ip(x), M/K] €
D(B/p) oraz a(iy(x)) = 1, co daje nam:

ip(z N c d a d
P = 1 (o (54 1)) =7 (54 7)

[Qp(P) : Qp] = #{o(P):0 € D(B/p)} >p—1 (3.4)

Z drugiej strony, jezeli p|d, to P € E[p], zatem {o(P) : 0 € D(5/p)} C E[p]\{0g}. Ale
#(Ep)\{0g}) =p—1, wiecw mamy réwnosé.

wiec:
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e Przypadek II: ¢ =0 (mod p)

W tym przypadku mamy: P = f (%) Jak tatwo zauwazy¢, wykonujac rachunki analo-
giczne do powyzszych, grupa inercji I(3/p) = {[iy(z), M/K] : x € R } dziala trywialnie
na P. Stad:

{0(P): 0 € D(B/p)} = {PEOM/KTL . 5y e 7}

n
- 1. Ponadto

Korzystajac ze stwierdzenia [1.3.2| otrzymujemy, ze a(ip(n7)) = (%);

mnozenie przez idel i, (77)~! zmienia tylko sktadowa odpowiadajaca p, i dziata trywial-
nie na E[mg], wiec:

D"
pliv(?)M/K] — ¢ (a(ip(w{l)) Cip(a) d) y &), =

co daje nam:

—1
H0 < 2) oy (2) i) = (2) ).
m™ /4 1/ 4

gdzie ord,, oznacza rzad w grupie (Rg /m2)*. Pozostaje nam zauwazy¢, ze:

D\ ! -
() =D (mod 72) oraz T =7 +m2 =2s (mod ma)
1/ 4

wiec

O]

Zauwazmy, ze dlap = 1 (mod 4) redukcja krzywej z twierdzenia jest zwyczajna, wiec
korzystajac z uwagi [2.2.6] moglibySmy réwniez uzy¢ wniosku [3.1.8] oraz znanych wzoréw na
slad Frobeniusa krzywej Ey _p (patrz np. [IR90, Theorem 18.5]). W podobny sposéb mozna
uzyska¢ wzér na p-stopien krzywych z mnozeniem przez Z[w]. Zobaczmy, jak czesto funkcja
p-stopnia krzywej E_p o moze przyjmowac¢ mate wartosci:

Twierdzenie 3.2.3. Niech E/Q : y?> = 2° — Dz, gdzie D € Z, D # 0, za$ p = 1 (mod 4)
bedzie liczbg pierwszg nie dzielgeq D.

(a) Jezeli dp(E) € {1,2,4},to p=5.
(b) dp(E) =8 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest postaci siﬂ + 52, gdzie:
so=0, s1=1, Skyo=48k41 — Sk

Dowod.
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(a) zaldzmy, ze dp(E) € {1,2,4} — wtedy zgodnie z twierdzeniem réwniez ordy(2s) €
{1,2,4}, jako ze (Dpél;l)4 =1 (mod p). Rozwazmy kolejno przypadki:

e ordy(2s) = 1 — oznacza to, ze 2s = 1 (mod p), wiec s = %. To jednak nie jest

mozliwe, jako ze s? = (%)2 > p.

e ordy(2s) = 2 — oznacza to, ze 2s = —1 (mod p), wiec s = 2=l Nieréwnosé p >
2
(%) zachodzi jednak tylko dla p = 5.
e ord,(2s) = 4 — oznacza to, ze (25)? = —1 (mod p), czyli:
(2t) = —4s*=1 (modp) = 2t==+1 (mod p)

i podobnie jak w poprzednich podpunktach uzyskujemy sprzecznos$é¢ dla p > 5.

(b) zgodnie z twierdzeniem mamy: d,(E) = 8 wtedy i tylko wtedy, gdy (2s)* = —
(mod p). Wykazemy najpierw, ze jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy p = 4st + 1.
Istotnie, zauwazmy, ze:

(25)" = (25)2 - 452 = (25)% - (—4t?) = —(4st)®>  (mod p). (3.5)
Stad, jezeli p jest tej postaci, to (25)* = —1 (mod p).
Na odwrét, zalézmy, ze (25)* = —1 (mod p). Wtedy z (3.5)) dostajemy:

4st = +1 (mod p).
7 drugiej strony mamy:
0<dst+1<dst+2(s—1t)>=2p
wiec p = 4st £ 1. Z zalozenia mamy jednak p =1 (mod 4), wiec p = 4st + 1.
Rozwazmy réwnanie s2 + t? = 4st 4+ 1. Podstawienie = := s — 2t, y := t sprowadza je
do réwnania w postaci Pella:
z? — 3y2 =1

Jego rozwiazanie fundamentalne to (zg,yo) := (2,1). Z teorii réwnan Pella wynika, ze
pozostale rozwigzania dane sg rekurencja:

Tri1 4+ V31 = (2+V3) - (zn + V3yn)

badz tez réwnowaznie:

Tpnt1 = 2xp + 3Yn
Yntl = Tp+ 2y,

Podstawiajac w powyzszej rekurencji x, = Spy1 — 2tp41 oraz y, = tp41 dostajemy
rOWNOSCi ty 1 = Sy Oraz Sp+1 = 28, + 35p—1. Stad p = 4st + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
§ = Sp, t = sp—1 dla pewnego n, co konczy dowod.

O

Obliczenia numeryczne pokazuja, ze elementy ciggu (sz ot sz)zozl przy 1 < k < 100000
sg pierwsze dla:

ke{1,2,3,4,5,131, 200,296, 350,519, 704, 950, 5598, 6683, 7445, 8775, 8786, 11565, 12483 }.

Rozstrzygniecie, czy ciag liczb naturalnych zadany rekurencja zawiera nieskoniczenie wiele
liczb pierwszych, jest w ogélnosci bardzo trudnym problemem. Wcigz nie jest to rozstrzygniete
na przyklad dla ciggu Fibbonacciego. Okazuje sie, ze dla p = s? +12 reszte 2s (mod p) mozna
podaé jawnie jako (%)!. Twierdzenie o tej tresci pochodzi od Gaussa. Dowdd tego faktu
oraz dalsze rozwazania dotyczace obliczania ord,(2s) mozna znalezé w pracy [CD14].
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3.3. Funkcja stopnia dla krzywych z redukcja multyplikatywna

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ zbadaniem wartosci dg(p) w przypadku, gdy £/Q, ma
redukcje multyplikatywna. Do wyznaczenia wartosci funkcji stopnia w przypadku redukcji
multyplikatywnej wykorzystamy krzywa Tate’a. Okaze sie, ze odpowiedZ bedzie zalezata od
tego, czy redukcja jest rozlozona oraz od tego, czy j-niezmiennik krzywej jest p-ta potega
w ciele Q,. Ponizszy lemat pozwala na sprawdzenie tego w praktyce, a a takze znajduje
zastosowanie w dowodzie twierdzenia [3.3.2

Lemat 3.3.1. Niech p # 2 bedzie liczbg pierwszq. Liczba a € Q, jest p-tq potegg innego
elementu Q, wtedy i tylko wtedy, gdy a = p**-c, gdzieb € Z, ¢ € Z, oraz "1 =1 (mod p?).

Dowdd. (=) Jezeli a jest p-ta potega pewnego elementu z Q,, to jego waluacja musi by¢
podzielna przez p, wiec a = pP? - ¢ dla pewnego ¢ € Z, , ktére réwniez jest p-ta potega: ¢ = CP
dla pewnego C' € Z, . Zauwazmy, ze CP = C (mod p), wigc CP? = C' + p - D dla pewnego
D € 7Z,. Stad:

P =cr =cfP).cr=1.CP=¢ (mod p?)
(<) Wykazemy najpierw, ze jezeli « = 1 (mod p?), to a jest p-ta potega. Niech o = 1+p?- 3,
gdzie 8 € Z,. Wtedy:

(1+p-ﬁ)”=1+(f)p-ﬂJr(g)(p-ﬁ)2+...zl+p2‘ﬁ5a (mod p?)

wiec wielomian f(x) = 2P — a ma ,przyblizony” pierwiastek z¢p := 1 + p - 3 spelniajacy
v(f(z0)) =3 > 2v(f"(x0)), a zatem z lematu Hensela ma réwniez pierwiastek w Z/p.

Zatézmy teraz, ze a jest takiej postaci jak w tezie. Z zalozenia c¢!™P = 1 (mod p?), wiec z
powyzszego spostrzezenia ¢! P jest p-ta potega. Stad réwniez

a:ppb.cp.cl_p

jest p-ta potega. O

Przejdziemy teraz do przypadku redukceji multyplikatywnej roztozonej. W tym przypadku
krzywa jest Q,-izomorficzna z pewna krzywa Tate’a, wigc badanie jej punktéw torsyjnych
sprowadza sie do badania torsji na torusie @; /q".

Twierdzenie 3.3.2. Jezeli krzywa E/Q, ma roztozong redukcje multyplikatywng, to:

1, jezeli j(E) € Qp
p—1, w przeciwnym wypadku.

dr(p) = {

Dowdd. Oznaczmy: x = 1/j(FE) € pZ,. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzen [2.4.4] oraz [2.4.5|
krzywa E jest Qp-izomorficzna z krzywa Tate’a E,, gdzie ¢ = g(x), za$ g jest szeregiem pote-
gowym, danym wzorem |i Mamy zatem nastepujacy izomorfizm Gal(Q,/Qp)-modutéw:

Elp) = (g") @ (),

wige E(Qp)[p] # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € Qb.
Zauwazmy, ze v(q) = v(z), wigc jezeli p{ v(z), to ¢ ¢ QF. Zalézmy, ze p[v(z). Mamy:

1
Eg(x) =1+4+744z+...=1 (mod p?)
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wiec na mocy stwierdzenia m % g(x) € Qb. Stad:
eQ) & ze€Q) & j(E)eQ

Jezeli ¢ ¢ Qb, to:

[Qp(% : qj/p) : Qp] = . o

p—1, pljorazpti
wiec dp(E) =p— 1. O
Twierdzenie 3.3.3. Jezeli krzywa E/Q, ma nieroztozong redukcje multyplikatywng, to:

2, jezeli j(E) € QP
p—1, w przeciwnym wypadku.

dr(p) = {

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem krzywa E/Q, jest izomorficzna z krzywa Tate’a nad
kwadratowym i nierozgatezionym rozszerzeniem Qp:

L=0Quy(\7), egdziey:=~(E/Qy).
Istnieje zatem izomorfizm Gal(@p/L)—moduIéw v @; /q* — E(@p), spelniajacy:

v ogoV¥ =x(o) Voo,

JeGal(@p /Qp)

gdzie x : Gal(Q,/Q)) — Gal(Q,/Qp)/ Gal(Q,/L) = {—1,1} jest charakterem kwadratowym.
Dowolny punkt p-torsyjny P jest wtedy postaci W(z) dla pewnego z € @p speliajacego:

P =¢, gdzie je{0,...,p—1}

Oznaczmy K := Q,(P) i zauwazmy, ze dla dowolnego o € Gal(Q,/Qp) mamy:

o € Gal(@,/K) &
o o (U(2)) = U(2) &
& (o(2)) = x(o) - ¥(2) &
~ { U(? c éal(g:;i)qZ) tub { U(Z)a:gzzc_;;l(éf/og)qz)’
& o€ Gal(@,/L) N Cal(@,/Qy(z)) lub { U(ZLZZ(;;(QESOL% @)
o ecau@uee) w { TS O ay

Zalézmy najpierw, ze j # 0, pokazemy, Ze nie moze zaj$¢ drugi warunek z (3.6)). Istotnie,
jezeli mielibyémy o(2) = ¢* - z~1 dla pewnego k, to podnoszac réwnanie stronami do potegi
p uzyskalibyémy ¢/ = ¢*?=J, co daloby p|2j, wiec p|j oraz j = 0, sprzecznoéé. Stad dla j # 0
mamy:

Gal(Q,/K) = Gal(Q,/L(z)),
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czyli K = L(z). Pozostaje zauwazy¢, ze L N Qp(z) = Qp, jako ze Qp(2) jest calkowicie
rozgalezione, za$ L jest nierozgatezione. W tym przypadku dostajemy wiec:

[Qp(P) : Q] =2-[Qp(2) : Q] € {2,2p},

w zaleznosci od tego, czy z € Q). Z twierdzenia warunek z € Q, moze zaj$¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy j(F) € Qb.

Niech teraz j = 0; bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze z = (. Oznaczmy:

F = Qp(gp + Cp_l)'

Wtedy Qp((p) jest kwadratowym rozszerzeniem F', za$ L((,) dwukwadratowym. Istotnie:

Q) =F(G-G')=F (\/(gr—gp—lﬁ) _
-r(ViG+ahE-1)

L) = F (VG +G 2 -1.VA).

Z stwierdzamy, ze Gal(Q,/L((y)) € Gal(Q,/Gx) C Gal(Q,/F). Stad F C K C L((,) =
Qp(/7,¢p)) oraz K odpowiada podgrupie

{1,00} € Gal(Qp(v7, Gp)/F) = Gal(F(¢p — Gty vA) /F),

gdzie 00(¢p) = ¢, oraz oo(\/7) = —/7. Stad K = Q,(v/7 - (¢ — ¢, 1)) oraz [K : Q]
%[L(Cp) : Qp] = p — 1. Stad dostajemy teze.

o
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DODATEK A

UZUPELNIENIA Z GEOMETRII
ALGEBRAICZNEJ]

W tym rozdziale podajemy twierdzenia z geometrii algebraicznej, uzywane w tej pracy.
Zaczniemy od lematu pozwalajacego na zdefiniowanie rangi skonczonego i ptaskiego schematu
nad ustalonym schematem bazowym.

Lemat A.1. Niech S bedzie lokalnie noetherowskim schematem. S-schemat X jest skoriczony
1 plaski nad S wtedy i tylko wtedy, gdy Ox jest lokalnie wolny nad Og, czyli gdy istnieje takie
pokrycie S zbiorami afinicznymi otwartymi U, zZe X|y — U jest postaci Spec(A) — Spec(R),
gdzie A jest wolnym R-modulem skonczonej rangi. Ranga ta jest lokalnie statq funkcjg na X;
oznaczamy jg przez #X oraz nazywamy rangg X nad S.

Dowdd. Patrz [Stal6l Tag 02K9]. O

Kolejne dwa lematy pozwalaja na opis skonczonych étalnych nakry¢ ustalonego schema-
tu w szczegdlnych przypadkach. Sa one wnioskiem z glebszego twierdzenia Grothendiecka,
stwierdzajacego rownowaznos¢ skonczonych nakryé¢ étalnych schematu S z kategoria zbiorow
z dzialaniem grupy podstawowej 71 (5):

Lemat A.2 (JMil80, Example 1.5.2 (a)]). Niech k bedzie ciatem. Funktor:

{skoriczone étalne schematy nad k} — {skoniczone zbiory z cigglym dziataniem Gal(k**’ /k)}
X — X(k)

jest rownowaznosciq kategorii.

Lemat A.3 ([Mil80) Proposition 1.4.4]). Jezeli R jest henselowskim pierscieniem o ciele reszt
k, to funktor G — Gy indukuje rownowaznosé kategorii skonczonych étalnych nakryé schema-
tu Spec R oraz skoriczonych étalnych nakryé Speck. W szczegdlnosci kategoria skonczonych

étalnych schematow nad R jest rownowazna z kategorig skonczonych zbiorow z cigglym dzia-
taniem grupy Gal(k*P/k).

Na koniec podamy interpretacje punktéw R-wymiernych schematow

% = Spec(R[z1,...,x,]) oraz P% := Proj(R[zo,...,xn)).
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Poréwnamy je ze zbiorami, znanymi z ,klasycznej” geometrii algebraicznej. Niech:

A™(R) = R"

P"(R) = {(ao, . ..,an) € R : (g, ..., an) :R}/N

gdzie (a;); ~ (b;); wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u € R* takie, ze ua; = b; dla kazdego 1.
Klase réwnowaznosci punktu (ao, . .., a,) oznaczamy przez [ag : ... : ay).

Twierdzenie A.4.

(a) Istnieje bijekcja miedzy zbiorem punktow R-wymiernych schematu A ze zbiorem A™(R).
(b) Kazdemu elementowi zbioru P"(R) odpowiada pewien punkt R-wymierny na P%. JezZeli
pierscien R jest lokalny, to przyporzgedkowanie to jest bijekcjq.

Aby udowodnié powyzsze twierdzenie, bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu:

Twierdzenie A.5 ([Har77, Theorem II.7.1, str. 150]).

Jezeli ¢ : X — P jest R-morfizmem, to snop go*((’)[pvé(l)) jest odwracalny na X oraz genero-
wany przez n—+ 1 cieé globalnych: s; :== ¢*(x;). Na odwrét, dla dowolnego snopa odwracalnego
L na X generowanego przez ciecia globalne sq, ..., sy, istnieje jednoznacznie okreslony R-
morfizm ¢ : X — Py taki, Ze L= (Opr (1)) oraz *(z;) = si.

Dowdd twierdzenia [A7)
(a) Kazdy element (ay,...,a,) € A"(R) okre$la punkt wymierny

" : Spec(R) — Spec(R[z1,...,Tn]),

indukowany przez homomorfizm pierécieni ¢ : R[zy,...,2,] — R, ¢(x;) = a;. Na od-
wrot, jezeli ¢* : Spec(R) — Spec(R[z1,...,2,]) jest punktem R-wymiernym, to element
(ag, - -.,an) € A"(R) mozemy okresli¢ wzorami: a; := ¢p(z;).

(b) Niech P=lag : ... : an] € P*"(R). Wtedy ao,...,an € R = Ogpec(r)(Spec(R)) sa cie-

ciami globalnym, generujacymi snop odwracalny Ospec R, Wigc z powyzszego twierdzenia
odpowiadaja pewnemu R-wymiernemu punktowi ¢ : Spec(R) — P'. Zalézmy teraz, ze R
jest pierscieniem lokalnym, za$ ¢ : Spec(R) — P% jest pewnym punktem R-wymiernym.
Wtedy L := ¢*(Opr (1)) jest odwracalnym snopem na Spec([?), generowanym przez cigcia
si = ¢*(x;) (1 =0,...,n) — musi on byé wiec postaci M dla pewnego projektywnego R-
modulu M rangi 1. Ale nad pierécieniami lokalnymi kazdy modul projektywny jest wolny
—stad M = R. W ten sposob stwierdzamy, ze ¢ odpowiada pewnym cigciom globalnym:

ao, - - - , an, generujacym snop Ogpee(r)- Sa one okreslone jednoznacznie z dokladnoscia do
elementu R*. Stad ¢ odpowiada jednoznacznie pewnemu punktowi [ag : ... : ap] € P*(R).
O
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DODATEK B
SCHEMATY GRUPOWE

W tym Dodatku opiszemy w skrécie teorie schematéw grupowych, skupiajac sie przy tym na
plaskich skoniczonych schematach grupowych nad pierscieniami. Gléwne odniesienie stano-
wia teksty [Tat97] oraz [Sha86]. Niech C bedzie kategoria majaca obiekt poczatkowy 1 oraz
skonczone iloczyny.

Definicja B.1. Méwimy, ze obiekt G € Obj(C) wraz z morfizmami p € Home (G x G, G),
e € Home(1,G), inv € Home (G, G) jest obiektem grupowym w kategorii C, jezeli dla
kazdego T € Obj(C) zbiér G(T') := Home (T, G) ma strukture grupy zadang przez p, e, inv.

Okazuje sie, ze aby nada¢ obiektowi G' € Obj(C) strukture obiektu grupowego, wystarczy
dla kazdego T zadaé strukture grupy na zbiorze G(T') tak, aby dzialania te zachowywaly
sie funktorialnie, to znaczy tak by dla f € Home(T,T") indukowany morfizm f* : G(T) —
G(T") byt homomorfizmem grup. Morfizmy p, €, inv mozemy odzyskaé, rozpatrujac dzialania
grupowe na G(G x G) (patrz [Tat97, str. 124]). Stad oraz z lematu Yonedy obiekty grupowe
sa w bijekcji z reprezentowalnymi funktorami dziatacymi z C do kategorii grup abelowych.

Definicja B.2. Niech S bedzie ustalowym schematem. Przez S-schemat grupowy rozu-
mie¢ bedziemy obiekt grupowy w kategorii Sch/S schematéw nad S. Kategorie S-schematéw
grupowych oznaczaé¢ bedziemy przez GS/S. Morfizmy w tej kategorii mozna utozsamiaé z
transformacjami naturalnymi miedzy odpowiednimi funktorami, badz tez z morfizmami sche-
matéw komutujacymi z dziataniem p.

Kategoria GS/S nie jest abelowa, istnieja w niej jednak jadra ([Sha86l, str. 35]). Zauwazmy
tez, ze jezeli G jest S-schematem grupowym, zas T jest S-schematem, to Gp := G x g7 jest T-
schematem grupowym. W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze S = Spec(R) jest schematem
afinicznym, pochodzacym od pierScienia Noether, méwiac dla uproszczenia o R-schematach
grupowych. Kategorie schematéw afinicznych oraz pierécieni przemiennych z jedynka sg anty-
rownowazne. Dlatego kazdy afiniczny R-schemat grupowy pochodzi od przemiennej R-algebry
Hopfa, tzn. R-algebry wyposazonej w R-liniowe dzialania komnozenia 1 : A — A Qg A, ko-
jednosci € : A — R oraz koodwrotnosci inv : A — A, ktére spelniaja odpowiednie aksjomaty.

Przyklad B.3. Grupg addytywng nad R nazywamy schemat G, = Spec(R[z]) wraz z
naturalnym dziataniem na grupie punktow X -wymiernych:

Go(X) = Ox(X).
Struktura algebry Hopfa na R[x] dana jest przez: p(x) = z@1+1®x. e(z) =0, inv(z) = —z.
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Przyktad B.4. Grupg multyplikatywna nad R nazywamy schemat G, = Spec(R[z,x~1])
wraz z naturalnym dziataniem na grupie punktow X -wymiernych:

Gm(X) = Ox(X)*.

Struktura algebry Hopfa na R[x,x~1] dana jest przez: pu(z) = r @ z. e(z) = 1, inv(z) = 2~ L.
Przyktad B.5. Grupg n-tych pierwiastkéw z jednosci nad R nazywamy schemat p, =
Spec(R[z]/(x"™ — 1)) wraz z naturalnym dzialaniem na grupie punktow X -wymiernych:

pn(X) ={f € Ox(X)* : f" =1}

Struktura algebry Hopfa na R[z|/(x"™ — 1) dana jest przez: pu(x) =z @z, e(x) =1, inv(z) =
-1
z

Przykltad B.6. Statym schematem grupowym nad R o widknie I' (gdzie I" jest pewng
grupg abelowq) nazywamy schemat:

r:.= H Ay, gdzie Ay = Spec(R)
gel

wraz z morfizmem p: I xg ' — I zdefiniowanym tak, aby pi|a,x 4, przenosito identyczno-
Sciowo Ag X g Ap na Agp — mamy bowiem:

Ay xr Ap = Spec(R ®r R) = Spec(R) = Agy,

W szczegolnosci dla spdjnego R-schematu T mamy: L(T) = T'. Schemat grupowy I' odpowiada
R-algebrze Hopfa:
R :={f:T — R| f jest dowolng funkcjq}

o bazie:
(eg)ger, gdzieeg: T — R, eg(h) = dgp

(gdzie Og4p, jest deltq Kroneckera) wraz z mnoZeniem m : R ®p R' — R':
m(eg - €n) = dgng

- jedynkq mnozenia jest wiec wowczas Y ep €q. Struktura algebry Hopfa zadana jest przez
odwzorowania:

5(€g) = dge, ,U(eg) = Z €hy @ €hy, inV(eg) = €—g-
h1+ha=g

Przyklad B.7. Niech k bedzie cialem. Zgodnie z lematem [A.9 dowolnej grupie skoriczonej
I oraz cigglemu homomorfizmowi grup x : Gal(k*P /k) — Aut(I") odpowiada pewien schemat
grupowy I'(x) étalny nad Spec(k). W szczegdlnosci, dla trywialnego x dostajemy staly schemat
grupowy I'. Z lematu wynika, Ze schemat grupowy I'(x) mozna zdefiniowaé réwniez nad
Spec(R), w przypadku gdy R jest pierscieniem Hensela o ciele reszt k.

Przyktad B.8. Podamy teraz przykiad morfizmu schematéw grupowych. Niech G bedzie
dowolnym przemiennym schematem grupowym. Niech [n] : G — G bedzie morfizmem okreslo-
nym na grupie punktéw T-wymiernych jako mnozenie przez n (z uwag na poczqtku rozdzia-
lu wynika, Ze jest to poprawne okreslenie morifzmu). Morfizm ten nazywamy morfizmem
mmnozenia przez n, zas jego jadro G[n] — schematem grupowym n-torsji na G.
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Waznag klase schematéw grupowych stanowia te, ktére sg plaskie i skonczone nad schema-
tem bazowym. Dziela one wiele wspdlnych wlasnosci ze zwyktymi grupami. Wérdéd podanych
przez nas przykladéw p,, I oraz I'(x) sa plaskie i skonczone, o ile grupa I' jest skoniczona.

W szczegdlnodcei, gdy schemat bazowy jest noetherowski, dla dowolnego skonczonego pta-
skiego schematu grupowego G mozna zdefiniowaé jego rzad #G (patrz . Przyktadowo
#un = n oraz #L = #I'(x) = #I. Dla tak zdefiniowanego rzedu zachodzi np. odpowiednik
twierdzenia Lagrange’a — jezeli N jest ptaskim schematem podgrupowym G, to schemat ilo-
razowy GG/N istnieje oraz jest plaski i skoniczony nad S. Ponadto mamy: #G = #N -#(G/N)
(patrz [Sha86, str. 38]).

Przypomnijmy, ze jezeli I' jest grupa topologiczna, zas sktadowa spdjnosci elementu neu-
tralnego I'? jest otwarta to grupa sktadowych T'/T? jest dyskretna. Odpowiednik tego faktu
zachodzi réwniez dla ptaskich, skonczonych schematéw grupowych.

Twierdzenie B.9 (ciag sp6jno-étalny, [Sha86l str. 43]). Niech R bedzie zupelnym pierscie-
niem lokalnym. Niech G bedzie skoriczonym i plaskim R-schematem grupowym, zas G° —
sktadowq spojnosci identycznosci w G. Wtedy G° jest podgrupg normalng, za$ grupa ilorazo-
wa G := G/G° jest étalna. Cigg doktadny:

0-G" G -G -0

nazywamy ciggiem spojno-étalnym grupy G. Jezeli ponadto R = k jest ciatem doskonalym,
zas G — schematem przemiennym, to cigg ten rozszczepia sie.

Podamy jeszcze charakteryzacje spdjnych schematow grupowych w terminach ich punktéw
geometrycznych:

Stwierdzenie B.10. Niech k bedzie cialem, zas G — skoniczonym k-schematem grupowym.

G jest spdjne wtedy i tylko wtedy, gdy G(k) jest grupg trywialng.

Dowdd. Zauwazmy, ze G = Spec(A), gdzie A jest skoniczona k-algebra Hopfa. W szczegdlnosei
A jest pierécieniem Artina (JAMG9, zad. 8.3]), mozna go wiec zapisa¢ jako iloczyn pierécieni
lokalnych (JAMG9, Tw. 8.7]). Schemat G jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy A nie mozna
zapisaé jako iloczyn pierscieni. Z powyzszych uwag wynika zatem, ze G jest spdjny wtedy i

tylko wtedy, gdy A jest pierscieniem lokalnym, czyli gdy G(k) jest trywialne. O

W szczegdlnosci ze stwierdzenia [B.10] wida¢ od razu, ze jezeli char k = p, to schemat jipn jest
spojny dla kazdego n.

Ustalmy teraz S-schematy grupowe G, H oraz rozwazmy nastepujacy funktor Hom(G, H) w
kategorii Sch/S:
T +— HOHle/T(G Xs T, H Xs T)

Przyktadowo, jezeli G bedzie dowolnym skonczonym schematem grupowym nad S = Spec(R),
za§ H = Gy, to funktor Hom(G, H) jest reprezentowalny przez tzw. grupe dualng w
sensie Cartier do G, oznaczang przez G. Pochodzi ona od dualnej algebry Hopfa AV :=
Hompg_mod(A, R). Latwo zauwazy¢, ze #(GY) = #G oraz (G¥)Y 2 G.

Przykladowo, grupe dualna do Z/n stanowi u,, — dowodzi tego nastepujacy (ogélniejszy) fakt,
ktéry wykorzystamy réwniez w dowodzie twierdzenia

Twierdzenie B.11. Niech G bedzie skoniczonym, plaskim oraz przemiennym R-schematem
grupowym. Wtedy Hom(Z/p, G) jest reprezentowalny przez G[p].
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Dowdd. Zgodnie z lematem Yonedy wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego T' € Obj(Sch/R):
Homgg,r(Z/p xs T, G x5 T) = G[p|(T)

Po zmianie bazy mozemy przyja¢ T' = S. Niech Z/p = [1;cz,, Ai, gdzie A; = Spec(R).
Zauwazmy, ze obraz dowolnego morfizmu Z/p — G jest zawarty w G[p|, wiec

Homgs,r(Z/p, G) = Homgs/r(Z/p, G[p])

Dowolnemu homomorfizmowi f : Z/p — G[p] odpowiada element
fla, € Gpl(R) := Homgs,r(Spec(R), Glp])-

Na odwrét, majac dane g € G[p](R) mozemy zdefiniowaé f : Z/p — G[p] wzorem:
flai=Tlaog.

Wtedy f jest morfizmem schematéw grupowych, tzn. ug o (f X f) = f o ugz, — istotnie:

pG o (f X f)laixpa; = e o ([ilgog x [flacg) =
= [i+j]Gog:f|Ai+j =
= (fOMZ/p)|Az‘><RAj'

Pozostaje zauwazy¢, ze skonstruowane przyporzadkowania sg wzajemnie odwrotne i funkto-
rialne. O

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem lokalnym. Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wszyst-
kich ptlaskich, skoficzonych schematéw grupowych, bedacych rozszerzeniem Z/n o schemat
grupowy ,, tzn. elementéw grupy

Extas, r(Z/n, tn)-

W tym celu bedziemy potrzebowali ptaskiej kohomologii. Przez ptasks topologie rozumiemy
topologie Grothendiecka wyznaczona przez jedna z nastepujacych rodzin odwzorowan:

e wiernie plaskie i quasi-zwarte (fpqc),
e wiernie plaskie i skoficzonej prezentacji (fppf).

Obie topologie sa mocniejsze od topologii étalnej (dowolny morfizm étalny jest fpqc oraz fppf).
Majac dany okreélony situs konstrukcja ptaskiej kohomologii przebiega w sposéb analogiczny
do konstrukeji kohomologii étalnej (patrz np. [Mil80]).

Zauwazmy, ze dowolny ptaski, przemienny R-schemat grupowy mozna traktowa¢ w naturalny
sposéb jako snop dla plaskiego situsa wraz z topologia fpqc lub fppf (patrz [Mil80, IT Corollary
1.7]). Okazuje sie, ze kohomologia dla takiego snopa nie zalezy od tego, czy wybierzemy
maly, czy tez duzy situs, topologie fpqc, czy tez fppf ([Mil80, I11.3.4]). Wykazemy, ze grupe
ExtéS/R(Z/n,pn) mozna utozsamié¢ z grupa kohomologii H}Z(R,,un). Istotnie, jak wynika z
twierdzenia d-funktor Hf)(R,-) w kategoril n-torsyjnych fppf snopéw na Spec(R) jest
funktorem pochodnym funktora

I(R,-) = HOIHGS/R(&/”? )= HOHIC(%? )
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gdzie C jest kategoria n-torsyjnych fppf snopéw nad Spec(R). Stad H}l (R, j1n) = ExtE(Z/n, pin).
Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli snop F spelnia ciag doktadny:

0— up —F —Z/n—0,

to réwniez pochodzi od pewnego skonczonego i plaskiego R-schematu grupowego (wynika to
z teorii spadku dla odwzorowan afinicznych), tak wiec Extt(Z/n, u,) = Extgg JR(Z[1, ).

Aby obliczyé H }I(R, tn), wykorzystamy ciag dokladny Kummera dla plaskiej topologii (patrz
np. [Mil80, example I1.2.18. (b), str. 66)):

OHMn_’Gmﬂ)GmHO
ktory indukuje diugi ciag kohomologii:
0 = pa(R) = C(R) =5 Gu(R) — H}y(R, i) — H}y(R,G) — H}y(R, Grn)

Zauwazajac, ze H}Z(R7 Gm) = Pic(R) = 0, dostajemy:

Hjy (R, pin) = coker(Gpn(R) =5 G (R)) = R* /(R*)"
W ten sposob otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie B.12. Jezeli R jest pierscieniem lokalnym, to:
Exts/r(Z/n, ) = R*/(R*)"
Szkic tego dowodu mozna znalezé¢ réwniez w [CGP15, str. 542].

Zdefiniujemy teraz grupy p-podzielne, zwane takze grupami Barsotti’ego - Tate’a. Stano-
wig one wazny przyktad tzw. formalnych schematéw grupowych. Definicje mozna sformutowaé
dla dowolnego pierscienia R, jednak najwazniejszy dla nas przypadek stanowia pierscienie lo-
kalne o charakterystyce ciata reszt p > 0.

Definicja B.13. p-podzielna grupa wysokoéci h nad R nazwiemy ciag ptaskich, skonczo-
nych i przemiennych R-schematéw grupowych (G,,), takich, ze #G, = p™, G, C Gni1
oraz G, = ker([p"] : Gp+1 — Gp41). Kategorie grup p-podzielnych nad R oznaczymy przez
p-div/R.

Okazuje sie, ze podstawowe pojecia oraz twierdzenia teorii ptaskich, skonczonych schema-
téw grupowych przenosza sie na teorie grup p-podzielnych. Przyktadowo grupe p-podzielna
G = (Gpn)n bedziemy nazywali spojna (étalna), jezeli dla kazdego n schemat grupowy G,
jest spéjny (odpowiednio: étalny). Analogicznie zdefiniowa¢ mozna m.in. dualno$é Cartier
oraz ciag spdjno-étalny. W pracy gtéwna role odegraja dwie grupy p-podzielne: stala grupa
p-podzielna Q,/Z, := (Z/p"), oraz grupa pierwiastkéw z jednosci pipee := (ppn )n.

Grupy p-podzielne pojawiaja sie w naturalny sposéb w teorii schematéw abelowych. Przypo-
mnijmy definicje schematu abelowego nad schematem bazowym S:

Definicja B.14. S-schemat grupowy A o wlasciwym i gladkim morfizmie strukturalnym
7 : A — S nazywamy schematem abelowym nad S relatywnego wymiaru d, jezeli dla
dowolnego y € S widkno A, := 7~ 1(y) jest geometrycznie spéjne i ma wymiar d.
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Zauwazmy przy tym, ze krzywa eliptyczna jest schematem abelowym relatywnego wymiaru 1.
Z dowolnym schematem abelowym A nad Spec(R) mozna zwiazaé grupe p-podzielna zadana
wzorem: A[p™] := (A[p"]),. Okazuje sie, ze w pewnych przypadkach podniesienia schematu
abelowego z ciala reszt do piericienia R sa wyznaczone jednoznacznie przez podniesienia jego
grupy p-podzielnej.

Twierdzenie B.15 (Serre’a-Tate’a, [Kat81, Theorem 1.2.1]).
Niech R bedzie lokalnym pierscieniem Artina o ideale maksymalnym m oraz zaldimy, Ze

k :=R/m jest cialem charakterystyki p. Rozwazmy kategorie D, ktorej elementami sq trdjki
(A, G, ®), gdzie:

o A jest schematem abelowym nad k,
o (G jest p-podzielng grupg nad R,
o O : A[p>®] — Gy jest izomorfizmem,

z naturalnie zadanymi morfizmami. Wtedy funktor A — (Ag, A[p>], ®) jest réwnowaznoscig
kategorii schematow abelowych nad R oraz kategorii D.
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DODATEK C
TEORIA CIAL KLAS

W tej czesci pracy przypomnimy najwazniejsze definicje oraz twierdzenia teorii ciat klas. Za-
czniemy od sformutowania twierdzenia o wzajemnosci Artina w przypadku lokalnym. Niech K
bedzie cialem lokalnym o pierscieniu liczb catkowitych Ry, ideale maksymalnym m, waluacji
vi : K* — 7Z oraz ciele reszt k(m) := R /m = F, (gdzie ¢ = p").

Twierdzenie C.1 (lokalna wzajemno$é Artina). Istnieje homomorfizm px : KX — Gal(K%/K)
o nastepujgcych wiasnosciach:

(i) jezeli rozszerzenie L/ K jest abelowe i skoriczone, to
PL/K = PK|L K™ — Gal(L/K)

Jjest surjekcjq o jedrze Ny g L*. W szczegdlnosci prc jest cigglq iniekcjg o gestym ob-
razie.

(ii) jezeli rozszerzenie L/K jest abelowe, skoriczone oraz nierozgalezione, a ponadto 7 jest
uniformizatorem dla Ry, to pi(w)(x) jest automorfizmem Frobeniusa dla L/K.

(i) pr|gpx indukuje izomorfizm Ry oraz grupy inercji I,
K

Dowdd. Konstrukcje odwzorowania Artina znaleZé mozna np. w [Ser79, XIII §4]. Wiasnosci
(1), (ii), (iii) wynikaja z [Ser79, XIII §4, Proposition 13, str. 197] oraz [Ser79, Corollary, str.
198] O

Przejdziemy teraz do przypadku globalnego. Niech K bedzie ciatlem liczbowym o pier-
Scieniu liczb catkowitych Ry oraz zbiorze waluacji V. Przez Vp bedziemy oznaczali zbior
niearchimedesowych waluacji (ktére bedziemy utozsamiali z idealami pierwszymi w Ry ), zas
przez Voo — zbior archimedesowych waluacji. Jezeli v € V, to przez K, bedziemy oznaczali
uzupelienie K wzgledem metryki indukowanej przez v, za$ R, := {z € K, : v(z) > 0}. Po-
nadto dla ideatu pierwszego p € Spec(R) bedziemy oznaczali cialo reszt jako k(p) := Ry /p.
Niech L/K bedzie abelowym rozszerzeniem o dyferencie Dy, p € Spec(Rk) — dowolnym
nierozgalezionym ideatem pierwszym oraz b|p. Grupa dekompozycji:

D(b/p) :={o € Gal(L/K) : o(b) = b}

o7



nie zalezy wéwczas od wyboru b oraz jest izomorficzna z grupa Galois Gal(Ly/Ky).
Dla dowolnego ciata liczbowego K przez lx bedziemy oznaczali grupe ideli ciata K, tzn.

Ik :={(ay), € H K): w(ay) =0 dla prawie wszystkich v € V'}
veV

wraz z topologia tzw. produktu ograniczonego. Oznacza to, ze baze zbioréw otwartych tworza
zbiory postaci [[,cy Uy, gdzie U, sg zbiorami otwartymi w K oraz U, = R dla prawie
wszystkich v. Przypomnijmy pokrétce najwazniejsze definicje zwiazane z idelami:

e ideal zwigzany z idelem s = (s,) € I definiujemy wzorem: (s) := ], pUr() 9 Rye,

e zanurzenie ¢ : K* < I (diagonalne) oraz ¢, : KX < Ix (na wspdlrzedna odpowiada-
jaca waluacji v),

e norma dla ideli — jezeli L/K jest skoficzonym rozszerzeniem cial, to mozemy zdefi-
niowa¢ ciagly homomorfizm Ny /g : I, — Ik wzorem:

Np/k((sw)w) = (to)v, ty = HNLw/Kv (Sw)

wlv

Niech L/K bedzie dowolnym skohczonym rozszerzeniem abelowym L/K — definiujemy wtedy
tzw. homomorfizm Artina wzorem:

[ L/K] : I — Gal(L/K), [(sv)v, L/K] == ] pr./x,(s0)lz
veV

(gdzie w jest dowolna waluacja przedluzajaca v). Zauwazmy przy tym, ze iloczyn ten jest
dobrze okreslony — jezeli waluacja v nie jest rozgaleziona w L/ K oraz v(s,) = 0, to z wlasnosci
(iii) twierdzenia dostajemy pr /,(sy) = 1. Z funktorialnosci mozemy stwierdzi¢, ze
zdefiniowane w ten sposéb homomorfizmy sa zgodne, co pozwala na okreslenie homomorfizmu
[, K] : Ix — Gal(K®/K) wzorem [(sy), K]|1, = [(sv)v, L/K]. Ponizsze twierdzenie podaje
najwazniejsze wlasnosci tego homomorfizmu:

Twierdzenie C.2 (globalna wzajemnosé Artina, [Sil94] Theorem I1.3.5.]).
(a) (twierdzenie o iloczynie) ((K™) C ker|-, K],

(b) [ K] : Ix — Gal(K®/K) jest cigglym epimorfizmem, zgodnym wzgledem brania roz-
szerzen:
[z, L]| gav» = [Nk, K]

(c) jezeli L/ K jest skoriczonym i abelowym rozszerzeniem, to
L L/K]) = [, K|y : T — Gal(L/K)
jest epimorfizmem o jadrze K* Ny, /1.
(d) niech v € V. Wtedy:

— jezeli m € K spelnia warunek v(m) =1, to [ty(7), K] jest automorfizmem Frobe-
niusa odpowiadajgcym v,

X

— jezeli a € RX, to element [1,(), K] nalezy do grupy inercji 12°.
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OZNACZENIA

e schematy:

— Sch/S — kategoria schematéw nad ustalonym schematem S

— Ox — snop strukturalny schematu X

— k(y) — cialo rezydualne schematu X w punkcie y

— Qx/g — snop form rézniczkowych na S-schemacie X

— (U, F) — zbiér cie¢ snopa F na zbiorze otwartym U

— Xp:= X xgT, Xg = Xgpec(r) — zmiana bazy S-schematu X

— #X — rzad skoniczonego i ptaskiego S-schematu .................. ... ..., str.
— X(R) — punkty R-wymierne schematu X.

— H}y(R, F) — plaska kohomologia snopa F nad Spec(R) ................... str.
— AT(R) = R o str.
— P"(R) = {(ao,...,an) € R : (ag...an) = R}/ SRR str.

e schematy grupowe:

— €@, baG, tnvg — morfizmy zadajace strukture schematu grupowego ......... str.
(indeks G pomijamy, gdy kontekst jest jasny)
— GS/S — kategoria S-schematéw grupowych ........... ..., str.
— ln — schemat grupowy n-tych pierwiastkéw z jednodci .................... str.
— I' — staly schemat grupowy o wiéknie I' ............ ... ... ... ... ..... str.
— I'(x) — étalny schemat grupowy wyznaczony przez
grupe I' oraz charakter x : G — Aut(L') ... .o i str.
— Gn] — podgrupa n-torsji na G' ... str.
— GY — sktadowa spéjnosci elementu neutralnego w G ...................... str.
— G — maksymalny étalny iloraz grupy G .............ciiiiiiii str.
— GV — grupa dualna w sensie Cartier do G ............. ...t str.
— Hom(G, H) — funktor zadany jako: .......... ... ... ... . ., str.

T +— HOHle/T(G XS T,H XS T)

59

49

54
50

50

o1

51
52
52

52
52
93
93
593
93



— p-div/R — kategoria grup p-podzielnych nad R

— Qp/Zy — grupa p-podzielna zadana jako: Qp/Zy = (Z/p™)p «.ovvven...

— ppoe — grupa p-podzielna zadana jako: fipeo = (fpn)n «ovoiiiiiiiii

e pierScienie zupelne, ciata lokalne:

R — zazwyczaj: pierscien dyskretnej waluacji v o ideale maksymalnym m,

uniformizatorze m, ciele utamkoéw K oraz ciele reszt k := R/m

R; := R/m’ — pierécien lokalny o ideale maksymalnym m; :=m/m’ .......

e(L/K) — indeks rozgalezienia rozszerzenia cial lokalnych L/K

K" /K — maksymalne nierozgalezione rozszerzenie ciala K

K% /K — maksymalne abelowe rozszerzenie ciata K

1% — abelowa grupa inercji, tzn.:

Igj’ ={o € Gal(K“b/K) cx=o(x) (mod m??) VaeRan }

. 55
. 55
. 55

.22
.22

gdzie R jest pierscieniem liczb catkowitych w K% za$ m? — idealem maksymal-

nym w R,

e algebraiczna teoria liczb oraz teoria cial klas:

Ry — pierscien liczb catkowitych w ciele K

8] 8]

™

D(3/p) — grupa dekompozycji ...

(%), (%), — symbol reszt potegowych

— Ky, K, — uzupelnienie ciala K wg waluacji v (odpowiednio: waluacji odpowiada-

jacej ideatowi p)

— ¢ — diagonalne zanurzenie K — Ix ... i str. 58
— Ly, lp — kanoniczne zanurzenia K,, K, — Ix ... str. 58
— I —grupaideli ciala K ... o str. 58
— pK; Pr/K> K], ['L/K] — homomorfizmy Artina ...................... str. 57, 58
e krzywe eliptyczne:
— Eap — krzywa zadana réwnaniem Weierstrassa: 42 =234+ Az + B ........ str. 9
— Op — punkt wyrézniony na krzywej eliptycznej .......... ... .. ... ... .. str. 9
(w przypadku krzywej Weierstrassa: O = [0: 1 : 0])

— A(Eag) = —16 - (443 + 27B?) — wyréznik krzywej Weierstrassa ........... str. 9
— j(Eap) = —1728 - A%;j; ~ j-niezmiennik krzywej eliptycznej ............ str. 10
— V(BAB/K) = /=2A]B ... str. 10
— E,s(K) — grupa K-wymiernych punktéw nieosobliwych .................. str. 11
— End(E) — K-izogenie E — E

— aq(E) — $lad morfizmu Frobeniusa Fy krzywej E ......................... str. 13
- F - redukcja Krzywej B ..o str. 27
— Ei(R;) — jadro redukcji (mod 79) ... str. 27
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— E- grupa formalna zwigzana z krzywa eliptyczng ........................ str. 29

— E[p™] — grupa p-podzielna zwiazana z krzywa eliptyczna ............. str. 25, 56
inne:

— dy(E) — p-stopien krzywej eliptycznej E/Qp ... str. 5

— D(p) :={dy(E) : E/Q, — krzywa eliptyczna dobrej redukcji w p}. ......... str. 6

— ordy, z, ordy & — rzad x w grupie odp. (Z/p)* lub (Rg/7)* ............ str. 8, 43

— G[n] = ker(G % G) — n-torsja w grupie abelowej G

— Giors = U,, Gn] — podgrupa torsyjna G

—rank, G :=dimp, G[P] ......oooiii str. 33
- Qh={d":aeQ}
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