Uroki zupelnosci

Jedrzej Garnek

Definicja 1. Waluacja na ciele K nazywamy funkcje v : K — Z U {00} spelniajaca:
e v(r)=c0 & z=0,
o v(z-y) =v(z)+v(y),
* v(z +y) > min{v(z),v(y)},
e istnieje m € K takie, ze v(7) = 1 (tzw. uniformizator), tzn. v jest surjekcja.

Zauwazmy, ze:

R:={x e K" :v(z) > 0}.
jest piersécieniem lokalnym o ideale maksymalnym:
m:={z € R:v(z) >0}

generowanym przez dowolny uniformizator (méwimy, ze R jest pierScieniem dyskretnej wa-
luacji).

Przyktad 1. Ustalmy liczbe pierwszq p. Wtedy na ciele Q mozna okresli¢ waluacje:

Up (p" . %) =n, jezelipta,b

- zauwazmy od razu, zZe uniformizatorem jest p. Pierscien waluacyi dany jest jako:
Zoy = {3 :ptb}
Przyklad 2. Ustalmy a € C. Wiedy na ciele C(z) mozna okresli¢ waluacje:
va ((z —a)" - g(2)) = m, dla g(a) € C*
(rzqd zera/bieguna w a). Uniformizatorem jest wtedy (z — a). Pierscien waluacji dany jest jako:
C(2)(2—a) = funkcje wymierne dobrze okreslone w a

Przyklad 3. Uogdlnimy poprzedni przyklad. Niech C : f(z,y) = 0 bedzie dowolng krzywaq alge-
braiczng w A%. Okazuje sig, ze punkt P € C(C) jest gladki wtw. gdy na pierscieniu

Op = funkcje regularne dobrze okreslone w P = A(C)m,

(gdzie A(C) := Clz,y]/(f(z,y)) jest pierscieniem wspdlrzednych na C, tzn. pierscieniem funkcji
reqularnych na C, za$ mp = (x — o,y — Yo) — idealem maksymalnym odpowiadajgcym punktowi
P = (x0,y0)) mozna okresli¢ dyskretng waluacje. Dowolna prosta przechodzgca przez P i nie
styczna do C jest wowczas uniformizatorem.



Zauwazmy, ze na ciele K wraz z waluacja v mozna wprowadzi¢ wartos¢ bezwzgledna wzorem:
—v(T
|z, = e7®

co pozwala z kolei na wprowadzenie metryki na podanych powyzej pierScieniach. Metryka ta
jest do$é ,zabawna” (przykladowo wszystkie trojkaty sa w niej réwnoramienne), jednak problem
sprawia nam co innego. Przypomnijmy definicje znang wszystkim dobrze z analizy i topologii:

Definicja 2. Przestrzen metryczna nazwiemy zupelna, jezeli dowolny ciag Cauchy’ego jest w
niej zbiezny.
Zauwazmy, ze podane powyzej ciala nie sa zupelne — przyjmujac w przykladzie 2 a = 0

mamy: » % ¢ Q(x). ,,Uzupelniajac” pierscienie i ciala z poprzednich przykladéw otrzymujemy
nastepujace ciala/pierscienie:

Przyklad 4. Podstawiajgc w przykladzie 2 a = 0 oraz uzupelniajgc C(z) wzgledem waluacji v,
dostajemy cialo szeregow Laurenta o wspotczynnikach wymiernych:

C((z)) = Z anz" i N € Z,a, € Q

n>N

Zawwazmy, ze wtedy pierscieniem waluacji jest C[[z]] — pierscien szeregéw formalnych. Unifor-
mizator i cialo reszt pozostajg takie same.

Przyklad 5. Uzupeiniajec Q wzgledem waluacji v, dostajemy tzw. ciato liczb p-adycznych:

Q=4 ap":a,€{0,1,....p—1},NEZ
n>N

(dodawanie nastepuje ,z przenoszeniem” — tak jak w systemie dziesietnym) wraz z pierscieniem
waluacji (tzw. liczby catkowite p-adyczne):

Z, = Zanp”:ane{(),l,...,p—l}

n=0

Zavwazimy, zZe kazdy element a = ano anp™ € Z,, jest wyznaczony przez zgodny ciqg elementow
Z/p"™:
ap € Z/p, ag+pay € L/p*, ao+ par +play € Z/p, . ..
— mozna wiec réwnowaznie zdefniowaé Z, jako granice odwrotng:
limZ/p".
W dalszym ciagu przyda nam si¢ redukcja do R/7n™ dana jako:
ag+ap T4 ...—ag+a T+ ... Fap_1 -7 (mod ")

W szczegblnosci bedziemy redukowali elementy do ciala reszt k := R/m — zauwazmy, ze w
poprzednich przyktadach:
Ly/pLy = L[pL =T,

Clll)/z - Clle]] =C

Zastanéwmy sie, jak wygladaja nam znane liczby zapisane w postaci p-adyczne;j.



o Zalézmy, ze % jest postaci:

1 n
5 = Z an5 .
n>=0
Redukujac (mod 5) dostajemy: 2ag = 1 (mod 5), czyli ap = 3. Redukujac (mod 5)2
mamy 2 (3+a;-5) =1 (mod 52), co daje a; = 4. Okazuje sig, ze rozumowanie to mozemy
iterowaé, dostajac liczbe a € Zs, spelniajaca:

1

Y g=a (mod 5™),

s o1 . 1 o P ,
czyli a = 5 (waluacja v(a — 5) musi by¢ nieskonczona).

71:245”

n>=0

e W Q5 zachodzi réwnosé:

wynikajaca ze wzoru na sume szeregu geometrycznego.

e zastanéwmy sie, czy /—1 € Qs, tzn. czy réwnanie x? + 1 = 0 ma rozwigzanie w Qs:

V-1= Z a,5" = —1=a} (mod5) = (bez straty ogdlnoici) ag =2
n>0

= -1=(2+a;-5?% (mod5%) = a=2=
Za chwile udowodnimy, ze procedure tg mozna zawsze kontynuowaé¢ w nieskonczonosc.

Gléwnym powodem, dla ktorego ciata zupelne sa tak wazne, jest to, ze mozna w nich w prosty
sposob konstruowaé elementy — zadajac po prostu cigg Cauchy’ego. Fakt ten wykorzystamy w
nastepujacym twierdzeniu, uogdlniajacym nasze poprzednie zmagania:

Lemat 3 (lemat Hensla). Zalozmy, Ze (K,| - ||o) jest przestrzeniq zupelng. Niech f € R[zx] i
zalézmy, ze f € k[z] ma pierwiastek pojedynczy ag € k (tzn. f'(ag) # 0). Wtedy istnieje dokladnie
jeden element a € R taki, Ze:

a=ag (mod m), fla)=0

Dowdd. Wystarczy pokazaé indukcyjnie, ze istnieje ciag a,, € R taki, ze element:

A, = g a;m"

0<i<n

spelia f(4,) =0 (mod 7"*!) dla kazdego n. Skonstruowany w ten sposob szereg jest zbiezny
do pewnego elementu a € R (z zupelnosci R), ktéry musi spelniaé f(a) = 0.

Dla n = 0 wystarczy w dowolny sposob podnieéé¢ ag do R. Zal6zmy, ze mamy ay, . . . , a,, takie,
ze zachodzi: f(A,) = w1 . c. Z rozwiniecia Taylora:

fz+Ay) = f(An) +z- f'(An) + 22 - g(x)
Podstawmy = = 7! - y i zredukujmy (mod 7" *2):

frmtoy+A)) =" ety f(A,) 0 (mod 7T2)



wiee f(n" .y + A,) =0 (mod 7" 2) wtw. gdy:
c+y-f(A,) =0 (mod )

Zauwazmy, ze f'(A4,) = f'(ag) £ 0 (mod 7), wiec powyzsze réwnanie ma dokladnie jedno roz-
wigzanie y = (f'(4,))7! - ¢ (mod 7). Wystarczy wiec przyjaé¢ an 1 = 9.
O

Lemat Hensla ma wiele uogélnien, przytoczmy niektére z nich:

e jezeli istnieje ag € R takie, ze v(f(ag)) > 2 - v(f'(ap)), to istnieje a € R spelniajace
v(a —ao) > v(f'(a0)?/ f(ao)),

e jezeli f(x) = go(x) - ho(z) dla pewnych gg, ho € Rlz], NW D(go, ho) = 1, to istnieja wielo-
miany g, h € R[z], spelniajace g = go, h = hg, f =g h,

e wersja dla uktadu n réwnan z n niewiadomymi (zastepujemy pochodna przez jakobian).

Jako przykladowe zastosowania zauwazmy jeszcze, ze pp,—1 C Qp oraz v/1+z € Q((x)).

7 teorioliczbowego punktu widzenia, powyzsza procedura pozwala nam na podnoszenie rozwia-
zan z charakterystyki p do charakterystyki 0. Cialem, ktére nas interesuje jest jednak Q, a nie
Qp. Czy mozna powiedzie¢ cos rozwigzaniach w Q, wiedzac co$ o rozwigzaniach p-adycznych?
Jezeli réwnanie nie ma rozwiazan p-adycznych, to nie ma tez rozwigzan wymiernych — z zasady
tej korzystamy czesto na elementarnej teorii liczb, stwierdzajac, ze réwnanie nie ma rozwigzan
catkowitych/wymiernych, bo nie ma ich modulo np. 8, badz tez nie ma rozwiazan rzeczywistych.
Czy jest mozliwe odwrotne rozumowanie? Okazuje sie, ze w pewnych szczegdlnych przypadkach
tak:

Twierdzenie 4 (zasada lokalno-globalna Hassego). Niech q¢ € Q[x1, ..., x,] bedzie formg kwa-
dratowg n-zmiennych. Réwnanie q(x) = 0 ma rozwigzanie w Q wtw. gdy ma rozwigzanie w
dowolnym uzupetnieniu Q, tzn. w Q, dla kazdego p oraz w R.

Zasada ta pozwala na uzyskanie efektywnych sposobow rozstrzygania, czy dana forma kwa-
dratowa ma wymierne miejsca zerowe, mamy przykladowo:

Twierdzenie 5 (Legendre’a). Niech a,b,c € Z, (a,b,c¢) # (0,0,0), NWD(a,b) = NWD(b,c) =
NWD(c,a) = 1. Wtedy réwnanie:

az? +by? + ¢z =0

ma rozwigzanie (v,y,z) € Z3, (v,y,2z) # (0,0,0), wtedy i tylko wtedy gdy a,b,c nie sq tego
samego znaku oraz jezeli powyzsze réwnanie ma rozwigzanie dla dowolnego p|2abe.

Dowdd. Dla p 1 2abc powyzsze réwnanie ma rozwiazanie w I, — wystaczy wykaza¢ nastepujace
fakty:

e istnieja niereszty kwadratowe (mod p), ktére sumuja sie do reszty kwadratowej,
e istnieja reszty kwadratowe (mod p), ktére sumuja sie do niereszty kwadratowej,

(wynika to z przeliczenia reszt i niereszt). Zauwazmy, ze jezeli a jest reszta kwadratowa, to
{ax? 2 € F,} jest zbiorem wszystkich reszt kwadratowych, podobnie jezeli a jest niereszta, to
{az? :x € F,} jest zbiorem wszystkich niereszt. To pozwala na skostruowanie rozwiazania w F,.
Korzystajac z lematu Hensla dostajemy rozwiazanie w Q,. O



Okazuje sie, ze zasada Hassego nie zachodzi dla form wyzszych stopni. Przyklad stanowi
rownanie:
3% +4y° + 523 =0
ktére ma rozwigzanie w R oraz w dowolnym Q,, ale nie w Q. Krzywe podobnej postaci sg
szczegllnie przydatne przy obliczaniu rangi krzywej eliptycznej, tzn. rangi grupy E(Q). Mamy
ciagg doktadny:
0 — E(Q)/2E(Q) — Sel*(E/Q) — LL(E/Q)[2] — 0

gdzie Sel® (E/Q) jest grupa 2-nakryé krzywej, zas

II(E/Q) = ker (Hl(G@, E) — HHl(GQU,E)>

jest grupa lokalnie trywialnych (majacych punkt w dowolnym uzupelnieniu Q) przestrzeni jedno-
rodnych dla E/Q. Grupa III(E/Q) stanowi wigc ,,przeszkode do zachodzenia zasady Hassego”.
Jedyna nadzieja teorioliczbowcéw lezy w tym, ze jest ona skonczona - pozwoliloby to na sprytne
ominiecie jej. Ale to juz zupelnie inna historia...



