ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 0

Rozgrzewka

ZADANIE 1 ZnajdZz wielomian minimalny liczby V2 + v/3 nad Q oraz wyznacz jej sprzezenia
Galois. Wykaz, ze Q(V2 +3) = Q(v2,V3).
ZApANIE2  (a) Znajdz wszystkie zanurzenia Q(v/2) — Q oraz Q(v/2) — Q. Co mozesz po-
wiedzie¢ o obrazach tych zanurzen?
(b) Wykaz, ze jezeli L(«)/L jest skorficzonym rozszerzeniem ciat charakterystyki 0,
to istnieje [L(«) : L] zanurzen o : L(a) — L, ktore sg L- liniowe.
Zapanie 3 (a) Wykaz, ze Q(v/2, v/3)/Q jest rozszerzeniem Galois. Wyznacz jego grupe Galois
oraz sprawdz na tym przykladzie odpowiednios$¢ Galois.
(b) Znajdz domkniecie Galois rozszerzenia Q(+/2)/Q oraz wyznaczjego grupe Ga-
lois.
ZApANIE 4 (a) Wykaz ,efektywne” twierdzenie o elemencie pierwotnym:

Niech K bedzie cialem charakterystyki 0, za$ o, 8 € K .Niech tez aq, ..., am,
Bi, ..., Bn beda sprzezeniami Galois dla «a oraz 3 (gdzie a = a1, 8 = 31). Wy-
kaz, ze jezeli A € K spelnia:

ai+ MG £a+A8  dlai,g)# (1,1)

to K(a, 8) = K(a+ A\3).
Wsk.: pokaz, ze istnieje tylko jedno K (o + \B)-liniowe zanurzenie K (av, 3) — K.
(b) Znajdz dowolny element pierwotny dla ciata Q(v/3, V/5).



Teoria Kummera

Zalézmy, ze n { char K oraz u, = () C K.Celem ponizszego ciggu zadar jest klasyfikacja
abelowych rozszerzen ciala K o wyktadniku n.

ZapaNie 1 Wykaz, ze dla dowolnego a € K rozszerzenie K ({/a)/K jest cykliczne rzedu d|n.
(Wsk. rozwaz przeksztalcenie o v— (,, gdzie o(¥/a) = (, {/a.)
ZApANIE 2 Niech L/K bedzie rozszerzeniem cyklicznym stopnia n, Gal(L/K) = (o).

(a) Dla dowolnego o € L zdefiniujmy REZOLWENTE LAGRANGEA jako:
(@, Q) =a+( o)+ 0*(@)+...+ " 0" Ha).

Wykaz, ze jezeli (o, () # 0, to

(e, ¢)? € L wtedy i tylko wtedy, gdy n|j.

(Wsk. oblicz o((ev, ()).)
(b) Wykaz, ze L = K({/a) dla pewnego a € K.

(Wsk. skorzystaj z twierdzenia Dedekinda o liniowej niezaleznosci automorfizmoéw.)
ZApaNIE 3 (a) Wykaz, ze nastepujace przyporzadkowanie jest bijekcja:

skoniczone podgrupy skoficzone rozszerzenia abelowe
—
grupy K> /(K*)" L/K o wykladniku dzielgcym n
A — K(AY™)

(LY AKX (B L

oraz ze jezeli A odpowiada rozszerzeniu L/K, to [L : K| = |A].
Co stanie sig, jezeli rozwazymy podgrupy A, ktdre nie s skoriczone?

(b) Wykaz, ze parowanie

Gal(K(AY™/K) x A = pn,  (0,a) — “%&)

nie zalezy od wyboru {/a oraz jest dobrze okreslone i niezdegenerowanie.
Wywnioskuj, ze Gal(K (A'/")/K) = Hom(A, py,).
Czy wynika z tego, ze Gal(K (AY™)/K) = A?
Co wspdlnego ma to parowanie z wezem? §

(c) Wywnioskuj z poprzednich podpunktéw, ze Hom.(G g, ) = K> /(K*)".
Wsk. Rozwaz K™ = K({/a : a € K) i wykaz, ze dowolny ciggly homomorfizm
Gk — pin faktoryzuje sig przez G e (n).



