ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 1

ZADANIE 1 Dowiedz, ze pierScien Z[v/10] nie jest dziedzing z jednoznacznoscig rozkladu.
Znajdz element Z[+/10], ktory jest nierozkladalny, ale nie jest pierwszy.

(Wsk. Roztoz 6 na iloczyny elementéw nierozktadalnych.)

ZADANIE 2 (a) Wykaz, ze Z[/—2| jest dziedzing Euklidesa. (Wsk.: Niech z/y = a + by/—2 dla a,b € Q.
Wybrac¢ q = ¢+ dv/—2 w ten sposob, aby |c¢ — a| < 1/2 oraz |d — b| < 1/2.)
(b) Znajdz jednosci w pierscieniu Z[v/—2].

Zapanie 3 Wyznacz wszystkie rozwigzania catkowite réwnania Bacheta 2 — y? = 2.

ZApaNIE 4 Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza.

(a) Wykaz, ze w? = —2 (mod p) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1,3 (mod 8).

P> p—1

-1
s (F)=(D=)
(b) Wywnioskuj z (a), ze jezeli p = 22 + 2y? dla pewnych z,y € N, top = 1,3 (mod 8).

(Wsk. skorzystaj ze wzoréw na symbole Legendre’a: (%) =(-1)

(c) Wykaz, ze jezelip = 1,3 (mod 8), to p = 2 + 2y? dla pewnych z,y € Z.
(Wsk. Znajdz korzystajgc z (a) elementy o, 3 € Z[\/—2] takie, Ze p|a3, ale p { «, 3. Skorzystaj z
jednoznacznosci rozktadu.)

ZADANIE 5 Zatézmy, ze x,y, » € N spelniaja xy = 2% + 1. Wykaz, ze istnieja a, b, ¢, d € N takie, ze

= a’+ b, y=c®+d?, z = ac + bd.

(Wsk. jezeli R jest DJR oraz A, B,C,D € R\ {0} spetniajg AB = CD, to A = ajas, B = biby,
C = a1by, D = agb; dla pewnych ay,az,b1,bs € R).

ZADANIE 6 Niech L/K bedzie skoficzonym rozszerzeniem cial. NorME oraz SLAD elementu o € L definiu-
jemy jako:

Npygle)= ][] ole), trpxla)= Y o),

o:L—K o:L—K
gdzie iloczyn/suma brana jest po wszystkich K-liniowych zanurzeniach o : L — K.
(a) Wykaz, ze N, k() trp k(o) € K.

(Wsk. Wykaz to najpierw w przypadku, gdy L/ K jest rozszerzeniem Galois. W 0gélnym przypadku
rozwaz domknigcie Galois rozszerzenia.)

(b) Wykaz, ze Ny, () = (—1)"a}y/* oraz trpc(e) = % - (—aq_1), gdzie
ming (a)(z) = 29+ ag_124 1 + ... + ao, n=I[L:K].
(c) Wykaz, ze trp k(o) = tr fo, Ny k(o) = det fo, gdzie fo : L — L jest K-liniowym prze-
ksztalceniem danym jako:
falz) =a-x.

(Wsk. Dla L = K(«) masz do dyspozycji ,fadng” bazg © W ogolnym przypadku rozwaz baze
L/K(a)i,zréb” z niej baze L/ K.)



