ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 3

Zapanie 1 Niech K = Q(v/7,V10), a € Ok. Wykazemy, ze O # Z[a] dla dowolnego a.
(a) Niech
a1 =1+ VT)(1+V10), ax=(1+V7)(1-V10),
a3 = (1-VT)(1+V10), a4=(1-V7)(1-V10).
Wykaz, ze 3|a;aj (w pierScieniu Ok) dla dowolnego i # 7, ale 3 { o dla dowolnego k € N.
(Wsk. wykaz, ze try g of = trg g a; (mod 3))
OzNaczeNIE: przez g oznaczymy redukcje wielomianu g € Z[X] do F3[X].

(b) Niech f(X) = ming(a)(X) € Z[X]. Wykaz, ze dla dowolnego g € Z[X] mamy:
3|g(«) w pierscieniu Z[c] & flg w pierscieniu F3[X].

(c) Niechdlal < i < 4wielomian f; € Z[X]bedzie taki, ze o; = f(«). Wykaz, ze w pierScieniu
F3[X] zachodzi podzielnos¢ f|f, f; (dlai # j), ale f t f; dla dowolnego n. Wywnioskuj,
ze dla dowolnego i, f ma w F3[X| czynnik nierozkladalny, ktory nie dzieli f;, ale dzieli ?j
dla j # 1.
(d) To pokazuje, ze f ma przynajmniej cztery r6zne dzielniki nad F3. Z drugiej strony
deg f < 4. Czy widzisz sprzecznos$¢?
ZADANIE 2 (WYROZNIK WIELOMIANU) Niech

n—1 n

flz)=2a"+ Z aizt = H(J: — ;) € Q[x].

=0 i=1
Wyréznik wielomianu f definiujemy jako A(f) := [Tj<;cjcn (0w — o).

(a) Wykaz, ze A(f) € Qoraz ze jezeli f € Z[x], to A(f) € Z.
(b) Udowodnij wzér A(a) = (—1)(;) T f ().
(c) Wykaz (korzystajac z (b)), ze dla f = 2™ + azx + b:
Af) = (DG ()" - 1) 40y

Czy kojarzy Ci si¢ to z krzywymi eliptycznymi?
(d) Wykaz, ze wyréznikiem wielomianu ®,(z) = 2P~1 + 2772 + ... + 2 + 1 (gdzie p jest niepa-

rzysta liczbg pierwsza) jest:

p—1 _
A@,) = (~1) T2,



