ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB

ZESTAW 4
K /Q — cialo liczbowe stopnia n
WYROZNIK ELEMENTOW (31, . . ., On: Ag (B, - -, 0Bn) = detftrg o(Bi0)))i;
WyrOZNIK Z-MoDULU A C K RANGI n: A(A) = wyréznik dowolnej Z-bazy A.
A :=AOk) €Z
WrasnoScr:
1. Ago(Bi,---5Bn) = 0wtw. 51, ..., B, sq liniowo zalezne,
2. Agyg(Bs - -, Ba) = detloi(ey)];,
3. A(Z[a]) = A(ming(a)),
4. Jezeli A C B,to A(A) = [B: A]>- A(B).
ZADANIE 1 Znajdz pierscien liczb catkowitych i znajdz jego wyréznik dla K =
(@) Q(a), gdziea® —a—1=0,
(b) Q(v/d), gdzie d jest liczba catkowita bezkwadratowa,
(©) Q(v2,9),
(d) Q(V2).
Zapanit 2 Niech K bedzie cialem liczbowym i A := Ay /g(1, ag, ..., an), gdzie a; € Of.

Z ADANIE 3

Z ADANIE 4

ZADANIE 5

Z.ADANIE 6

(a) Dowies¢, ze sgn(Ag) = (—1)".
(b) Dowies¢, ze A = 0,1 (mod 4). W szczegdlnosci, wyréznik ciata A = 0,1 (mod 4).
Wskazowka do (a). Wyznacznik macierzy [o; ()] jest sumg n! sktadnikéw, po jednym skladniku dla kazdej

permutacji z S,,. Niech P (odpowiednio, N) oznacza sume tych sktadnikow, ktére odpowiadajg permutacjom
parzystym (odp., nieparzystym). Przy tych oznaczeniach d = (P — N)2. Dowie$¢, ze P + N, PN € Z.

Niech a bedzie liczbg catkowitg algebraiczng o wielomianie minimalnym

flz)=2a"+ Z a;z’.
Zalézmy, ze f spelnia zalozenia twierdzenia Eisensteina dla liczby pierwszej p, tzn. p|a; oraz >t
ap. Wykaz, ze p 1 [Ok : Z[a]].
Wsk.: niech n =  32; bia' € Ok Niech plbo, . . ., bj—1, p{ bj. Co mozesz powiedzie¢ o N (a7 - 1)?
Niech K = Q(«a), gdzie a® — 2a + 3 = 0. Znajdz Ok i wykaz, ze nie jest postaci Z[(].
(Wsk. Wykaz, ze 2|d jq(x) dla kazdego = € O.)

(Wyznaczanie bazy catkowitej) Niech K bedzie cialem liczbowym stopnia n, niech oy, as, ...,y €
O beda liniowo niezalezne nad Q i niech A := Ag/g(a1,az,...,a,). Dla kazdego 1 < i < n
wybieramy najmniejszg liczbe naturalng d;; taka, ze dla pewnych d;; € Z liczba w; := % Z§:1 dija;
nalezy do Ok . Wykaza¢, ze uklad (wq, wo, ..., wy) stanowi baze catkowity pierScienia Ok.

Wykazaé, ze jesli K jest ciatem liczbowym stopnia niai, as, ..., o, € Ok sg liniowo niezalezne nad

Q, to istnieje baza catkowita (w1, wa, . . ., wy,) pierécienia O taka, ze a; = bjiwi +bjowa+...+bjjw;,
dla pewnych b;; € Z oraz 1 < j < n.



