ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 5 — Pierscienie Dedekinda

PierScienn Dedekinda:
e dziedzina catkowitosci,
o pierscien Noether (wstgpujgce ciggi ideatéw stabilizujg sig),
e wymiar Krulla réwny 1 (kazdy niezerowy ideat pierwszy jest maksymalny),
o catkowicie domkniety.

Twierpzenie Kazdy piersciefi Dedekinda ma wiasno$¢ jednoznacznosci rozktadu na ideaty pierwsze.

TwierpzeNie Ok jest pierscieniem Dedekinda.

ZapaNiE 1 Wykaz, ze dowolna dziedzina ideatéw giéwnych jest pierscieniem Dedekinda.

ZADANIE 2 Zalézmy, ze R jest pierScieniem Dedekinda. Wykaz, ze R ma wtasno$¢ jednoznacznosci rozktadu
wtw. gdy jest dziedzing ideatéw giéwnych.

(Wsk. wykaz, Ze kazdy ideat pierwszy p zawiera element nierozktadalny, rozwazajgc faktoryzacje dowolnego

elementu a € p.)
ZADpANIE 3 (a) Wykaz, ze pierécieni lokalny jest pierScieniem Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy jest pier-
Scieniem dyskretnej waluacji (oraz nie jest cialem).

(b) Wykaz, ze jezeli R jest pierScieniem Dedekinda, za$§ S C R — zbiorem multyplikatywnym, to
S~1R jest pierécieniem Dedekinda.

(c) Wywnioskuj, ze jezeli R jest pierécieniem Dedekinda, to dla dowolnego p € Spec(R) lokali-
zacja R, jest pierScieniem dyskretnej waluacji.

(d) Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym. Ktére z pierécieni k[z, y] / (y>—3), k[x, y] / (v* —
23 — 1) sq dziedzinami Dedekinda?

ZADANIE 4 Niech I, J <R, n € N.

(a) Wykaz ,wzér Newtona”: (I + J)" = I"+ [ 1]+ " 2J2 + ...+ TJ" L4 g

(b) Wykaz, ze I?" + J?" C (I + J)* C I" + J™.

(c) Wykaz, zejezelil +J = R, toI" + J" = R.

(d) Udowodnij (c) przy zalozeniu, ze R jest pierScieniem Dedekinda (korzystajac z zasady ,,za-

wiera¢ znaczy dzieli¢”).

ZApaNIE 5 Niech R bedzie dziedzing catkowitosci, ktdra jest pierScieniem Noether. Niech K oznacza ciato
utamkéw pierScienia R. Dowie$é, ze R-podmodut I C K jest skoficzenie generowany, wtedy i
tylko wtedy, gdy w R istnieje niezerowy element «a taki, ze al C R.

ZADANIE 6 (IDEALY W PIERSCIENIACH DEDEKINDA sA DWUGENEROWANE) Niech I bedzie ideatem w pierscieniu De-

dekinda R. Dowies¢, ze istniejg elementy «, 5 € I takie, ze I = (o, ().



(Wsk. Niech o € I bedzie dowolnym elementem takim, ze o # 0. Rozpiszmy I = []p;*. Dowies¢, ze
(a) =TIp 11 q?j dla pewnych ideatow pierwszych p;, q; oraz liczb catkowitych b; > a;, c¢; > 1. Korzystajgc
z twierdzenia chiriskiego o resztach dowiesé, ze istnieje 3 € R takie, Ze dla kazdego i mamy 3 € p}i,

B&p;toraz B & q;jdlaj#i.)



