ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 6 — Idealy pierwsze w pierscieniach Dedekinda

o rozktad ideatu pierwszego w Ok: pOx =p{t-...-pg®, N(p;) =pl

— Jezeli e; > 1 dla pewnego i, to p|Ag/q.
— Twierpzenie efg 37 e fi = [K : Q) (dla K/Q-Galois:e; = ... =¢eg4, fi = ... = fg)
— Twierpzenie (Kummera) Niech Z[0] C Ok, F(z) = ming(0)(z) oraz p t [Ok : Z[0]).

Zal6zmy, ze F'(x) ma rozklad na czynniki nierozkladalne w [F,;:

F(z) = Fi(z) -...- Fy(z) (mod p).
Wtedy:
POk =p7' ... pg?,
gdzie p; = (p, Fi(0)), fi = deg(F;) oraz Ok /p; = Fp[z]/(Fy()).
e norma ideatu I < Og: N(I) :=#(Og/I) dlal #0

— Fakr N(IJ) = N(I)- N(J)
- Faxtr  N(aOfk) = | Nk q(a)l

- Faxr [ o(I)=N{I)Ok
o:K—C

ZapaNiE 1 Wykaz, ze jezeli p < Ok jest niezerowym idealem pierwszym, to p N Z = pZ dla pewnego p € P.
Wykaz, ze w tej sytuacji O /p jest cialem skoriczonym charakterystyki p.

Wsk. homomorficzny przeciwobraz ideatu pierwszego jest pierwszy. Ponadto I N Z # 0 — powinno to byé
dowodzone na wyktadzie.

ZAapaNiE 2 Celem tego zadania jest wykazanie nastepujacego twierdzenia:
TwierDZENIE Jezeli 21, . . ., z;, € C, z; # 0 sg takie, ze dla kazdego n liczba:
2.z
jest n-tg potega liczby catkowitej, to k = 1.

(a) Wykaz teze zadania w przypadku, gdy 21, ..., 2, € Z, z; # 0.
(Wsk. podstaw n = p — 1 dla duzej liczby pierwszej p.)
(b) Wykaz, ze liczby z1, ..., 2, sa calkowite algebraiczne.
(c) Wykaz twierdzenie w og6lnym przypadku, dziatajac w Ok dla odpowiednio dobranego K.
Zapanie 3 Ustalmy d € Z oraz liczbe pierwszg p. Wykaz, ze réwnanie p = 22 + dy® ma co najwyzej jedno
rozwigzanie (x,y) € Z.

ZADANIE 4 Zalézmy, ze f(x) € Z[z] jest unormowanym wielomianem Eisensteina (mod p) o pierwiastku a.
Niech K = Q(«). Znajdz rozklad p w Ok.

ZADANIE 5 Znajdz (ponownie) rozktad ideatéw pierwszych w pierscieniu Z[w], w? +w + 1 = 0.

ZADANIE 6 Rozt6z ideaty gtéwne (2), (3), (7) i (29) pierscieniu R = Z[v/2] na iloczyny ideatéw pierwszych.
Wykaz, ze wszystkie ich czynniki sg ideatami gtéwnymi.



