ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 7 — Grupa klas

grupa klas pierécienia Dedekinda: C/(R) := niezerowe idealy utamkowe/gtéwne idealy utamkowe,
Fakr K - cialo liczbowe = #Cl(Ok) < oo
Twierpzenie (Minkowskr) Niech K — ciato liczbowe stopnia n o sygnaturze (71, r2) i wyrézniku D.

W kazdej klasie ideatéw znajduje sie ideat (catkowity) o normie < /|D| (%)m o

Z.ADANIE 1

Z ADANIE 2

Z ADANIE 3

Z ADANIE 4

ZADANIE 5

Z.ADANIE 6

Niech K = Q(v/223).

(a) Obliczy¢ grupe jednosci O i grupe klas Cl(Ok).
(b) Ktére zréwnan diofantycznych: X2—223Y?2 = £11, X?—223Y? = £11-19, X?—223Y? = +11?
ma rozwigzania catkowite?

Oblicz grupe klas dla Q(+v/2).
(a) Znajdz liczbe klas dla Q(v/—5).
(b) Rozwigz w liczbach catkowitych réwnanie y* — 22 = 5.
Niech d € Z~ bedzie wolna od kwadratu, parzysta i niech d = a™ — 1 dla pewnych liczb catkowi-
tycha,n > 2.
(a) Wykazaé, ze w pierScieniu Z[v/—d] zachodzi réwnos¢ (1 + v/ —d) = I"™ dla pewnego ideatu I.
(b) Dowies¢, ze klasa ideatu I ma rzad réwny n w grupie klas ciata Q(v/—d).

Wsk. jezeli I* = (b4 v/—dc), to a* = b? + dc?. Gdyby ¢ = 0, to 2|k oraz (a) = I°.

(Euler) Niech p = 4n — 1 > 11 bedzie liczbg pierwsza. Dowies¢, ze liczba klas ciata Q(1/—p) jest
réwna jeden, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego catkowitego 0 < a < n — 2 liczba a? + a +n

jest liczbg pierwsza.

Niech bedzie dana macierz kwadratowa A € M, ,(R), A = [a;;];j. Rozwazmy n form liniowych
Li(x) = > aijzj dlaz = (z1,22,...,2,) € Roraz 1 <i < n. Niech beda dane dodatnie liczby
rzeczywiste A1, Ag, ..., A, takie, ze A\ Ag...\, > |detA| > 0. Wykazaé, ze istniejg liczby catkowite
Y1, Y2, -.., Yn Nie wszytkie réwne zero i takie, ze |L;(y1, 92, . .., yn)| < A; dla kazdego 1 < i < n.

Wsk. zastosuj twierdzenie Minkowskiego do zbioru X = {x € R" : V;|L;(z)| < A\;}. Jak wyglgda ten
zbior?



