ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW 8 — Jednosci

TwierpzeNiEe (Dirichleta o jednosciach) K - cialo liczbowe = O = Wy x Z'+r271

fundamentalna jednos¢ w Q(Wd), d € Zsg, d = 2,3 (mod 4) — bezkwadratowe: p,_1 + ¢,_1V/d,
gdzie:

— n — okres utamka faricuchowego Vd,

- Pn-1/qn-1— (n — 1)-szy redukt utamka taricuchowego /d.

Z.ADANIE 1

Z.ADANIE 2

Z ADANIE 3

Z ADANIE 4

ZADANIE 5

Wykazad, ze jesli ranga grupy jednosci ciala liczbowego O jest réwna jeden, to [K : Q] € {2, 3,4}.

(a) Znalezérozklad liczby /6 na utamek taficuchowy. Obliczyéjednosé podstawowa K = Q(1/6).
(b) Wykazaé, ze dla d € Z rozktad liczby v/d? + 1 na utamek taricuchowy to [d, 2d].

(c) Wykazaé, ze jezeli d® + 1 jest wolna od kwadratu oraz d = 2,3 (mod 4), to jednoscig pod-
stawowg ciata Q(v/d2 + 1) jest d + V/d2 + 1. Wyznaczy¢ jednoéci podstawowe cial: Q(v/2),
Q(v10).

Niech R bedzie pierscieniem Dedekinda oraz niech S bedzie skoriczonym zbiorem ideatéw pierw-
szych, niezerowych z R. Niech R® bedzie lokalizacjq na zbiorze multyplikatywnym R \ Upes b

(a) Wykaza¢, ze R* =, R oraz ze K* /R = Z dla kazdego p.
(b) Wykaza¢ doktadnos$¢ nastepujacego naturalnego ciggu homomorfizméw grup:
1— R* — (R®)* - @ K*/R} — CI(R) — CI(R®) — 1.
pes
(c) Niech R = O, gdzie K jest cialem liczbowym. Wyprowadzi¢ (z (b) i z twierdzenia Dirichleta
o jednosciach) izomorfizm grup multyplikatywnych:

(RS)X o~ WK X Z|S|+T1+T2_1.

Wybierzmy baze e1, ..., p +r,—1 grupy Ox /Wi iniech M € My 4ry—1.r, +r,(R) bedzie macierza,
ktorej j-ty wiersz réwny jest:

(log|o1(gj)|, ..., log |o (€5)], 2log | T1(€j)], - - -, 210g |7y (€5)])-

Niech My oznacza macierz, ktéra powstaje z M po usunieciu jednej kolumny. Wykazag, ze liczba
| det(Mp)| nie zalezy od tego ktérg kolumne usunieto z M i wiecej, ze jest to r6zna od zera liczba
rzeczywista zalezna tylko od ciata liczbowego K (REGULATOR ciata K).

Wsk.: Wykorzystaj to, Ze wspétrzedne kazdej kolumny sumujg si¢ do zera.

Niech K bedzie cialem liczbowym.

(a) Niech a@ € K bedzie pierwiastkiem wielomianu unormowanego f(z) € Z[z] oraz niech
f(r) = £1 dla pewnego r € Z. Wykaza¢, ze wtedy o — r € Op.

(b) Niech m bedzie liczbg calkowita wolng od szescianu. Wyréznik ciala K = Q(/m) wynosi
Ak = —27m?. Wykorzystaé ten fakt i lemat z wyktadu do wyznaczenia jednosci podstawowej

ciat K = Q(+/7) oraz Q(/3).



