ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW A

TERMIN ODDANIA zADAN: 07.04.2017
Wspétpraca jest dopuszczalna, a nawet zalecana, jednakze rozwigzania powinny byc opi-
sane samodzielnie i wltasnymi stowami.

Teoria cial i teoria Galois

ZADANIE 1 Niech M /K bedzie rozszerzeniem Galois, zas oo € M. Wykaz, ze jezeli L/ K
jest rozszerzeniem Galois zawartym w M, to wielomian ming (a)(z) € K|z]
rozklada sie nad L[z| na iloczyn wielomian6w TEGO SAMEGO STOPNIA. (10 PKT)

(Wsk. jaki warunek musi spetnia¢ Gal(M /L), aby L/ K byto Galois? Rozwaz dzia-
tanie grupy Galois na elementach sprzezonych do o i sprowadz problem do prostego
zadania z teorii grup.)

ZapaNie 2 Niech f € Q[z] bedzie nierozkladalnym wielomianem, ktéry ma zaréwno
pierwiastki rzeczywiste, jak i nierzeczywiste. Wykaz, ze grupa Galois tego
wielomianu (czyli grupa Galois jego ciata rozkladu) jest nieprzemienna. (5
PKT)

ZADANIE 3 (TEORIA ARTINA-ScHEIERA) Niech K bedzie cialem charakterystykip > 0. Ce-
lem tego zadania jest klasyfikacja rozszerzer abelowych o wyktadniku p.

(a) Zal6ézmy, ze dla pewnego a € K wielomian f(z) = 27 — x — a nie ma
pierwiastka w K. Niech L/K bedzie ciatem rozkladu tego wielomianu.
Wykaz, ze L/ K jest rozszerzeniem Galois oraz Gal(L/K) = Z/p.

(Wsk. jezeli o jest pierwiastkiem f, to o + 1 rowniez.)

(b) Wykaz, zejezeli L/ K jest rozszerzeniem Galois spetniajacym Gal(L/K) =
Z/p,to L = K(«), gdzie o jest pierwiastkiem wielomianu 2? — x — a dla
pewnego a € K.

(Wsk. odpowiednikiem rezolwenty Lagrange’a jest element
wra® (O(0) +2-0%(0) + - 4 (p = 1) - 077 H(D)).)
(10 PKT)
ZADANIE 4 (ZADANIE Lukasza Nizio — wersja porrawioNA) Niech K/Q bedzie rozszerze-

niem Galois. Ustalmy zanurzenie K C C. Zal6zmy, ze K N R = Q. Wykaz,
ze K jest ciatem kwadratowym urojonym lub Q. (5 pxT)



Jednoznacznos¢ rozktadu
ZADANIE 1 Rozwazmy pierscien liczb catkowitych Eisensteina Z[w)|, gdzie w?*+w+1 = 0.

(@) Znajdz norme elementu a + bw (gdzie a, b € Q).
(b) Znajdz jednosci w pierscieniu Z[w].
(c) Wykaz, ze Z|w] jest dziedzing z jednoznacznoscig rozkladu.

(Wsk. dla z/y = a + bw przyjmij ¢ = A+ Bw, gdzie A,B € Z, |a — A|,
b—B|<3)

(d) Wykaz, ze liczba pierwsza p > 3 jest postaci a* 4+ ab + b* dla pewnych
a,b € Z wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1 (mod 6). (10 PKT)

(Wsk. moZesz przyjgé za znany nastepujgcy fakt: —3 jest kwadratem (mod p)
wtw. p=3Ilubp =1 (mod 6))

Zapanie 2 Wykaz, ze R = Z[*—2] Nk jest dziedzing Euklidesa. (10 Pxt)

(Wsk. niech v € R\ {0,%1} bedzie elementem o najmniejszej wartosci funkcji
Euklidesa. Wykaz, ze |R/zR| € {2,3}.)
Uwaga: okazuje sie, ze Z[@] jest dziedzing z jednoznacznoscig rozkladu.

Zapante 3 Wykaz, ze réwnanie 2 + 61 = y* ma rozwigzania catkowite. Wywnioskuj,
ze Z[v/—61] nie jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu. (5 pxT)

Liczby calkowite algebraiczne

ZApANIE 1 Wykaz, ze liczba

N =+10012 + 1+ V10022 + 1+ ... + /20172 + 1
jest niewymierna. (5 PKT)

(Wsk. oszacuj w jakis sposéb \/x? + 1 — x. MoZe znasz jakies sposoby na takie sza-
cowania z analizy?)

ZADANEE 2 Czy Z[\/g, N ] jest pierécieniem liczb catkowitych w Q(\/g, N )?
Odpowiedz uzasadnij. (5 pkT)

ZApanie 3 Wykaz, ze pierécien liczb catkowitych w Q(v/5, v/—1) to:

1—0—\/3@2\/—_1—1-\/—_5
5 :

VASYAVE Y/ 5

(10 PKT)




