ALGEBRAICZNA TEORIA LICZB
ZESTAW B

TERMIN ODDANIA ZADAN: 12.05.2017

Wyrézniki wielomianéw
ZapaNie 1 Wykaz, ze wyréznik wielomianu x* + bz? + c to 2% - ¢ - (b? — 4¢)?. (5 PKT)

ZapaNt 2 Niech f(x) = [II-, (z — a;) bedzie wielomianem o parami réznych pierwiast-
kach. Oznaczmy: p; := 31 | aF. Wykaz, ze:

A(f) = det[pisj—2]i;- (10 PKT)

Wsk. jaki jest zwigzek macierzy z zadania z macierzq Vandermonte’a [a)~"); ;? Spré-
buj znalez¢ ten zwigzek, wyliczajgc najpierw wyznacznik macierzy Vandermonte'a
lub rozwazajgc przypadek n = 2.

ZADANIE 3 Wykaz, ze wyréznik wielomianu
f)y=a"+nz" ' 4n-(n—1)2"2+.. . +n-(n—1)-...-2-2+n!
to (—1)"=Y/2. (n!)", (10 PKT)
Wsk. skorzystaj z wzoru A(f) = (—1) (3). IT; f'(&), wyprowadzonego na zajeciach.
Znajdz zaleznosé migdzy f(x) oraz f'(x).
Obliczanie pierscieni liczb catkowitych
ZADANIE 1 Znajdz Ok oraz Ak, gdzie K = Q(«), o® + a+ 1 = 0. (5 pkT)
Zapanie 2 Wykaz, ze {1,6, 3(6 + 6°)} jest baza catkowita Q(6), 6> — 6 — 4 = 0. (5 pkT)
Zapanie 3 Niech K = Q(0), gdzie 6* — 6? — 20 — 8 = 0. Niech tez 3 = (6% + 6) /2.
(a) Wykaz, ze 1,0, 3 jest bazg catkowitg Ok i znajdz Ag.
(b) Wykaz, ze 2|Ak/q(x) dla kazdego = € O i wywnioskuj, ze Ok # Z[a].
(10 PKT)

ZADANIE 4 Niech K = Q(+/20).

(a) Wyznacz pierscien liczb catkowitych oraz wyréznik ciata K.

(b) Wykaz, ze O # Z|a]. (Wsk. bez straty 0g6lnosci mozesz zapisac o jako
by/20 + ¢4/50. Réwnanie A(a) = Ak nie ma rozwigzarn modulo 7.) (10 PKT)



Bazy calkowite

ZAapaNiE 1 (prostE) Niech K/Q bedzie cialem liczbowym stopnia n. Zalézmy, ze oy, . .., o, €
Ok oraz ze A(ay, ...,a,) = Ag. Wykaz, ze oy, . . ., o, stanowig baze calko-
witg Ok. (10 PKT)

Wsk. znajdz indeks odpowiedniej podgrupy abelowej w Ok.
ZapaNik 2 Niech K C L bedg ciatami liczbowymi.

(a) Wykaz, ze dla kazdego k € Z>, zachodzi: Ox N kO, = kOk.

(b) Wykaz, ze dowolng baze catkowita O mozna przedtuzyé¢ do bazy cat-
kowitej Oy,. (10 PKT)

Wsk. (a): tatwe — skorzystaj z jednej z wilasnosci Ok, ktéra ma piekng nazwe. Ad.
(b): to jest zadanie z teorii grup. Jakg strukture grupy majg O, Or? Jakg strukture
ma O,/ Ok — czy moze zawierac torsje? Korzystajgc z projektywnosci grup postaci
7" wykaz, ze cigg doktadny 0 — Ox — Op — O /Ok — 0 rozszczepia sig. Jezeli
nie styszates o projektywnosci — nie szkodzi, doczytaj, to nie trudne.

ZapaNIE 3 Niech K bedzie cialem liczbowym. Zalézmy, ze o € Ok oraz o ¢ kO dla
kazdego k € Z,. Wykaz, Ze istnieje baza catkowita K zawierajaca a. Wy-
wnioskuj, Ze istnieje baza catkowita zawierajgca 1. (10 PKT)

Wsk. to tez jest zadanie z teorii grup. Jakg strukture grupy ma Ok oraz Ok [{()?
Czy Ok /() zawiera torsje? Korzystajgc z projektywnosci grup postaci Z" wykaz, zZe
cigg dokladny 0 — () — O — Ok /{a) — 0 rozszczepia sig. Jezeli nie styszates
o projektywnosci — nie szkodzi, doczytaj, to nie trudne.

ZADANEE 4 Niech K bedzie ciatem liczbowym o bazie catkowitej 34, ..., 3,, zad o € Ok.

(a) Zalézmy, ze
aﬁlzzawﬁj7 Qjj EZ, dlaZ:1,,n
j=1

Wykaz, ze Nk g(a)| = | det(ay;)|.
(b) Korzystajac z (a) wykaz, ze [Nk g(a)| = |Ok /()] (10 PKT)

Wsk. (a) czy macierz [a;;];; mozna jakos zinterpretowaé? Ad. (b) niech M < Z"
bedzie podgrupqg o bazie 1, . . ., x, € Z". Wtedy #7." /| M mozna obliczy¢ za pomocg
macierzy [xq] ... |x,] — patrz POSTAC NORMALNA SMITHA.
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ZADANIE 5 Niech 1y, s, ..., z, bedziebaza rozdzielczego rozszerzenia L/ K,zas 7, . .. .«
—baza dualng. Wykaz, Ze:

Axy, o, .. xy) - Alx], x5, ... x0) = 1.

rn



(10 PKT)

Wskazowki:
1. Baza dualna to taka, ktora spetnia (x;, z5) ( = trp (2 :r;;‘)) = 0;j.

2. Wyraz baze dualng przy pomocy bazy poczgtkowej: xi = -, a;;x; oraz zastosuj
do tej rownosci (-, xy,). Jak wyglgda macierz przejscia z bazy x; do bazy x}? Jaki
jest jej zwigzek z macierzg przeksztatcenia dwuliniowego (-, -) w bazie x;? Jak
zachowuje si¢ macierz formy dwuliniowej przy przejsciu z jednej bazy do innej?



