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Pierscienie Dedekinda
ZapaNie 1 Niech k bedzie ciatem. Czy k[z, y] jest dziedzing Dedekinda? Uzasadnij. (5 pxT)

ZApANIE 2 Czy Z (zbidr liczb catkowitych algebraicznych) jest pierscieniem Dedekinda?
(5 PKT)

ZADANIE 3 Dowies¢, ze jezeli w pierScieniu Dedekinda R istnieje tylko skoriczenie wiele ideatow
pierwszych, to R jest dziedzing ideatéw gtéwnych. (10 pxT)

(Wsk. Niech Spec(R) = {p1, ..., pn}. Za pomocq twierdzenia chiriskiego o resztach dowiesé,
zew R istniejg oy € p1, ..., ay, € P, takie, ze dla kazdego 1 < i < n mamy «; & p? oraz
o; & pj, gdy i # j).
ZADANIE 4 (a) Wykaz, ze jezeli R jest dziedzing catkowitodci, to N, Rw = R (przekrdj brany po
wszystkich ideatach maksymalnych pierscienia R).

(b) Wykaz, ze jezeli dziedzina catkowitosci R jest Noetherowska oraz lokalizacja
na kazdym ideale maksymalnym jest dziedzing dyskretnej waluagcji, to R jest
pierscieniem Dedekinda. (10 PkT)

Wsk. (a) niech o € K nalezy do Ny, Rw. Rozwazmy zbiér {r € R : ra € R} — jest to ideat
w R. Jezeli bylby on nietrywialny, to bylby zawarty w...

(b) ad. catkowita domknigtoS¢ — skorzystaj z (a). Ad. wymiar Krulla — jak wyglgdajg ideaty
pierwsze w lokalizacji?

Idealy w pierscieniach Dedekinda

Zapanie 1 Niech R bedzie pierScieniem Dedekinda, za$ I, J < R.

(a) Zdefiniujmy ideal NW D(I, J) jako [, p™intes}, gdzie
]:Hpa!@’ J:Hpﬁp
b b

sa rozkladami na idealy pierwsze. Wykaz, ze NW D(I,J) =1+ J.

(Wsk. "zawiera¢ = dzieli¢”. Jaki warunek spetnia zatem ideat N, ktory dzieli zaréwno
I, jak i J? Zastosuj metody z zadania 4'(d) z zestawu 5.)

(b) Zdefiniuj analogicznie NWW (I, J) oraz wykaz, ze I.J = (I + J) - (I N J). (10
PKT)



Zapanik 2 Niech K bedzie ciatem liczbowym, za§ a <O —ideatem catkowitym. Niech o, ..., a,
bedzie baza catkowita a, tzn.

Cl:OqZ@...EBOénZ.

Wykaz, ze det[o;(c;)]?; = (Na)? - Ak, gdzie oy, ..., 0, sg wszystkimi zanurzeniami
K — C. (10 PKT)

ZapaNik 3 Ustalmy d € Z.; oraz liczbe pierwszg p. Wykaz, ze réwnanie p = 2? + dy? ma co
najwyzej jedno rozwigzanie (z,y) € Z,. (10 PKT)
ZADANIE 4 Niech K bedzie cialem liczbowym.

(a) Jezeli a <Ok jest ideatem, to istnieje skoficzone rozszerzenie L/ K takie, ze a0y,
jest gtéwny:.
(b) Wykaz, ze istnieje skoriczone rozszerzenie M /K takie, ze kazdy ideal z O jest

gléwny po rozszerzeniu do Oy,. (10 PKT)

(Wsk. (a) pewna potega a jest gtéwna. (b) Wykorzystaj skoriczonosé liczby klas. )

Grupa klas i geometria liczb

ZADANIE 1 (“Pic(R) w inny sposéb”) Niech R bedzie pierScieniem Dedekinda. Niech G(R)
oznacza zbidr klas abstrakcji [].. nastepujacej relacji: dwa niezerowe ideaty /i.J C R
sa w relacji ~ jezeli istniejg r6zne od zera elementy a, b € R takie, ze al = b.J. Spraw-
dzi¢, ze ~ jest relacjg rownowaznosci.

(a) Dowiedz, ze jesli I ~ J oraz I, ~ Jy, to 11y ~ J.J,. Wywnioskuj, ze mnozenie
ideatéw wprowadza strukture grupy abelowej na zbiorze klas G(R).

(b) Dowiedz, ze G(R) = Pic(R). (10 PKT)

ZAapaNiE 2 Niechp € P,p =5 (mod 12), p > 3". Wykaz, ze grupa klas ciata K = Q(\/—p) zawie-
ra element rzedu wigkszego od n. W szczegdlnosci liczba klas ciata kwadratowego
urojonego moze by¢ dowolnie duza. (10 PKT)

Wsk. Niech (3) = pp'. Jezeli p” = (¢ + d\/p), to ¢* + pd® = 3". Gdyby zachodzito d = 0, to
(3) = p? — sprzecznosc!

ZADANIE 3 (a) Znajdz grupe klas dla Q(v/—13).

(b) Rozwiagz réwnanie 2? = y* — 13 w liczbach catkowitych. (10 PKT)
ZADANIE 4 Wykaz, ze w dowolnym ciele liczbowym K/Q pewna liczba pierwsza rozgatezia sie.

Wsk. jaki warunek spetniajg rozgatezione liczby pierwsze? Skorzystaj z oszacowania Min-
kowskiego. (5 PKT)

ZADANIE 5 Niech M € M;(Z) bedzie macierza dodatnio okre$long o wyznaczniku 1. Wykaz, ze
istnieje niezerowy wektor v € Z? taki, ze v7 Mv = 1. (10 PKT)



Wesk. zastosuj twierdzenie Minkowskiego do zbioru Z = {v € R® : v Mv < 2}. Oblicz
najpierw vol(Z) w przypadku M = I5. W ogdlnym przypadku, skorzystaj z tego, Ze M =
AAT dla pewnej macierzy A € M3(R), det A = 1.



