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Jezyk matematyki

Teoria

Jednym z podstawowych pojec matematyki jest pojecie zbioru. Teorig opisujacg zbiory nazy-
wa sie teorig mnogosci.

Definicja 1. Jezyk teorii mnogosci (teorii zbioréw) zawiera wszystkie symbole rachunku zdan
oraz nastepujace symbole specyficzne dla tej teorii:

- symbol zbioru pustego 0, tzn. zbioru nie posiadajacego zadnego elementu,

—symbol przynaleznoéci elementu do zbioru €. Wyrazenie x € A czytamy jako ,x jest elementem
zbioru A” lub ,,x nalezy do A”.

— symbol inkluzji (zawierania si¢ zbioréw) C. Wyrazenie A C B oznacza, ze zbiér A zawiara si¢
w zbiorze B, tzn., ze kazdy element zbioru A jest réwniez elementem zbioru B:

ACBo Vx(xe A— x€B).

Definicja 2. Dzialania na zbiorach. Niech dane beda zbiory A i B. Przyjmujemy nastepujgce
definicje
(1) Suma zbioréw A i B jest to zbiér A U B spetniajgcy warunek
x€AUB «— x€ AVx€eB,

czyli
AUB ={x:x€e AVx€eB].

(2) Przekroj (iloczyn, czeé¢ wspolna) zbioréw A i B jest to zbiér A N B spetniajgcy warunek
x€ANB «— x€AAx€B,

czyli
ANB={x:x€e AAx€B].

(3) Réznica zbiordw A i B jest to zbiér A \ B spetniajgcy warunek
x€A\B «—> x€e AANXx¢B,

czyli
A\B={x:xe AANx¢B)}.
(4) Dopetnieniem zbioru A w zbiorze (wzgledem zbioru) (uniwersum) U nazywamy zbiér A’ spet-
niajgcy warunek
A =U\A={xelU:x¢A}

1



Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Oblicz AU B, AN B, A\ Boraz B \ A dla nastgpujacych przedziatow:
a) A =(-0;2], B =(1;4]

b) A =(-3;2], B=(0;1]

o) A=[-22],B=(-1,2)

d) A =(-00;2], B=(2;00)

e) A =(3;0], B =1{2,3,4}

Odpowiedz: a)A U B = (=00,4], ANB = (1,2], A\ B=(c0,1], B\ A = (2'4];
bJAUB=A,ANB=B,A\B=(-3,01U(1,2], B\A=0;
JAUB=A,ANB=B,A\B=[-2,-1],B\A=0;
dJ)AUB=R,ANB=0,A\B=A,B\A=B;

e)AUB ={2}U[3;00), ANB={4}, A\B=(3,4)U (4 ), B\ A={23}.

Zadanie 2. A jest zbiorem wszystkich czworokatéw, B jest zbiorem wszystkich kwadratéw ma
plaszczyznie E. Jakimi figurami geometrycznymi sg elementy nastepujgcych zbioréw:AUB, ANB,
A\ Boraz B\ A?

Zadanie 3. Sposrdod 100 studentéw 24 uczy sie jezyka niemieckiego, 41 - francuskiego, 6 - angiel-
skiego i francuskiego, 9 -niemieckiego i francuskiego, 15 - tylko niemieckiego, 20 - niemieckiego,
ale nie angielskiego, 32 - nie uczy sie zadnego z wymienionych jezykéw. Ilu studentéw uczy sie
tylko jezyka angielskiego, a ilu tylko jezyka angielskiego i niemieckiego?

Odpowiedz: Rozwigzanie zilustrowaé na diagramie Venna. Tylko jezyka angielskiego uczy si¢ 12
studentéw, nie ma studentéw uczacych sie tylko angielskiego i niemieckiego.

Zadanie 4. Zapisz w jezyku teorii mnogosci jakie zwigzki zachodza pomiedzy zbiorami A, B i
C okreslonymi nastepujaco:

a) A = zbidr 0s6b z co najmniej podstawowym wyksztatceniem (takich ktére ukoniczyly szkole
podstawowa)

B = zbidr 0s6b z co najmniej srednim wyksztalceniem

C = zbidr 0s6b z wyzszym wyksztalceniem

Odpowiedz: CC A, BC A, CCB

Uwagi metodologiczne. Warunki z rozwigzania mozna zapisa¢ rownowaznie inaczej np. zamiast
C € Amozna napisa¢c CUA = A.

b) A = zbiér ludzi znajacych co najmniej dwa jezyki

B = zbiér 0s6b znajacych co najwyzej dwa jezyki

C = zbidr os6b znajacych doktadnie dwa jezyki

Odpowiedz: CCA,CCB,C=ANB

Uwagi metodologiczne. Wyrazenie “doktadnie dwa” oznacza nie mniej niz dwa oraz nie wiecej
niz dwa. Jest to zatem koniunkcja dwéch warunkow.

Zadania dodatkowe

Zadanie 5. Zaznacz na plaszczyznie zbiory A = {(x, y) e R : x+1 > 1}, B={(x,y) e R : x < 1},
C={x,yeR:x+y<1,ANBNC,A\(BUC), (A\B)\C.
Odpowiedz:



0 Ex o0 X 0 x
y y
A\BUC) =
ANBNC=0 :(A\B)\C:
0 X 0 = X
o

Zadanie 6. Sprawdz za pomoca diagraméw Venna, ktére z podanych nizej implikacji sg praw-
dziwe.

aA)[ANC =0)ABNA£0)] = (BNC+0)

b)[BNC=CAANC#£D)]—(ANB+£0)

AIANB=0)A(C\B=0)] = (A\C=10)

d)[[AUB£D)ABUC#£D)]—->AUC=0).

Szkic rozwigzania. Korzystamy z diagraméw Venna dla trzech zbioréw. Fakt, ze dany obszar jest
pusty oznaczamy przez jego zakreskowanie. Natomiast to, ze jest niepsuty przez umieszczenie
w tym obszarze znaku X. Rozwigzania przedstawiajg ilustracje:

Uwagi metodologiczne. W przykladzie d) warto uzy¢ koloréw. Tym samym kolorem zaznaczamy
brzeg obszaru oraz X oznaczajacy, ze obszar ten jest niepusty.
Odpowiedz: a) tak, b) tak, c) nie d) nie

Zadania domowe

Zadanie 7. Zapisz w jezyku teorii mnogosci jakie zwigzki zachodza pomigdzy zbiorami A, B i
C okreslonymi nastepujaco:

A = zbiér liczb naturalnych podzielnych przez 2 lub przez 3

B = zbidr liczb podzielnych prez 2 a niepodzielnych przez 3

C =zbidr takich liczb, ktére spelniajg warunek: jesli liczba dzieli si¢ przez dwa, to dzieli sie przez
trzy.

Od%owiedz’:B CABNC=0,ANnC=+0.

Zadanie 8. A jest zbiorem wszystkich tréjkatéw réwnobocznych, B jest zbiorem wszystkich tréj-
katéw réwnoramiennych, C jest zbiorem wszystkich tréjkatéw prostokatnych na ptaszczyznie
E. Jakimi figurami geometrycznymi sg elementy nastepujacych zbioréw: AUB, ANB, A\B, B\ A,
ANC A\C C\A?

Odpowiedz: AUB = B,ANB = A, A\ B = 0, B\ A- r6wnoramienne ale nie réwnoboczne, ANC = 0,
A\C=A,C\A=C



Zadanie 9. Zapisz podane twierdzenia w postaci implikacji. Zapisz twierdzenia odwrotne, prze-
ciwne i przeciwstawne do nich oraz oceni ich wartos¢ logiczna.

a) Pole prostokata o bokach a i b wynosi ab.

b) Liczba catkowita podzielna przez 12 jest podzielna przez 3 i przez 4.

Dowody niekonstruktywne

Dowéd niekonstruktywny to rodzaj dowodu matematycznego, w ktérym wykazuje sie ist-
nienie pewnych obiektéw (zbiordéw, liczb, figur geometrycznych o pewnych wiasnosciach), zwy-
kle nie wprost, przez stwierdzeni, Ze nieprawdziwo$¢ tezy twierdzenia prowadzitaby do sprzecz-
noéci, bez podania sposobu ich konstruowania.

Przyktad 1. Twierdzenie. Istniejg liczby niewymierne a i b takie, ze a’ jest liczbg wymierna.

Dowéd. Przyjmijmy a = b = V2 (wiemy, ze V2 jest liczbq niewymierng). Mamy do rozwa-
zenia dwie mozliwosci (co wynika z prawa logiki nazywanego prawem wylaczonego $rodka
"trzeciego wyjscia nie ma”):

a) V2 V2 jest liczbg wymierng, Wtedy a i b spetniaja teze twierdzenia.
b) V2V2 nie jest liczbg wymierng. Wtedy jednak wystarczy wzigé dwie liczby niewymierne
a= V2V orazb= V2,co daje a’ = 2 a 2 jest liczba wymierng. Koniec dowodu.

Dowéd ten jednak nie stwierdza wprost, ktéry przypadek zachodzi!

Przyktadami dowodéw niekonstruktywnych sa dowody twierdzert opartych na zasadzie
szufladkowej Dirichleta:

Twierdzenie 1. Zasada szufladkowa Dirichleta. Jezeli m przedmiotéow wlozymy do n réznych szufladek,
przy czym m ¢n, to co najmniej w jednej szufladce znajdg si¢ co najmniej dwa przedmioty.

Przyklad 2. Wsréd mieszkaricow Warszawy co najmniej dwie osoby maja te sama liczbe wioséw
na glowie.

Dowéd. Liczba wloséw na glowie cztowieka nie przekracza 500 000, natomiast liczba miesz-
karicow Warszawy przekracza 1 000 000. Wezmy 500 000 szufladek ponumerowanych kolejnymi
liczbami naturalnymi od 1 do 500 000 i wktadajmy do szufladki o danym numerze osoby, ktére
maja taka liczbe wloséw na glowie, jak numer szufladki. Poniewaz oséb jest ponad 1 000 000, a
szufladek 500 000, z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze w jednej lub wiecej szufladkach
musi sie znalez¢ wiecej niz jedna osoba. Nie wiemy jednak jakie sg te szufladki, wiec nie wiemy
jaka liczba wloséw powtarza sie!

Przyklad 3. W grupie 20 oséb muszg by¢ co najmniej dwie, ktére urodzily sie w tym samym

miesigcu.

Dowéd. Wezmy 12 szufladek z nazwami miesiecy i wktadajmy do nich osoby, ktére urodzity
sie¢ w danym miesigcu. PoniewaZz os6b jest 20, a szufladek 12, w jednej z nich musza by¢ co
najmniej dwie osoby. Nie wiemy o jaki miesigc chodzi!
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