Funkgje

Krzysztof Piszczek

Teoria

Definicja 1. Niech dane bedg zbiory X oraz Y. Funkcja f ze zbioru X do (w) zbiér Y nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru X jednego i tylko jednego elementu zbioru Y.
Zbiér X nazywamy dziedzing funkgji f i oznaczamy Dy, zas Y przeciwdziedzing i oznaczamy
Z)}l. Zbiorem wartosci funkgji f nazywamy zbiér f(Dy) := {f(x): x € X}. Elementy dziedziny
nazywamy argumentami funkcji, zas elementy zbioru wartosci wartosciami funkcji.

Przyklad 1. (i) Funkcje f,¢: R — R, zdefiniowane wzorami f(x) := (x+1)? oraz g(x) := x2+2x+1
sq rowne.
(if) Funkgje f, g: R — R, zdefiniowane wzorami f(x) := V2 oraz g(x) := x nie sa réwne.
(iif) Funkcje sin: R — R oraz sin: R — [-1, 1] s3 réwne badz r6zne, w zalezno$ci od rozumienia
pojecia réwnosci funkgji — patrz uwagi powyzej.

Przyklad 2. Przyporzadkowanie kazdemu wielomianowi jego wartoéci w zerze jest odwzoro-
waniem ze zbioru wielomianéw w zbior liczb rzeczywistych.

Przyktad 3. Na powierzchni sfery wybieramy wielki okrag i wpisujemy w niego prostokaty. Na-
stepnie tworzymy ostrostupy o podstawie prostokata, ,brakujacy” wierzchotek obierajgc na po-
wierzchni sfery. Kazdemu wczesdniej ustalonemu prostokatowi przypisujemy objetos¢ tak otrzy-
manego ostrostupa. Tak zdefiniowane przyporzadkowanie ze zbioru prostokatéw wpisanych w
okrag w zbidr liczb dodatnich nie jest funkcja.

Przyklad 4. Zbiér par uporzadkowanych {(3,15), (7,2), (8,13), (8,17), (V/254,0)} nie definiuje funk-
qji.

Przyklad 5. Sposoby definiowania funkcji.
(i) wzér:

f(x) := x% +sinx — 3,
(ii) tabela:

x| fix)
1 15
4 8
55 | 13
V254 | 0




(iif) wykres:

(iv) graf:

(v) zbiér par uporzadkowanych:
{(1,15),(4,8), (5,13), (V254,0)},

(vi) opis stowny:
kazdemu wielokgtowi na plaszczyzZnie przyporzadkowujemy jego obwéd — odwzorowanie
to jest funkcja, ktorej dziedzing jest zbiér wielokatéw plaszczyzny, zas przeciwdziedzing
zbidr liczb rzeczywistych.

Uwaga 1. Gdy dziedzina nie jest wyrazZnie okre$lona, mamy zawsze na mys$li dziedzine natural-
ny, tj. najwiekszy zbidr, na ktérym wartos¢ funkcji ma sens matematyczny. Oczywiscie zaktada-
my tutaj, Ze znamy juz przeciwdziedzine.

Definicja 2. Funkcja liniowa (afiniczna), to odwzorowanie f: R — R, dane wzorem f(x) :=
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ax+b, a,b € R. Parametr a nazywamy wspoélczynnikiem kierunkowym, za$ b wyrazem wolnym.

Uwaga 2. Wykresem funkgji liniowej jest prosta, nachylona do osi OX pod katem « € [0, ) spel-
niajgcym réwnanie tg @ = 4. Zauwazmy, ze funkcja liniowa jest jednoznacznie okre$lona przez
wspodltczynnik kierunkowy i wyraz wolny. Do tego potrzeba i wystarcza znajomosé wspoétrzed-

nych dwéch punktéw, ktére nalezg do wykresu funkcji liniowe;.

Prostg mozna przedstawié¢ na wiele sposobéw. Oprécz postaci kierunkowej, uzytej w definicji,
wymienimy jeszcze postaé ogélng Ax + By + C =0, A, B,C € R, przy czym zaktadamy, ze badz
A, badz B nie jest zerem. Gdy B = 0, to réwnanie Ax + C = 0 przedstawia prosta, ktéra nie jest

wykresem zadnej funkcji zmiennej x, ale jest wykresem funkgcji liniowej zmiennej .

Definicja 3. Funkcja kwadratowa (tréjmian kwadratowy), to odwzorowanie f: R — R, dane
wzorem f(x) := ax’ +bx+c, a,b,c € R,a # 0. Jest to posta¢ og6lna. Wykres tréjmianu nazywamy
parabola. Ponizsze rysunki przedstawiajg mozliwe potozenia wykresu funkcji kwadratowe;.

y y Yy
A>0 A=0
a>0 a>0
W
1 /k\ 1
1




A=0 A<O A<O
a<0 a>0 a<0
1 1 1
W
W
1 X 1 X
W

(i) wyréznik tréjmianu: A := b? — 4ac;

(if) gdy A > 0, to mozemy obliczy¢ pierwiastki tréjmianu: x; = ‘/Zza_b, Xy = _‘g_h ;gdy A =0,

to pierwiastki sa réwne (méwimy wtedy o pierwiastku podwéjnym), tzn. x; = x, = —L;
- %;
(iv) postaé iloczynowa (dla A > 0): f(x) = a(x — x1)(x — x2);

(v) wierzcholek paraboli: W := (—%, —ﬁ).

2
(iif) posta¢ kanoniczna: f(x) = a(x + %)

Twierdzenie 1. Gdy wyréznik A tréjmianu kwadratowego ax* + bx + ¢, a # 0 jest nieujemny, to pier-
wiastki x1, xy tegoz tréjmianu czynig zadoS¢ tzw. wzorom Viete'a:

b c
X1+ Xy =——, X1Xp2 = —.
a a

Definicja 4. Niech f: X — Z, X, Z C R bedzie funkcja. Powiemy, Ze f jest:
(i) rosnaca, gdy dla dowolnych x, y € X takich, ze x < y zachodzi f(x) < f(y);
(if) malejaca, gdy dla dowolnych x, y € X takich, ze x < y zachodzi f(x) > f(v);
(iif) niemalejaca, gdy dla dowolnych x, y € X takich, ze x < y zachodzi f(x) < f(y);
(iv) nierosnaca, gdy dla dowolnych x, y € X takich, ze x < y zachodzi f(x) > f(y);
(v) réznowartosciowa (injektywna), gdy réwnos¢ wartosci pocigga réwnoé¢ argumentéw, tzn.

Vx,yeX: f(x)=fy) = x=y;

(vi) ,na” (surjektywna), gdy zbiér wartosci jest calq przeciwdziedzing, tzn. f(Dy) = Z)Jj1 ;
(vii) bijektywna, gdy jest jednoczesnie injekcja i surjekcja;
(viii) okresowa, gdy istnieje taka dodatnia liczba T > 0 (zwana okresem funkgji), ze
gay J ]

VxeX: x+TeX A f(x+T)= f(x);

(ix) parzysta, gdy

VxeX: —xeX A f(-x) = f(x);
(x) nieparzysta, gdy

VxeX: —xeX A f(—x)=—f(x).

Przyklad 6. Funkcja stata jest okresowa i kazda liczba dodatnia jest jej okresem. Tak wigc funkgje
stale nie majg okresu podstawowego.



Definicja 5. (i) Niecha,b > 0,4 # 1. Powiemy, Ze x € R jest logarytmem o podstawie a z liczby
b, jezeli b = a*. Piszemy wéwczas
x =log, b.

(if) Funkcja wykladnicza nazywamy odwzorowanie R 3 x = a* € (0, +o0), gdziea > 0,4 # 1.
(iii) Funkcja logarytmiczng nazywamy odwzorowanie (0, +o0) 3 x - log, x, gdziea > 0,a # 1.

Uwaga 3. Czesto stosuje sie nastepujaca symbolike:
e log = log,, — logarytm dziesigtny,
e Ig =log,,
e In = log, — logarytm naturalny.
W ostatnim przypadkue = 2,71.
W literaturze anglojezycznej logarytm naturalny oznaczamy symbolem log.

Twierdzenie 2. Niecha,b,x,y > 0,a,b # 1,k € N. Prawdziwe sq nastgpujgce wilasnosci logarytmu:
(1) log (xy) = log, x + log, y — logarytm iloczynu,

(2) log, y, = log, x —log, y — logarytm ilorazu,

(3) log, x* = klog, x — logarytm potegi,

log, x

(4) logh X = log, b
(5) a'°98:* = x.

zmiana podstawy logarytmu,

Uwaga 4. Wlasnosé (3) jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej k.
Odwrotnoscig funkgji x +— a* jest funkcja x = log, x, zas odwrotnoscig funkcji x — log, x jest
funkcja x — a*.

Przyklad 7. Zastosowanie funkcji wykladniczych i logarytmicznych.
e Tempo rozmnazania si¢ bakterii opisuje réwnanie

N(t) = noatr

gdzie t oznacza czas, ng — liczbe bakterii w chwili poczatkowej, N(t) —liczbe bakterii w chwili
t, zag a > 1 jest parametrem, okreé§lanym empirycznie.
e Czas rozpadu substancji radioaktywnych okresla réwnanie

y(t) = yoe_ktr

gdzie t oznacza czas, 1o — mase substancji w chwili poczatkowej, y(f) — mase w chwili ¢, zag
k jest parametrem, okreslanym empirycznie.

e Krzywa uczenia sie, wyrazajaca intensywno$¢ przyswajanej wiedzy wraz z uptywem czasu,
wyraza si¢ wzorem

y=c—ce™,

gdzie t oznacza czas, za$ c, k s3 pewnymi dodatnimi statymi.

e Wiele zjawisk ekonomicznych, przyrodniczych (w szczegélnosci modele wzrostu) jest bar-
dzo dobrze opisywanych przez tzw. krzywq logistycznqg postaci

_a
Y= Txper

gdzie a, b, k s pewnymi parametrami wyznaczanymi empirycznie.
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e W naukach chemicznych pH substancji wyznacza sie ze wzoru
pH =log[H"],

gdzie [H*] oznacaz ilo$¢ jonéw wodoru w substancji, wyrazong w molach na litr.

Zadania na zajecia

2x

Zadanie 1. Znajdz dziedzing i zbi6ér wartosci funkdji g, okreslonej wzorem g¢(x) := 35.

. . P _ 2 . . 2 4 2
Uwaga 5. Mozna tez zauwazy¢, ze g(x) = 2 — <47 i zbiér wartosci odczyta¢ z wykresu.

Zadanie 2. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (-1, 2) i réwnolegtej do OX/OY.
Ktéra z nich jest wykresem funkcji?

Uwaga 6. Pierwsza z tych prostych jest wykresem funkcji zmiennej x, danej wzorem f(x) := 2,
za$ druga zmiennej y, danej wzorem g(y) := —1.

Zadanie 3. Znajdz warto$¢ parametru m € R, dla ktérej iloczyn pierwiastkéw réwnania
x? = 2mx + m? — 4m + 1 = 0 jest najmniejszy.

Zadanie 4. Dany jest tréjmian 2x? — 3x — 7. Nie wyznaczajac jego pierwiastkéw x1, x, oblicz:
o x2+x2
17
i |x1 - le/
o [l +Ixaf,
o L +-1

—.
leCz xlxz

Zadanie 5. Zbadaj monotonicznos¢ funkgji f(x) := L.

Zadanie 6. Pokaz, ze kazdg funkcje f: R — R mozna jednoznacznie rozlozy¢ na sume funkcji
parzystej i nieparzystej.

Uwaga 7. Mamy tu bardzo prosty przyktad zadania, ktérego rozwigzanie polega na wykaza-
niu istnienia jakiego$ obiektu/rozktadu oraz jego jedynosci. Zwykle naturalnym jest rozpoczgé
od istnienia a nastepnie wykazac jego jedynoé¢. Tym razem jednak zrobimy odwrotnie, jako ze
dowodzenie jedynosci podpowie nam, jak pokazac¢ istnienie zgdanego rozktadu.

Zadanie 7. Oméw monotoniczno$é, réznowartosciowosé oraz parzystosé funkgji o ponizszych
wykresach:
a)



b)

<)




Zadanie 8. Narysuj wykresy funkcji wykladniczej i logarytmicznej oraz oméw ich monotonicz-
nosc.

Zadanie 9. Upros¢ wyrazenie log 35 121 - logy, V13.
Zadanie 10. Ktora z liczb jest wigksza?

(i) log2 czylogh,

(ii) log, 7 czy log, 2.

Zadanie 11. Znajdz dziedzine i zbiér wartosci funkgji f, okre$lonej wzorem f(x) := [x].

Uwaga 8. Przypomnijmy, ze symbol [x] oznacza czeé¢ catkowity liczby rzeczywistej x, tzn. [x]
jest najwiekszg liczbg catkowita, nieprzekraczajaca x.

W tresci zadania pojawily sie jednoczesnie symbole f oraz f(x). To dobra okazja, aby oméwié
réznice pomiedzy nimi. A takze wspomnie¢ o zapisie ,, anonimowym”, tzn. np. x - x + 1.

Zadanie 12. Podaj wzor funkcji liniowej, ktéra przeksztatca zbidr liczb catkowitych ujemnych
na zbidr liczb catkowitych dodatnich.

Zadanie 13. Podaj réwnanie prostej, przechodzgcej przez poczatek uktadu wspétrzednych oraz
punkt (3, 2).

Zadanie 14. Podaj wzor funkgji liniowej, ktéra przeksztalca zbiér wielokrotnosci liczby 3 na
zbiér wielokrotnosci liczby 4.

Zadanie 15. O funkdji liniowej f wiemy, ze f(2) = 13, f(4) = 23. Wyznacz f(10).



Zadanie 16. Student dojezdza na uczelnie autobusem a wraca pieszo. Ponizszy wykres przed-
stawia, w jakiej odlegtoséci od domu student si¢ znajduje, gdy juz wybierze si¢ na uczelnie. ,Ana-
lizujac” wykres odpowiedz na nastepujace pytania:
(i) ile godzin student spedza na uczelni?
(if) w jakiej odlegtoéci od domu znajduje sie uczelnia?
(iif) zjaka predkoscia jedzie autobus?
(iv) zjaka predkoscia student wraca do domu?
s

13 14 t

W=

Zadanie 17. Przedyskutuj liczbe rozwigzan réwnania x*> — 6x + 5 = m w zaleznoéci od wartosci
parametrum € R.

Zadanie 18. Pokaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c wielomian
Wh):=(x—-a)(x—-b)+(x-b)(x—c)+(x—a)(x—rc)

ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

Zadanie 19. Czy istnieje takie p € R, ze réwnanie x> + px + p = 0 ma dwa pierwiastki x1, x,
spelniajgce warunek:
(X1 + ZX2)(2X1 +x)=17

Zadanie 20. Zbadaj monotoniczno$¢ funkdcji f(x) := —235.

Zadanie 21. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f: R — R, danej wzorem f(x) :=
czy jest ona réznowartosciowa.

Sprawdz,

x
x2+1°

Zadanie 22. Funkgja f: R — R dana jest wzorem

24l dlax # -2
— x+2 7 .
f): {2, dlax = -2



Czy f jest injekcja/surjekcja? Gdy f jest bijekcja, znajdz f~!.

Zadanie 23. Zbadaj parzystos¢ ponizszych funkgji:
(i) f(x):=2sinxcosx,
(if) g(x) :=sinx + cos x.

Zadanie 24. Pokaz, ze iloczyn dwoch funkgji tej samej parzystosci jest funkcjg parzysty, zas
przeciwnej parzystosci funkcjg nieparzysta.

Uwaga 9. Bardzo fatwo pokazad, ze gdy sposréd n funkcji o zadanej parzystosci chociaz jedna
jest parzysta, to ich ztozenie réwniez. Gdy za$ wszystkie s nieparzyste, to ich ztozenie réwniez.

Zadanie 25. Pokaz, ze jedyng funkcjg f: R — R jednoczesnie parzystq i nieparzystg jest f = 0.

Zadanie 26. Zbadaj okresowos¢ funkgji

Zadanie 27. Zbadaj okresowo$¢ ponizszych funkgji i znajdz (o ile istnieje) okres podstawowy T:
(i) 2sin3x,

(if) sinx +tgx,

(iii) sinax + cosbx, a,b € Z.
Uwaga 10. Rozwigzanie powyzszych zadain wymaga pewnej wiedzy o funkcjach trygonome-
trycznych (i ich ciggtosci), ktérg to wiedzg studenci (przynajmniej formalnie) nie muszg dyspo-
nowa¢. Z drugiej strony funkcje te najlepiej nadaja sie do zadan dotyczacych okresowosci funkgji.
Za najmniej zle rozstrzygniecie uznajemy powolac si¢ na potrzebng wiedze i rozwigzaé zadanie.

Zadanie 28. Oblicz log,, \/g, jezeli wiadomo, ze log, b = —%.
Zadanie 29. Czy funkdje f(x) := log ;%7 oraz g(x) := log x — log(x — 1) majq te same dziedziny?
Zadanie 30. Pokaz, ze funkgja f(x) := ln(x + V1+ xz) jest nieparzysta.

Zadanie 31. Upro$¢ wyrazenia:

o (v)"™)"

(ii) [2V7],
(iii) 2log, 6 —log, 9.
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Zadanie 32. Uporzadkuj od najmniejszej do najwiekszej liczby V2V2, \2V2, 02 22,

Zadanie 33. Ile cyfr ma liczba 21990?

Zadania domowe

Zadanie 34. Znajdz dziedzing i zbiér wartosci funkgji h, okre$lonej wzorem h(x) := v-—x.

Zadanie 35. Podaj wzoér funkgji liniowej, ktéra przeksztalca zbidr liczb parzystych na zbiér liczb
nieparzystych.

Zadanie 36. Podaj wzor prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych i nachy-
lonej (do OX) pod katem % oraz 3.

Zadanie 37. Dang liczbe a € R przedstaw, jako sume dwéch takich liczb, Ze suma ich kwadratéw
jest najmniejsza.

Zadanie 38. Wyznacz wsp6tczynnik b € R w réwnaniu x* + bx — 8 = 0 wiedzac, ze jedno z
rozwigzan jest kwadratem drugiego.

Zadanie 39. Zbadaj monotonicznos¢ funkgji f(x) := .

Zadanie 40. Zbadaj monotoniczno$¢ funkdji f(x) := 13-

Zadanie 41. Wykaz, ze funkcja

1= dlax # -1
o= 1+x”
fe): {—1, dlax=-1

jest swojg wlasng odwrotnoscia.
Zadanie 42. Upro$¢ wyrazenie log, 27 V3.

Zadanie 43. Upros¢ wyrazenia:
(i) logs(9°%:5),

(ﬁ) 4log, 7/

(iii) log, 3 -log, 4.
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Zadanie 44. Uporzadkuj od najmniejszej do najwigkszej liczby log, 3, log, V2, log, 8, log, V3.
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Wskazéwki

1. Dziedzina, to zbiér tych argumentéw, dla ktérych wzér funkcji ma sens matematyczny. Przeksztalé
wykres, aby znalez¢ zbiér wartoéci. 2. Jakie inne punkty znajduja si¢ na tych prostych? 3. Pamietaj,
ze wyréznik nie moze by¢ ujemny. Uzyj wzoréw Viete’a. 4. Sprawdz, ze wyré6znik jest dodatni i uzyj
wzoréw Viete’a. 5. Wybierz dwa rézne argumenty x, y i sprawdz znak wyrazenia f(x)— f(y). 6. Zbadaj
w. 9. Zmien podstawe logarytmu. 11. Dziedzina, to zbiér tych argumentéw, dla ktérych
wz6r funkcji ma sens matematyczny. Funkcja zwraca czgé¢ catkowity argumentu. Co to méwi o zbiorze
wartoéci?  12. Co to oznacza graficznie? ~ 13. Rozwigz odpowiedni uklad réwnan.  14. Co to oznacza
graficznie? 15. Funkcja przechodzi przez dwa punkty (jakie?). Rozwigz odpowiedni uktad réwnan.
17. Zbadaj znak wyréznika. 18. W, to tréjmian kwadratowy — jego wyrdznik musi byé nieujemny.
Potraktuj ten wyréznik, jako tréjmian kwadratowy wzgledem jednego z parametréw. 19. Sprawdz,
kiedy wyréznik jest nieujemny i uzyj wzoréw Viete’a.  20. Znajdz dziedzine a potem dla dwéch réznych
argmentéw z dziedziny zbadaj znak réznicy wartosci funkcji w tych punktach. 21. Jak sie sprawdza
réznowartosciowosé¢? Dla jakich y réwnanie f(x) = y ma rozwigzanie? 22. Co oznaczaja wlasnosci, o
ktére pytamy? 23. Co oznacza parzysto$¢? 25. Definicje obu poje¢ prowadza do dwéch réwnan.
28.ab=...,5=..7 29. Dla jakich argumentéw funkcja log jest zdefiniowana? 30. Pokaz, ze
dziedzina jest zbiorem symetrycznym wzgledem 0. Potem przeksztal¢

(x + V1+ x2)71. 33. Ile poteg 10 miesci sie w rozwazanej liczbie? 34. Dziedzina, to zbiér tych
argumentéw, dla ktérych wzoér funkcji ma sens matematyczny. Jaki znak ma h(x)? 35. Co to oznacza
graficznie? 36. Wyznacz wspotczynnik kierunkowy. 37. Musisz znalez¢ wierzcholek pewnego
tréjmianu kwadratowego. 38. Wzory Viete'a. 39. Wyznacz dziedzine. Potem dla dwéch réznych
argumentéw z dziedziny zbadaj znak r6znicy wartosci funkcji w tych punktach.  40. Wyznacz dziedzine.
Potem dla dwéch réznych argumentéw z dziedziny zbadaj znak réznicy wartosci funkgji w tych punktach.
43. Skorzystaj z wlasnosci logarytmoéw.

Odpowiedzi
1. D, =R\ {-1}, g(D,) = R\ {2} 2.0X: y=2, OY: x=-1 3.m=2. 4.3 +x% =
37. — N65. _ 2Ve5. 1 1 _ 6 : : P . .
Il =l = 22 lx1® + |xof® = 5 + g = w 7. a) niemalejaca, nier6znowarto$ciowa, ani
parzysta, ani nieparzysta.  7.b) rosnaca, réznowartoéciowa, nieparzysta. 7. c) przedzialami rosnaca,
nier6znowartoSciowa, ani parzysta, ani nieparzysta. 9.5 10. (i) log2 < log5, (ii) log, 7 > log;, 2.

11. Df = R, f(Dy) = Z. 12,y = —x. 13.a=%b=0. 14.y = ix. 15. £(10) = 53. 16. (i)
5godz. 40min.,  (ii) 5km, (iii) 15km/h, 5km/h. 17. Dwa rozw. dla m > —4, jedno rozw. dla

m = —4, zero rozw. dla m < —4. 19.p = -1 20. Rozwazana funkcja jest malejaca przedziatami
na (—oo, —1) oraz (=1, +0). 21. f nie jest injekcja oraz f(R) = [-1, 1]. 22. Funkgja f jest bijekcja i

o =, dlax#2 . - . -
f ) = "2 dl 5 23. (i) nieparzysta, (ii) ani parzysta, ani nieparzysta. 26. Kazda liczba
-2, ax=
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wymierna jest okresem rozwazanej funkgji. Nie ma okresu podstawowego. ~ 27.(i) T = 3m, (ii) T = 27,

V2\ V2
(iil) T = iy 29. Nie. 3.()((V2) ) =2 G)[2Y%] =2, (i) 2log,6 —log,9 = 2.
32, V27 V2 <« \2V2 < V22 < 22 33. 2190 ma 302 cyfry. 34. D) = (=0,0], h(Dy) = [0, +c0).
35.y=x+1.  36.2:y=V3 3n:y=-x. 37.a=%+%  38.b=-2. 39 Rosngcana (—oo,0)
i malejgca na (0, +00). 40. Malejaca na (—oo, —1) oraz (1, +00), rosngca na (-1, 1). Nie jest malejaca na

(o0, —1)U(L,+00). 42.31. 43.()2, ()49, (ii)2. 44.log, V2 <log, V3 <log, 8 < log, 3.
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