Wielomiany
dr Tadeusz Werbinski

Teoria

Na poczatku przypomnimy kilka szkolnych definicji i twierdzer dotyczacych wielomianéw.
Autorzy podrecznikéw szkolnych podajg rézne definicje wielomianu - dla jednych wielomian,
to funkcja ; dla drugich wielomian, to suma jednomianéw, a jeszcze dla innych wielomian jest
wyrazeniem algebraicznym. Na wyktadzie z algebry ustyszycie Paristwo, Ze wielomianem nazy-
wamy cigg nieskoficzony o prawie wszystkich wyrazach réwnych zero, a dodawanie i mnozenie
wielomianéw bedzie okreslone jako dodawanie i mnozenie ciggéw. Takie podejscie okaze sie
naturalnym, bo przeciez dodajac lub mnozac wielomiany, wykonujemy te operacje na wspét-
czynnikach tych wielomianéw. Podobnie przy mnozeniu wielomianu przez liczbe.

Definicja 1. Funkcje f: R — R okre$long wzorem

f(x) = ax" + ay_q "

+...+a1x + 4y,

dla dowolnego x € R, gdzie a,,a,-1,...,41,40 s ustalonymi liczbami rzeczywistymi i a, # O,
nazywamy wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x. Liczby a,,, a,-1, . . ., a1, a0 nazy-
wamy wspoétczynnikami wielomianu f, wspétczynnik ap nazywamy wyrazem wolnym. Stopient
wielomianu f oznaczamy st(f) lub deg(f). Wielomianem zerowym nazywamy funkcje f(x) = 0
dla kazdego x € R. Przyjmujemy dodatkowo, Ze stopient wielomianu zerowego jest réwny —oo.

Wielomiany stopnia zero nazywamy wielomianami stalymi; wielomiany stopnia pierwsze-
go, drugiego nazywamy odpowiednio liniowymi (funkcje liniowe) lub kwadratowymi (funkcje
kwadratowe). Zbiér wszystkich wielomianéw o wspéiczynnikach rzeczywistych zmiennej rze-
czywistej x oznaczamy przez R[x].

Dwa wielomiany f i g sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i ich wsp6t-
czynniki przy tych samych potegach zmiennej x s3 réwne. Wobec tego wielomian

f(x) = a,x" +a,_1x" VLt aix+ag jest wielomianem zerowym, gdy a, = a,-1 =... =a; = a9 = 0.
Suma i iloczyn wielomianéw jest wielomianem i jesli st(f) = m, st(g) = n, to st(f + g) < max(m, n)
oraz st(f - g) =m+n.

Niech c € R. Liczbe f(c) = a,c" + Ap_1C" Y+ .+ aic + ag nazywamy wartoécig wielomianu f w
punkcie c.

Twierdzenie 1. Niech f i g bedg wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych, przy czym g nie jest
wielomianem zerowym. Istniejg wtedy jednoznacznie wyznaczone wielomiany q i v o wspdfczynnikach
rzeczywistych takie, Ze dla kazdego x € R spetnione sq warunki:

(@) f(x) = q(x) - g(x) +7(x),

(b) stopient wielomianu r jest mniejszy od stopnia wielomianu g.

Wielomian g nazywamy ilorazem, a r resztg z dzielenia wielomianu f przez g. Jesli r jest
wielomianem zerowym, to wielomian f jest podzielny przez wielomian g. Latwo zauwazy¢, ze
reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x — c) jest réwna f(c).

Przyklad 1. Wykonaj dzielenie wielomianu f(x) = x* — x® — 34x? + 57x — 21 przez wielomian
g(x) =x%—6x+3.
Rozwiazanie: Mamy



x2  +5x -7
-x>  =34x> +57x -21) : (x> —6x +3)
-t 4+6x3 322
5x3  —37x* +57x 21
—5x3  430x> —15x
—7x2  +42x 21
7x*  —42x 421

W tym przypadku reszta z dzielenia wielomianu f przez wielomian g jest réwna zero (jest wielo-
mianem zerowym), a wiec wielomian f jest podzielny przez wielomian g. Mamy wiec réwnos¢:

xt — 3 —34x% + 57x — 21 = (x® — 6x + 3)(x? + 5x — 7).

Na poczatku XIX wieku angielski matematyk W.G. Horner podat algorytm stuzacy do wy-
znaczania ilorazu i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian (x —a). Algorytm ten nazywa
sie czesto schematem Hornera.

Lemat 1. (schemat Hornera) Niech f(x) = a,x" + a,-1x"™' + ... + a1x + ao bedzie wielomianem o
wspdtczynnikach rzeczywistych i niech a € R. Niech g(x) = bu_1X" ' + byox™ 2 + ... + byx + by bedzie
ilorazem z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x — a). Wtedy wspétczynniki wielomianu g spetniajg
zaleznosci:

bp1=a, , by=ar1 +a-bry dlak=0,1,2,...,n—2,areszta jest réwnar =ay+a-by.

Definicja 2. Liczba rzeczywista a jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy

f(@)=0.
Pierwiastek wielomianu f stopnia 7 jest wiec rozwigzaniem réwnania wielomianowego

1

At +a, X"+ +mx+ag=0.

Dla n = 2 otrzymujemy funkcje kwadratowg (tréjmian kwadratowy) postaci
f(x) =ax*+bx+c, a#0.

Liczbe A = b? — 4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego.
(a) Jesli A <0, to tréjmian kwadratowy nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
(b) Jesli A > 0, to tr6jmian kwadratowy ma dwa rne pierwiastki rzeczywiste okre$lone wzorami

_-b-+VA

b+ VA
2a a '

X2
2a

X1

Mamy wtedy  ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2). Jest to tzw. postac iloczynowa tréjmianu
kwadratowego.
(c) Jesli A =0, to tréjmian kwadratowy ma pierwiastek dwukrotny (podwoéjny) dany wzorem

-b

X12 = 7 -
2a

Mamy wtedy ax? + bx + ¢ = a(x — x1)%.



Np. dla tréjmianu kwadratowego f(x) = 2x> =7x+3 mamy A=25, x =1, x =3
oraz 2x* —7x+3=2(x-1)(x-3).
Przy rozwigzywaniu réwnarn i nieréwnosci kwadratowych przydatne sg tzw. wzory Viete’a.

Lemat 2. Jesli A > 0ix1, xo sq pierwiastkami réwnania kwadratowego a2 +bx+c=0,to prawdziwe
sq réwnosci

C
X1+Xp=— , X1:-Xp=— .
a a

Definicja 3. Niech k € N. Liczba rzeczywista a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f wte-
dy i tylko wtedy, gdy wielomian f jest podzielny przez (x—a)* i nie jest podzielny przez (x—a)*!.

Np.dla wielomianu f(x) = (x + 2)*(x — 5)*(x> + 7) liczba —2 jest trzykrotnym pierwiastkiem,
a liczba 5 jest dwukrotnym pierwiastkiem.

Twierdzenie 2. (Bezoute’'n) Liczba rzeczywista a jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest podzielny przez dwumian (x — a), tzn. f(x) = (x —a) - g(x).

Dowéd: (=) Zalézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu f. Wtedy f(a) = 0. Na mocy
wczedniejszego twierdzenia istniejg wielomiany g i r, takie ze

f@) = (x—a)- g(x) +r(x),

gdzie st(r) = 0lub r(x) = 0, tzn. r jest wielomianem statym (liczbg rzeczywista) lub wielomianem
zerowym. Otrzymujemy stad
0= f(a) = (a—a)- g(a) + r(a). Zatem r = 0, co oznacza, ze (x — a) jest dzielnikiem f.
(<) Zakladamy teraz, ze wielomian f jest podzielny przez dwumian (x — a). Istnieje wiec taki
wielomian g, ze f(x) = (x —a) - q(x). Stad f(a) = (a —a) - q(a) = 0 - g(a) = 0, wiec liczba a € R jest
pierwiastkiem wielomianu f .

Niech f bedzie wielomianem o wspétczynnikach caltkowitych. Wszystkie pierwiastki tego
wielomianu, ktére sg liczbami catkowitymi lub liczbami wymiernymi, mozemy fatwo wyzna-
czy¢, korzystajac z ponizszego lematu.

Lemat 3. Niech f(x) = a,x"+a,-1x"" ' +. . .+a1x+ag bedzie wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych
takim, ze a, # 0iag # 0. Wowczas,

(a) jesli liczba catkowita c jest pierwiastkiem wielomianu f to c jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag ;
(b) jesli utamek nieskracalny :77 € Q jest pierwiastkiem wielomianu f, to p jest dzielnikiem ay i q jest

dzielnikiem a,,.

Lemat 4. Niech n € N. Wielomian n-tego stopnia o wspélczynnikach rzeczywistych ma co najwyzej n
pierwiastkow.

Na zakoriczenie warto przytoczy¢ twierdzenie o rozktadzie dowolnego wielomianu o wspét-
czynnikach rzeczywistych na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

Lemat 5. Kazdy wielomian f o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n mozna zapisa¢ w postaci
f) =clx—x1) .- (x—x)(P +arx+by) ... (¥ +ax +b),

gdzie ¢, x1,...,%s,a1,...,a,b1,...,bs €R, c #0 oraz n=s+2t , awielomiany
Z+ax+b;, i=1,2,...,t nie majg pierwiastkow rzeczywistych.
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Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f(x) = x* + 4x3 + x2 + 2x + 3 przez
wielomian g(x) = x> + x — 1.

Szkic rozwigzania. Mamy

x4 + %+ 20+ 3= X2(% +x — 1) + (3x% +2¢% + 2x + 3),

3x% +2x% + 2x + 3 = 3x(x® + x — 1) + (=x* + 5x + 3),

—x* +5x+3 = (-1)(x* +x — 1) + (6x +2),

czyli

x4+ 42x43 = (P +x—-1)+3x(x* +x—1)— (P +x—1)+(6x+2) = (x*+3x—1)(x* +x—1)+(6x+2).

Otrzymujemy stad, ze iloraz g(x) = x* + 3x — 1, a reszta r(x) = 6x + 2. Zauwazmy, ze st(r) = 1 <
2 = st(g), tzn. stopien reszty jest mniejszy od stopnia dzielnika, ale reszta nie jest wielomianem
zerowym, wiec wielomian f nie jest podzielny przez wielomian g.

Uwagi metodologiczne.

Uwaga 1. Powyzszy algorytm dzielenia wielomianéw mozemy zapisa¢ w innej postaci, a mia-
nowicie

x> +3x -1
(o 4 w2 +2x +3) - (P +x-1)
-t = 42

3x3  +2x7 +2x  +3
—3x3  —3x2 +43x

x> +5x +3

+x -1

6x +2

Zadanie 2. Nie wykonujac dzielenia, oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f przez dwu-
mian g, jesli f(x) = x* —4x® = 7x? +3x - 20 , g(x) = x+2.

Szkic rozwigzania. W celu wyznaczenia ilorazu i reszty z dzielenia wielomianu f przez dwumian
g skorzystamy ze schematu Hornera. W naszym przypadku mamy nastepujgce réwnosci:
ag=1, a3=-4, ap=-7, a1 =3, ap=-20 oraz a=-2.

lloraz bedzie wielomianem stopnia trzeciego, tzn. g(x) = b3x® + byx* + byx + by. Mamy

bg =a4 = 1 ,

b, = abs + a3 :(—2)'1+(—4): -6,

bi =ab, +a, = (-2)(-6) +(-7) =5,

b():abl + aq =(—2)‘5+3=—7,



r =abg +ag = (-2)(=7) + (-20) = —6.
Otrzymujemy stad q(x) = x> —6x* +5x~7 oraz r= 6.

Zadanie 3. Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x+4) jestréwna 4 , a przy dzieleniu
przez (x —2) jest rtéwna —2 . Oblicz reszte z dzielenia wielomianu f przez tréjmian kwadratowy
(x> +2x - 8).

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze (x*> + 2x —8) = (x + 4)(x — 2) . Reszta r z dzielenia wielomia-
nu f przez tréjmian kwadratowy jest wielomianem stopnia co najwyzej pierwszego, a wiec jest
postaci (x) = ax + b; a,b € R . Dzielenie z resztg wielomianu f przez tréjmian kwadratowy
mozemy zapisa¢ w postaci :

fx)=gx)(x+4)(x-2)+ (ax+ D),

dla pewnego wielomianu g. Z warunkéw zadania wiemy, ze f(—4) =4 i f(2) = -2. Z drugiej
strony mamy

f(—4)=g(-4)-0+ (—4a +Db)

f2)=g(2)-0+2a+b).

Otrzymujemy uktad réwnan
—4a+b=4
2a+b=-2

Rozwigzaniem jesta = —11b = 0. Zatem szukana reszta r(x) = —x .

Zadanie 4. Wyznacz calkowite warto$ci parametru a, dla ktérych wielomian
f(x) =2 +ax?> —a’x + 1 ma dwa rézne pierwiastki catkowite.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze jedynymi pierwiastkami catkowitymi wielomianu f moga by¢
tylko liczby +1.Stad f(1) =0 & a—a?>+2=01if(-1) =0 & a+a® =0.Otrzymujemy uklad

réwnan
a—a?=-2
a+a®=0
Rozwigzaniem powyzszego ukladu jesta = -1.

Zadanie 5. Rozwigz réwnanie: x* —7x3 +18x2 —20x +8 =0.

Szkic rozwigzania. Pierwiastkami catkowitymi danego réwnania mogga by¢ jedynie dzielniki licz-
by 8, tzn. £1, +2, £4, +8.0znaczmy f(x) = x* — 7x> + 18x*> — 20x + 8 . Mamy f(1) = 0,
wiec x; = 1jest pierwiastkiem f . Wobec tego wielomian f jest podzielny przez dwumian (x—1).
Korzystamy ze schematu Hornera i otrzymujemy

xt—7x% +18x% —20x + 8 = (x — 1)(x® — 6x% + 12x — 8) .
Podobnie stwierdzamy, Zze pierwiastkiem ilorazu g(x) = B -6x2+12x -8 jest x, = 2, a wiec
wielomian g jest podzielny przez dwumian (x—2) . Wsp6lczynniki ilorazu obliczamy ze wzoréw

Hornera i mamy
xt = 7x% +18x% — 20x + 8 = (x — 1)(x — 2)(x* — 4x + 4)
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Otrzymany tréjmian kwadratowy x* —4x + 4 = (x — 2)> . Podane w zadaniu réwnanie jest
réwnowazne réwnaniu

(x-1(x-2°=0
Zatem liczby x; = 1ix, = 2 s pierwiastkami danego réwnania, przy czym x, = 2 jest pierwiast-

kiem trzykrotnym.

Zadanie 6. Rozwigz réwnanie: x° +2x* —31x2 +28 = 0.

Szkic rozwigzania. Niech f(x) = x® + 2x* — 31x? + 28 . Jedli wielomian f ma pierwiastki catko-
wite, to nalezg one do zbioru {+1, +2, +4, +7, +14, +28}. Nietrudno zauwazy¢, ze niewiadoma x
wystepuje w danym réwnaniu tylko w potedze o wykladnikach parzystych, wiec f(a) = f(—a)
i f(1) = 0. Stad réwniez f(—1) = 0. Dzielimy wielomian f przez (x — 1), a nastepnie otrzymany
iloraz dzielimy przez (x + 1), korzystajac ze schematu Hornera (lub dzielimy f przez (x* — 1)).
Otrzymujemy kolejno

X0+ 20 —31x% +28 = (x — 1)(x° + x* +3x% + 3x% — 28x — 28) = (x — 1)(x + 1)(x* + 3x? —28) =
=@ -Dx+1Dx-2)(x+2)(x*+7),
poniewaz liczby+2 sg pierwiastkami wielomianu g(x) = x* + 3x — 28. Stad
x=DE+DEx-2)x+2)x*+7)=0

wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1lubx = =1 lub x = 2 lub x = -2, poniewaz x*> +7 > 0 dla kazdego
xeR.

Zadanie 7. Rozwigz nieréwnoséé: x* + x> — 7x%> —x + 6 < 0.
Szkic rozwigzania.

-7 —x+6 = +1)-7x(x+ 1) +6(x+1) = (x+ 1)(* -7x+6) = (x+ D)(x = 1)(x* +x—6) =

=(x+Dx-Dx+3)(x—-2)

Stad
x+3)x+Dx-1)x-2)<0

Powyzsza nieréwnoé¢ mozemy rozwigza¢ budujgc tzw. siatke znakéw lub metodg graficzna.
Oznaczmy f(x) = (x + 3)(x + 1)(x — 1)(x — 2).

1. Siatka znakow.

X (m00,-3) | -3 | (-3,-1) | -1 | (-L,1) | 1] @L2)]|2](2+x)

x+3 - 0 + + + + + + +
x+1 - - - 0 + + + + +
x-1 - - - - - 0 + + +
x—2 - - - - - - - 0 +
f(x) + 0 - 0 + 0 - 0 +

Z tabeli odczytujemy,ze f(x) <0 dlax € (-3,-1)U(1,2).

2.Metoda graficzna.

Metoda graficzna polega na wykresleniu pewnej krzywej, tzw. “fali”, ktéra nie jest jednak do-
ktadnym wykresem wielomianu f. Krzywa ta musi przechodzi¢ przez wszystkie miejsca zerowe
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wielomianu f, ale poza nimi nie musimy oblicza¢ i zaznacza¢ dokladnych wartosci wielomia-
nu, poniewaz w kazdym z otrzymanych przedzialéw funkcja f jest stalego znaku (dodatnia albo
ujemna). W celu otrzymania poprawnego “wykresu” postepujemy jak nizej:

(a) Na osi OX zaznaczamy wszystkie miejsca zerowe wielomianu f. O§ OY mozna pomina¢.

(b) Wykres krzywej zaczynamy od prawej strony z géry (nad osig OX), jezeli wsp6lczynnik przy
najwyzszej potedze wielomianu f jest dodatni. W przeciwnym wypadku wykres zaczynamy
od dotu (pod osig OX).

(c) Przy przejsciu przez miejsce zerowe, ktore jest pierwiastkiem o krotnosci, bedacej liczbg nie-
parzysta 1,3,5, ..., funkcja zmienia znak z dodatniego na ujemny lub na odwrét.

(d) Przy przejéciu przez miejsce zerowe, ktére jest pierwiastkiem o krotnosci, bedacej liczba pa-
rzysta 2,4, 6, ..., funkcja nie zmienia znaku i w tym punkcie nastepuje tzw. odbicie krzywej
(nie przecina ona osi OX lecz jest styczna do osi w tym punkcie).

(e) Zotrzymanego wykresu odczytujemy przedzialy, w ktérych wielomian f przyjmuje wartosci
dodatnie (nieujemne) lub ujemne (niedodatnie).

W naszym przypadku mamy nieréwnos¢:

x+3)x+Dx-1)(x-2)<0

Zauwazmy, ze wszystkie pierwiastki s jednokrotne, a “wykres” zaczynamy od géry (z prawej
strony od ostatniego miejsca zerowego), poniewaz wspélczynnik przy najwyzszej potedze jest
réwny 1 > 0.

-4.0 -310 -2.0 10 0 1Mo

-10.0 T+

-15.0 ~

Z powyzszego wykresu odczytujemy, ze podana nieréwnos¢ jest spelniona dla x € (=3,-1) U
(1,2).

Zadanie 8. Rozwigz nieréwno$é: (1 — 2x)3(3x +2)%(x — 1) > 0.

Szkic rozwigzania.

(2000 30 P+ 2= 5) 20
72 (x — %)4(x + g)z >0

1,4 2.,
_ - 2y <
x—=)(x+2)<0

Obydwa wyktadniki poteg sa parzyste, wiec kazdy z czynnikéw jest nieujemny dla dowolnego
x € R. Zatem jedynymi rozwigzaniami ostatniej nieréwnosci sg liczby x = 1 lub x = —%. Roz-
wigzanie powyzsze uzyskamy réwniez postugujac sie¢ metodg graficzng.Miejscami zerowymi
wielomianu w ostatniej nieréwnoéci sg 1 i —%, przy czym obydwa miejsca zerowe sg krotnosci
parzystej, wiec w tych punktach nastapi odbicie “wykresu”, co obrazuje ponizszy rysunek.
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-1.0

-1.0 -

Zadania dodatkowe
Zadanie 9. Dla jakich wartosci parametru m pierwiastki x; i x, réwnania

mx m+1
+ =x+1
m-—1 X

.. L cc 1.1 "
spelniajg nier6wnos¢: -+ - <2m+1 7

Szkic rozwigzania. Zakladajac, ze m # 11 x # 0 zapisujemy dane réwnanie w postaci
+(1-mx+m*-1=0.
Aby powyzsze réwnanie mialo dwa pierwiastki x; i xp, musi by¢ spelniony warunek
A=-3m*—-2m+520 )
Mamy

-3m* - 2m +5= —3(m - 1)(m + g),

wiec rozwigzaniem nieréwnoéci (1) jest zbiér m € [—g , 1] .
Ze wzoréw Viete’a otrzymujemy

1 1 x+x m-1 1

X1 X X1%2 m—-1 m+1

wiec warunek podany w zadaniu przyjmie postaé

1
m+1<2m+1 2)

Nier6wnos¢ (2) jest rownowazna nieréwnosci
3
2m(m + E)(m +1)>0,
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ktérej rozwigzaniem jest zbiér m € (—3 , — 1) U@, +o0).

Rozwigzaniem zadania sg liczby m , ktére spetniajg jednoczesnie nieréwnosci (1) i (2) i warunek
27

Uwagi metodologiczne. Przy rozwigzywaniu nieréwnoéci nalezy pamieta¢ o tym, Zze nie wolno

!!I! obustronnie mnozy¢ nieréwnosci przez wyrazenie, ktére nie jest stalego znaku w dziedzinie,
a takze o tym, ze

m # 1, a wiec ostatecznie m € (—3 - l) u@o,1).

2<0(0) ©a-b<0(>0).
Uwaga 2. Jesli tego typu zadania byly (bedq) rozwigzywane w temacie “Funkcja kwadratowa”,to
zadanie to nalezy pomina¢.

Zadanie 10. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f(x) = 2x* +3x> —x?> +4x —5 przez
wielomian g(x) = x* +3x - 2.

Szkic rozwigzania. Wykonujemy dzielenie wielomianéw metodg przedstawiong w pierwszym
zadaniu.

Zadanie 11. Rozwigz réwnanie: 16x* —24x® —2x+3=0.

Szkic rozwigzania. Mamy
8x°2x -3) - (2x-3) =0

x=3)8x*-1)=0

2(x — g)(Zx - 1@ +2x+1)=0

4(x — ;)(x — %)(49(2 +2x+1)=0

Poniewaz wyr6znik tréjmianu kwadratowego 4x*+2x+1 jestréwny A = =12 < 0, to 4x*+2x+1 >

0 dla kazdego x € R. Otrzymujemy wiec x = 3 lub x = 1.
Uwagi metodologiczne. Najpierw grupujemy wyrazy w podanym réwnaniu i wytgczamy wspélny

czynnik, a nastepnie korzystamy z wzoru skréconego mnozenia (a° — b®) = (a — b)(a® + ab + b?).

Zadanie 12. Rozwigz réwnanie: x* +3x> +4x>+6x+4=0.

Szkic rozwigzania. Sprawdzamy, czy wielomian f wystepujagcy w powyzszym réwnaniu ma
pierwiastki catkowite. Mogg to by¢ jedynie dzielniki wyrazu wolnego, a wiec nalezg do zbioru
{1, £2, +4}.

Mamy f(1) =18 #0 , f(-1) = 0, co oznacza, ze liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu f, a
wiec wielomian jest podzielny przez dwumian (x + 1). Wspétczynniki ilorazu g z dzielenia wie-
lomianu f przez dwumian (x+1) wyznaczamy korzystajac ze schematu Hornera. Otrzymujemy:

3% A rbx+4=(x+1) - (F° +2x% +2x + 4)

Podobnie, jesli wielomian g stopnia trzeciego ma pierwiastki catkowite, to nalezg do zbioru
{£1, £2, +4}. Otrzymujemy g(-2) = 0, tzn. liczba -2 jest pierwiastkiem wielomianu g, a wiec jest
on podzielny przez dwumian (x + 2). Wspoétczynniki ilorazu wyznaczamy ze wzoréw Hornera
i otrzymujemy:

A3 A ox+4=(x+1)- (x+2)- (A +2)

Réwnanie wyjSciowe mozemy zapisa¢ w postaci:

x+1)-(x+2)-(*+2)=0
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Stad
x+1=0lub x+2=0 lub > +2=0.

Poniewaz x* + 2 > 0 dla dowolnego x € R , to rozwigzaniami réwnaniasg x = —lix = -2 .

Zadanie 13. Rozwigz réwnanie: x'> — x12 —x” + x6 = 0.
Szkic rozwigzania.

xP(x-=1)—2(x-1)=0
P -1)x°*-1)=0
-1 -1 +1)=0

-1 +x+Dx+ D)2 -x+1)=0

Wyréznik A = -3 dla obydwu tréjmianéw kwadratowych, wiec x> £ x + 1 > 0 dla kazdego
x € R. Pierwiastkami réwnania sg wiec liczby: x = 0 - szeéciokrotny, x = 1 - dwukrotny , x = —1.

Uwagi metodologiczne. W celu otrzymania postaci iloczynowej wielomianu wystepujacego w
réwnaniu najpierw grupujemy wyrazy, wylaczamy wspélne czynniki, a nastepnie korzystamy
z wzoréw skréconego mnozenia (réznica kwadratéw,suma szeScianéw i réznica szeScianéw).

Zadanie 14. Rozwigz nier6wnosé: 2x> — 5x2 — 2x + 5 > 0.

Szkic rozwigzania. Mamy
2x° —5x* —2x+5 =2x"(x — E)—Z(x— E) =2(x— E)(x -1)=2(x- 5)(x—1)(x+1)
Otrzymujemy nier6wnos¢
(x— g)(x -Dx+1)>0
Oznaczmy f(x) = (x + 1)(x — 1)(x - %). Budujemy siatke znakow.

1. Siatka znakoéw.

x [(oo,-)[-1]CLD)[1][(@LD]2] 3+
x+1 - 0 + + + + +
x-1 - - - 0 + + +
x—3 - - = = o] +
f(x) - 0 + 0 - 0 +

Z tabeli odczytujemy, ze nieréwnos¢ jest spetniona dla x € (=1,1) U (2, +c0).
2.Metoda graficzna.
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-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0 1. 2.0 3.0
-1.0

f -2.0
-3.0
-4.0

Zadanie 15. Rozwigz nier6wnosé: (12x° — 16x% + 7x — 1)19(=10x% + 3x + 1)° > 0.

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze (12x> — 16x* + 7x — 1)1 > 0 dla dowolnego x € R, wigc dana
nier6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci (—10x% + 3x + 1)°> > 0 z wylgczeniem ze zbioru jej
rozwigzan miejsc zerowych pierwszego czynnika, tzn. pierwiastkéw wielomianu

f(x) = 12x% = 16x% + 7x — 1. Jednym z pierwiastkéw wymiernych wielomianu f jest x = %,
poniewaz f(1) = 0. Otrzymujemy rozkiad

12 —16x* +7x — 1 = (x — %)(12352 - 12x+3) =12 (x - %)(x - %)2.

Pierwiastkami wielomianu f sa wiec liczby % i %
Dalej mamy
(<1022 +3x+1° >0 & (-10x* +3x+1>0)

Dla powyzszego tréjmianu kwadratowego wyréznik A = 49 , pierwiastkix; = 3 ,x, = -1, co
daje nier6wnos¢
1 1
-10-(x-=)x+=)>0
(=) +3)
Rozwigzaniem ostatniej nieréwnosci jest zbidr x € (=1, 1). Jednak x = 1 € (-1, 1), wiec rozwig-

zaniem podanej nieréwnosci jest zbior (-3, 3)\{3}.

Zadania domowe

Zadanie 16. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie

m+1x*>—4dmx+m+1=0
ma dwa rézne pierwiastki dodatnie ?
Zadanie 17. Wyznaczy¢ takie liczby a i b, aby wielomian f(x) = x* — 3x® + 63> + ax + b byt
podzielny przez dwumian (x*> — 1) .
Zadanie 18. Rozwigz réwnanie: x* + 4x> —18x2 —12x+9 =0.
Zadanie 19. Rozwigz nier6wnosé: (x — 4)(x? + 5x — 6)(—x? + 2x + 1) < 0.
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Zadanie 20. Rozwigz nier6wnosé: —x* + 5x> —5x2 —x +2 > 0.

Odpowiedzi:
112, g(x) =x*+3x—-1, r(x) = 6x+2
1.14. g(x) = x> - 6x>+5x—7 oraz r=—6.
1.15. r(x) = —x.
1.16. a=-1.
1.17. x; =1ix, = 2 - pierwiastek trzykrotny .
1.18. x e {£1,+2}.
1.19. xe€(-3,-1)U(l,2).
1.20. x e {-2;1}.
1.21. me(—- —1)u(0, 1.
1.23. g(x) =2x> —3x+12, r(x) = -38x+19.
1.24. x=3lubx=3.
1.25. x=-1lubx=-2.
1.26. x = 0-szeSciokrotny ; x = 1-dwukrotny ; x = —1.
1.27. x€(=1,1) U (Z; +0).
1.28. x e (-5 H\(L)
1.29. me (-0, —1)U(1, o0) .
1.30. a=3,b=-7.
131. xy=-1,x%=3,x=-3-2V3, x4=-3+2V3.
1.32. xe(=6,1—- V2)U(1,1+ V2) U (4, +o0)).
1.33. xe [0, 3317
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