Zastosowanie symboli X i IT do zapisu sum i iloczynéw

Teoria

Niech a1, 4, ...,a, bedg dowolnymi liczbami. Sume a; +a, + ... + a, zapisuje sie zazwyczaj

w postaci
n

Y

k=1
(czytaj: suma od k = 1 do 7 ai). Znak X. to duza grecka litera sigma, symbol k to tzw. wskaznik
sumowania, liczba 1 to dolny wskaznik sumowania, a liczba n to gérny wskaznik sumowania.

Prawdziwe s3 np. réwnosci:
5
Y B =124224+32 442+ 5 = 55,
k=1

_12+6+4+3 25

1_12+6+4+43 25
4 12 T 12

FEE
2 3

| =
==

4
k=1

Wskaznik sumowania mozna oznacza¢ dowolng literg. Mamy np.

n

k=1 i=1 j=1 r=1
Ponadto wskazniki sumowania dolny m i gérny n moga by¢ dowolnymi liczbami catkowitymi
takimi, ze m < n. Mamy np.

8
Z(2k+l):9+11+13+15+17=65
k=4

oraz

4
Y B=(2P+ (1P +0°+13+27 437 + 47 =91,
k=-2

Przeksztalcajac wyrazenia zawierajgce sumy o dowolnej liczbie sktadnikéw, korzysta sie z
waznych wlasnoéci takich sum. Przedstawimy tu najwazniejsze z nich.

Wtiasno$é 1. Dla dowolnych liczb a4, . . ., a,, ¢ zachodzi réwnosé

n n

CZak=ZCQk.

k=1 k=1
Powyzsza wlasno$¢ wynika z rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania liczb.

Wtasnosé 2. Dla dowolnych liczb catkowitych 7, s, t spetniajgcych warunek r < s < t zachodzi
rownos¢

s t

Zak = Zak+2ak. (1)

t
k=r k=r k=s+1
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Przy powyzszych oznaczeniach zachodzg bowiem réwnosci:

s t

t
Zakz(ar+...+a5)+(as+1+...+at)=Zak+ Z k.

k=r k=r k=s+1

Wlasnosé 3. Dla dowolnych liczb m, n, r € Z takich, ze m < n zachodzi réwnos¢

n n+r
Z a = Z A—r- 2)
k=m k=m+r

Przy powyzszych oznaczeniach zachodzg bowiem réwnosci:

n+r

Z Ak—r = Am+r)—r T Amar+1)—r T oot Auar)—r =
k=m+r

n

:um+am+1+...+an=2ak.
k=m

Rozpatrzmy nastepujaca prostokatna tablice liczb czyli tzw. macierz

a ain cee Mp
a1 A ... Q2n
Anl w2 --- Qmn

Liczby tworzace te macierz nazywamy jej elementami. Rzedy poziome tej macierzy nazywa-
my wierszami, a rzedy pionowe nazywamy kolumnami. Kazdy element tej macierzy ma dwa
indeksy. Pierwszy jest numerem wiersza, w ktérym znajduje sie ten element, a drugi jest nume-
rem kolumny. Dla kazdego i € {1, ..., m} suma elementéw stojacych w i-tym wierszu jest réwna

n

S o

=1

Wobec tego suma wszystkich elementéw macierzy jest réwna

Podobnie dla kazdego j € {1,.. ., n} suma elementéw stojacych w j-tej kolumnie jest réwna
m
2
i=1
a suma wszystkich elementéw naszej macierzy jest réwna

n m

Z( Z ”ii)‘

=1 i=1
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Poréwnujac otrzymane sumy i opuszczajgc nawiasy, otrzymujemy ponizszg

Wtasnosé 4. Dla dowolnych liczb naturalnych m i n oraz liczb a;;, gdziei € {1,...,m}, j €
{1,...,n} zachodzi réwnosé

Powyzszy zwigzek mozna wyrazi¢ nastepujgco: w sumach podwéjnych mozna zmieniac¢ ko-
lejnoé¢ sumowania. Wtasnosc t¢ maja réwniez sumy potréjne i ogélnie [-krotne, gdzie l € N\ {1}.

lloczyn aja; - ... - a, zapisujemy w postaci

(czytaj: iloczyn od k = 1 do n a;). Znak IT to duza grecka litera pi, symbol k to tzw. wskaznik
iloczynu, liczba 1 to dolny wskaznik iloczynu, a liczba n to gérny wskaznik iloczynu.

Mamy np.
7
H(3k+1):4-7-10-13~16-19-22.
k=1
Prawdziwe sg odpowiedniki iloczynowe podanych wyzej wlasnosci 1, 2, 3 i 4.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Obliczy¢:

5 6
1
a)y 25 b))y -
o 37
Odpowiedz: a) 62; D) a0

Zadanie 2. Za pomocg znaku X zapisa¢ nastepujaca sume:
a) V2+ V3 + Va+ V5 + V6 + N7+ V5;
b) 5! +6!+ 7!+ 8!+ 9!

Odpowiedz: a) Na przyklad i Vk;  b) np. 29,‘ k!.

k=2 k=5

a;n a2 a3
Zadanie 3. Dana jest macierz | a21 a2 a3
sz azy 4asz

. Zapisa¢ dane wyrazenie bez uzycia symboli ©

ill:



3 3 3 3 3
a) HZQU, b Z aj]',' C) H Z aij.
i j=1

i=1 j=1 i=4—j
Szkic rozwigzania. Ad a). Zgodnie z przyjetymi umowami zachodzg réwnosci:

3 3 3 3 3
H Zaij = H (ZIZ,']') = H(ﬂil +ap +4ap)

i=1 j=1 =1 j=1 i=1
= (a1 + a2 + a13)(a21 + a2 + a23) (@31 + Az + azz).
Ad b). Podobnie jak wyzej otrzymujemy réwnoSci:

3 3

3
Y Twi= ) H“w Z“li“%%‘

j=1 i=1 =1 i=1 j=1
= 411421431 + 412422432 + A13023433.

Ad c). Mamy tu

3 3 3 3 3 3
[1Y o= TT0Y )= () (Yaa) (Xeo)
j=1 i=d-j =1 i=A—j i=3 i=2 i=1

= az(axn +az)(a13 + a3 +as3).

Zadania domowe

Zadanie 4. Obliczy¢:

7 5 . 8
DY @k-1; b)Y —= Y (DR
k=1 i=2 i=2

Odpowiedz: a) 49; b)% c) 37.

Zadanie 5. Za pomocg znaku X zapisa¢ nastepujaca sume:
a) sinx + sin2x + ... + sinnyx;
b)a+@+1)?+@+2)°+...+ (a+2n)**.

Odpowiedz: a) Na przyklad i sinkx; b)np. i(a + k)<L

k=1 k=0

Zadanie 6. Za pomoca znaku IT zapisaé nastepujacy iloczyn 3-4- ... - 100.
100

Odpowiedz: Na przyklad H k.
k=3

Zadanie 7. Sformulowac i uzasadni¢ iloczynowe odpowiedniki wlasnosci 1, 2, 31 4.
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ain a2 M3
Zadanie 8. Dana jest macierz | 421 a2 a3
asz azp 4as3

ill:

—.
-

. Zapisa¢ dane wyrazenie bez uzycia symboli ©

—.
-

b) aij; aij; d) aij;
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1 =1 i=j
3 3 3 3 4-i 3 4-i

o ) [ [ D[] 8 )] [ b J[2 e
=1 j=i j=1 i=1 i=1 j=1 j=1 i=1
3 3 3 i 3 3 3 3

o LIl o [Zw wXlle v [[X
i=1 j=4—i i=1 j=1 j=1 i=j i=1 j=4—i
3 3 3 3 4 3 4-i

o Xllwr oY o X[w o [[Xw
=1 i=1 i=1 j=i j=1 i=1 =1 j=1

Odpowiedé: a) a11a12a13 + ax1a2023 + 431432033,
b) (a11 + a1 + az)(a2 + ax + az)(a13 + ax3 + az3);
C) ayy + aax + az1asyass;

d) (a11 + a1 + az)(ax + asz)azs;
e) ay1a12a13 + axnax + ass;

f) a11(ar2 + ax)(aiz + ax + ass);
g) a11a12a13 + a1ax + az3;

h) (a11 + a1 + as1)(a12 + az)ars;
i) ai3 + axnaxs + a31a3a33;

j) a11(az1 + axn)(as + as + asz);
K) ana21a31 + axpas; + ass;

1) ar3(a22 + a3)(as + asy + as3);
Y an + appax + aizaxsass;

m) (a1 + a2 + ai3)(ax + a23)ass;
n) ay1az1a3 + a2 + as;

0) (a1 + aix + ai3)(az + ax)as.

a4z 413 a4
Zadanie 9. Dana jest macierz | ax1 a2 a3 ax
a1 Aaz dsz 434

boli X iIl:

. Dane wyrazenie zapisa¢ za pomocg sym-

a) (a11 + a2 + a1z + awa)(@21 + ax + axz + ax)(a31 + Az + a3 + az4);
b) (a1 + a1 +asz) (a2 + ax + as)(aiz + axz + asz)(aig + ax + ass);

Q) a1a12a13a14 + A2102023024 + A31032033034;
d) an1axas1 + a12022037 + 113023033 + A14024034.

Odpowiedz: a) f[ i aij; b) ﬁ i aij;

i=1 j=1 j=1 =1

3 4
) aij;
i=1 j=1

1
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Zadanie 10. Dana jest nastepujaca tréjkatna tablica liczb:

an
a1 A4
a1 dsy 4as3

an1 An2 A3 ... Opn

Sumujgc dwoma sposobami elementy tej tablicy, wykaza¢ réwnos¢

i=1 j=1 =1 i)

Zadanie 11. Dana jest nastepujaca tablica liczb:

a1n
a2,n-1  A2n
a3 pn-2  A3n-1 a3n

an1l oo Aup-2 Aup-1 Oun

Sumujac dwoma sposobarm elementy tej tablicy, wykaza¢ odpowiednig réwnos¢.

Odpowiedz: Z Z aij = Z Z ajj.

i=1 j=n—i+l j=1 i=n—j+1

Indukcja matematyczna

Zasade indukcji matematycznej (lub tez indukgji zupelnej) stosuje sie w dowodach licznych
twierdzen.

Twierdzenie 1 (Zasada indukcji matematycznej). Niech kazdej liczbie naturalnej n przyporzgdko-
wane bedzie zdanie T(n) i niech spetnione bedg warunki:

1°. zdanie T(1) jest prawdziwe,

2°. dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T(n) wynika zdanie T(n + 1).

Woéwczas zdanie T(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

Zasade indukcji matematycznej mozna sugestywnie zilustrowaé za pomocg odpowiednio
ustawionych tabliczek domina.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 12. Stosujac zasade indukcji matematycznej, wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej
n zachodzi réwnosé

Zk = 1 n(n +1). (4)



Szkic rozwigzania. W przykladzie tym zdaniem T(n) przyporzagdkowanym liczbie naturalnej n
jest réwnos¢ (4). Dowod indukcyjny skiada sie z dwéch krokéw, polegajacych na sprawdzeniu
warunkéw 1° i 2°, wystepujacych w zasadzie indukgji.
1
Krok 1°. Zdanie T(1) jest prawdziwe, gdyz jest ono réwnowazne ze zdaniem 1 = = -1-2.
Krok 2°. Niech n bedzie dowolng ustalona liczbg naturalng i niech zachodzi réwnos¢ (4).
Sprawdzimy, ze zachodzi wtedy réwnos¢
n+1 1
Yk o= S+, 5)
k=1

ktérg uzyskuje sie w wyniku podstawienia n — n + 1 w réwnoéci (4). Mamy tu

fk = ik+(n+1)
k=1 k=1

%n(n +1)+(m+1)
1
= E(n +1)(n + 2).

Zatem na mocy zasady indukcji zupelnej réwnos¢ (4) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalne;
n.

Zadanie 13. Za pomocg indukcji matematycznej wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réw-
nos¢

2n
Z(—l)k“(Zk 1 = —2n(16n? - 3). 6)
k=1

Szkic rozwigzania. Krok 1°. Poniewaz 12 — 3% = -2(16 — 3), wigc dla n = 1 réwnos¢ (6) jest

prawdziwa.
Krok 2°. Wezmy dowolng ustalong liczbe naturalng n i zalézmy, ze zachodzi réwnos¢ (6).
Wykazemy, ze wtedy zachodzi tez réwnos¢

2n+2
Z(—l)k”(Zk 1% = 2+ 1D[16(n +1)? - 3]. @)
k=1
Obliczenia mogg tu przebiega¢ nastepujaco:
2n+2 2n
L= Z(—l)k“(Zk ~1)P = Z(—l)k”(Zk — 1) + (4n + 1)° — (4n + 3)°
k=1 k=1

= —2n(16n® - 3) + (641> + 48n* + 12n + 1) — (64n°> + 144n> + 1081 + 27)
= -32n° — 961> — 90n — 26.

2n+2 2n
SkorzstaliSmy tu z oczywistej réwnosci Z ag = Z Ak + Azp41 + A2n42. Dalej mamy
k=1 k=1

P=-2(n+1)[16(n +1)*> — 3] = —(2n + 2)(16n> + 32n + 13)
= —32n® — 961> — 90n — 26.
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Zatem L = P. WykazalisSmy wiec, Ze istotnie z réwnoéci (6) wynika réwnosé (7).
Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnos¢ (6) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Zadanie 14. Wykazad, ze dla dowolnych n € Nix € R\ {1} zachodzi réwnos¢

xn+1_1
T+x+22+... 41" = )
X X X _X—l (8)

Szkic rozwigzania. Poniewaz zachodzg réwnosci

-1 (x+Dx-1)
x—-1 x—1 B

x+1=1+x,

wiec dla n = 1 ré6wnos¢ (8) jest prawdziwa.
Wezmy dowolng ustalong liczbe n € N i zal6zmy, ze zachodzi réwnos¢ (8). Wykazemy, ze
zachodzi wtedy réwnos¢

xn+2_1
T+x+x+.. +x"+x" = — )
x_

Mamy

n+1

T+x+2% 4.+ +x" T =1 +x+2%+ ... +2") + 2"

xn+1 -1 N xn+1 1+ xn+2 _ xn+1 xn+2 -1
= X = =
x—1 x—1 x—1

Zatem réwnos¢ (9) jest prawdziwa.
Na mocy zasady indukgji zupelnej réownos¢ (8) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Zadanie 15. Wykazad, ze dla kazdego n > 3 zachodzi nieréwnos¢

1 1 1 3
] n+2+...+£ > g (10)

Szkic rozwigzania. Krok 1°. Jesli n = 3, to dowodzona nier6wnoé¢ przyjmuje postac

+=+ >E
=

AN
Gl =
ol

7
czyli jest rtwnowazna z nieréwnoscia 2_0 > % Zatem dlan = 3 nier6wnos¢ (10) jest prawdziwa.

Krok 2°. Wezmy dowolna liczbe naturalna n spetniajacg warunek n > 3izalézmy, ze zachodzi
nieréwnos¢ (10). Wykazemy, ze wtedy

1 1 N . 1
n+2 n+3 7 2n+2

gl W

(11)



Korzystajac z zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy, ze

LI S
n+2 n+3 7 2n+2

1+1++i)+1+1_1
n+l n+2 7 2n) 2n+1 2m+2 n+1

I
—

2n+2)+2n+1)—(4n+2)

M 2n+1)2n+2)

\Y%
a1l W

= 3,1 . 3
5 2n+1)(2n+2) 5
Zatem z nier6wnosci (10) wynika nieréwnos¢ (11).
Z zasady indukcji matematycznej wynika, ze nier6wnoé¢ (10) zachodzi dla kazdego n > 3.

Zadanie 16. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwy jest zwiazek 41 | (5-7%"+8"1).

Szkic rozwigzania. Oznaczmy zdanie 41 | (5 - 72" + 8"~1) przez T(n).

Krok 1°. Sprawdzamy wpierw, ze prawdziwe jest zdanie T(1), czyli zdanie 41 | (5 - 7> + 8°).
Poniewaz 5 - 72 + 8" = 246 = 41 - 6, wiec zdanie T(1) jest prawdziwe.

Krok 2°. WeZzmy dowolng liczbe naturalng n i zatézmy, ze prawdziwe jest zdanie T(n). Wy-
kazemy, ze wowczas prawdziwe jest zdanie T(n + 1), czyli zdanie 41 | (5 - 7%"*2 + 8"). Na mocy
zatozenia indukcyjnego przy pewnym k € N zachodzi réwnoé¢ 5 - 72" + 8"~1 = 41k. Wobec tego
mamy

5.7%%2 4 8" =5.49.77 + 8.8 =49(5- 77" + 8"y —41-8"!

=49 -41k — 41 -8"1 = 41 (49 - 8"1).

Zatem zdanie T(n + 1) jest prawdziwe.
Z zasady indukgji zupelnej wynika, ze zdanie T(n) jest prawdziwe dla kazdego n € N.

Zadanie 17. Wykaza¢, ze dla kazdegon > 3 liczba P, wszystkich przekatnych n-kata wypuktego
jest réwna n(n — 3)/2.

Szkic rozwigzania. Poniewaz liczba przekatnych tréjkata jest réwna 0, wiec dla n = 3 dowodzona
teza jest prawdziwa.

Wezmy dowolng liczbe n € N spelniajagcg warunek n > 3 i zalézmy, ze dla kazdego n-kata
wypuktego zachodzi réwnoé¢ P, = n(n — 3)/2. Rozpatrzmy teraz dowolny wielokat wypukty
A1A;y .. AyAua o n+ 1 wierzchotkach. Wszystkimi przekatnymi tego wielokata sg przekatne
n-kata A1A; ... A,, odcinek A1 A, in—2 przekatne wychodzace z wierzchotka A1 (w przypadku,

9



gdy n =5, sytuacje przedstawia ponizszy rysunek).

Ay

Zachodza wiec réwnosci:
1 1
Pp1=P,+1+(n-2)= En(n—3)+n—1 = E(n+1)(n—2).

Zatem dowodzona ré6wnos¢ jest prawdziwa réwniez dla liczby #n + 1.
Na mocy zasady indukcji matematycznej zadana teza jest prawdziwa dla kazdego n > 3.
Uwaga. Rozwazang réwnosé¢ mozna tez udowodni¢ w nastepujacy sposéb nieindukcyjny. Po-
niewaz z kazdego sposéréd n wierzchotkéw n-kata wypuktego mozna poprowadzi¢ n — 3 prze-
katne i przy tym kazda z tych przekatnych jest poprowadzona z dwéch wierzchotkéw, wigc
zachodzi réwnos¢ P,, = n(n — 3)/2.

Zadania dodatkowe

Zadanie 18. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalne;
n zachodzi réwnosé

Zkz = %n(n+l)(2n+1). (12)
k=1

Szkic rozwigzania. Zdaniem T(n) przyporzadkowanym liczbie naturalnej n jest réwnosé (12).

Krok 1°. Zdanie T(1) jest prawdziwe, gdyz jest ono réwnowazne ze zdaniem 1% = . 1-2-3.

Krok 2°. Niech n € N i niech réwno$¢ (12) bedzie prawdziwa. Sprawdzimy, ze wéwczas
prawdziwa tez jest rownosc¢

%(n + 1)(n +2)(2n + 3). (13)

g
o
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Mamy tu

[

Zkz +(n+1)?
k=1

%n(n +1)Q2n+1) + (n+ 1)
- %(n + D[n@n +1) +6(n + 1)]
= %(n +1)(2n* + 7n + 6)

- %(n L) +2)2n + 3).

Zatem na mocy zasady indukgcji zupelnej réwnoé¢ (12) jest prawdziwa dla kazdej liczby natu-
ralnej n.

Zadanie 19. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej
n zachodzi réwnosé

n 1 "
kzzf Tk—3)7k+4) ~ 4Tn+4) (14)

Szkic rozwigzania. Krok 1°. Teza T(1) jest rOwnowazna ze zdaniem

1 1
7-1-3)7-1+4) 47 1+4)

czyli zdanie T(1) jest prawdziwe.
Krok 2°. Niech n € N i niech réwno$¢ (14) bedzie prawdziwa. Sprawdzimy, ze wéwczas
prawdziwa tez jest réwnosc¢

n+l

1 n+1
kZ:;‘ Tk-3)Tk+4) _ 47n+11) (15)

Mamy

n+1

1 _ n 1 1
,;‘ (Tk=3)(7Tk+4) kzzf (7k — 3)(7k + 4) M (7n + 4)(7n + 11)

n 1
A7n+4) " Tn+dTn+10)
n(7n+11) +4
4(7n +4)(7n + 11)
7n% +11n + 4
4(7n + &)(7n + 11)
n+1D(7n+4)
A7n+ HTn + 10)
n+1
A7n+ 1)

11



Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej réownosé (14) jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej .

Uwaga. Zauwazmy, ze dla znalezienia rozkladu wyrazenia 7n? + 11n + 4 na czynniki nie byto
trzeba znajdowac pierwiastkéw wielomianu 7X? + 11X + 4. Bowiem z géry wiadomo, ze w roz-
ktadzie tego wyrazenia powinien wystgpi¢ pozostajacy w liczniku czynnik 7 + 1 oraz majacy
ulec skréceniu czynnik 7n + 4. Istotnie, zachodzi réwnosé 7n? + 11n + 4 = (n + 1)(7n + 4).

Zadanie 20. Metodg indukcji zupelnej wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnos¢

L sin ZHx sin £x
Z sinkx = —————, (x # 2km). (16)
k=1 SN 2

Uwaga. Tego typu zadania mozna przerabial w ramach kursu trygonometrii.
Szkic rozwigzania. Jedlin =1, to réwnos¢ (16) jest rtownowazna ze zwigzkiem sin x = sin x, a wiec
jest prawdziwa.

Wezmy dowolng ustalong liczbe naturalng n i zal6zmy, ze prawdziwy jest zwigzek (16). Wy-
kazemy, ze zachodzi wtedy réwnos¢

oo sin %2y sin 2
Z sinkx = —————. (17)
sin £
k=1 2
Mamy

n+1 n

Z sinkx = Z sinkx + sin(n + 1)x

k=1 k=1

sin 2y gin Zx
_ 2 2 .
= —=— +sin(n+1)x
Sin >
1
X
Sin >

[inn+1x in2x+ in(n + 1)x ing—c
s S X sinox+s sin |

Korzystajac teraz z tozsamosci

xX+y . x-y
sin
2

cosx—cosy = -—2sin
i z wynikajgcego z niej zwigzku
1
sinasinf = E[Cos(az —p) —cos(a + B)],

otrzymujemy dalej réwnosci:

¥ sinkx = {1 [Cosx—cos(n+ 1)x]+ ! [COS(TL+ 1)X—COS(TZ+3)X]}
= ~osing 20772 2 2 2 2
1 17 «x 3
= sin% 'E[COSE—COS(VZ‘FE)X]
n+2 n+l

sin TX sin TX
- ox
sin 5

12



Wykazaliémy wiec, ze z réwnosci (16) wynika zwigzek (17).
Na mocy zasady indukgji zupelnej réwnos¢ (16) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Zadanie 21. Wykazag, ze jedli x > —1, to dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi ponizsza nie-
réwnos¢, zwana nieréwnoécig Bernoulliego

1+x)" > 1+nx (18)

Szkic rozwigzania. Krok 1°. Dla n = 1 nieréwno$¢ Bernoulliego jest rownowazna z nieréwnoscia
1+ x > 1+ x, czyli jest ona prawdziwa.

Krok 2°. Wezmy dowolng ustalong liczbe naturalng n i zat6zmy, ze zachodzi nieréwnos¢ (18).
Mnozac te nieréwnoé¢ stronami przez nieujemng liczbe 1 + x, otrzymujemy zwigzki

A+0A+0)">A+x)A+nx)=1+n+Dx+nx®> > 1+ (n+ 1)x.

Zatem nieréwno$¢ Bernoulliego prawdziwa jest tez dla liczby naturalnej n + 1.
Na mocy zasady indukcji matematycznej wnioskujemy stad, Ze nieréwno$¢ Bernoulliego (18)
jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

Zadanie 22. Metodg indukcji zupelnej wykaza¢, ze dla kazdego n € N U {0} prawdziwy jest
zwiazek

(X% + X+ 1) |[(X + 1)21 4 X+2], (19)

Szkic rozwigzania. Jesli n = 0, to zwiazek (19) jest réwnowazny ze zdaniem
X+ X+D(XP+X+1), (20)

czyli w tym przypadku jest on prawdziwy.
Wezmy dowolng ustalong liczbe n € NU{0} i zat6zmy, ze spelniony jest warunek (19). Oznacza
to, ze przy pewnym g(X) € R[X] zachodzi réwnosé

X+ 4+ X2 = (X2 + X+ 1)g(X). (21)
Wykazemy, ze wéwczas
(X% + X + 1) [(X + 1)2+3 4 X+3]. (22)
Zachodzg réwnodci:

(X + 1)2n+3 + X3 = (X + 1)2n+1(X+ 1)2 + X . x"+2
[(X + 1) + X 2(X + 1) = (X2 + X + 1)X"+2
(X% + X+ DgX)(X +1)* = (X* + X + )X+
(X% + X + D[gX)(X + 1)* — X"*2].

Zatem istotnie prawdziwa jest zaleznos¢ (22).
Na mocy zasady indukgji zupelnej zwigzek (19) jest prawdziwy dla kazdego n € N U {0}.

Zadanie 23. Ponizsza rownos¢ zapisaé za pomocg znakéw X i udowodnic jg przez indukcje:

1
1-=-+

1 1 1 1 1 1
2 3

1
R T T BT I
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Szkic rozwigzania. Dang réwno$¢ mozna zapisa¢ w postaci
n 2n
1 1 1
Z(Zk—l_fc) = ) k (23)
k=1 k=n+1

A oto dowdd indukcyjny tej réwnosci.
Krok 1°. Dla n = 1 réwnos¢ (23) jest prawdziwa, gdyz przyjmuje ona wtedy posta¢ 1 -1 = 1.
Krok 2°. Niech n bedzie dowolng ustalong liczba naturalng i niech zachodzi réwnos¢ (23).
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi réwnosé

n+1 2n+2

1 1 1
Z(Zk—l_fc) B ZE' @)
k=1 k=n+2
W tym celu dokonujemy nastepujgcych przeksztatceni:
n+1 n
1 1 1 1 1 1
(- 2)- Bl ) -5
= 2k-1 2k — 2k-1 2k 2n+1 2n+2
5 okt
k \2n+1 2n+2
k=n+1
~ ZHZ‘+21+1_1_1 +(1_1)
C o\ &k m+l 2n+1 2m+2) \2n+1 2n+2
_ 2n+21
= -
k=n+2

Zatem istotnie réwnos¢ (24) jest prawdziwa.
Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnosé (23) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Zadania domowe

Zadanie 24. Wykazad, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢:

a) Y (10k—3) = n(5n +2);
k=1

b) Z k(k +1) = %n(n +1)(n +2);
k=1

Q) Z(k +2)Gk +1) = n(n + 2)(n + 3);

k=1

d) ;kS - [%n(n ; 1)]2;

n
1 n
€) k; Gk—4)Gk+1) b5n+1
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. K2 _ n(n+1)
b ; Qk-1DQk+1) 2Qun+1)
2n
g Y (DS = —nPdn + 3);
k=1

Zadanie 25. Metoda indukcji matematycznej wykaza¢ réwnos¢:

a)ﬁ(l—l):u, n>2).

2
o k 2n
Zadanie 26. Wykaza¢ réwnos¢:

1V [, 1V 1) 1 (o, 1
a) (x—;) +(x —x—z) +...+(x"—ﬁ) =m(x”+ —@)—Zn—l;

n .
b) Z coskx  sin(n+1)x
pay coskx  cos"x sinx’

(x# %kn).

Zadanie 27. Metodg indukcji matematycznej wykazaé¢ nier6wnos¢:

1 1 1

+ ot 1.
ntl n+2 I+l

Zadanie 28. Udowodnié¢ zwigzek 25 | (22 - 3" + 5n — 4).

0.1. Zasada minimum (nadprogramowe!)
Ponizsze twierdzenie jest rtownowazne z zasadg indukcji matematyczne;j.

Twierdzenie 2 (Zasada minimum.). W kazdym niepustym podzbiorze zbioru N liczb naturalnych
istnieje liczba najmniejsza.

Zadania dodatkowe

Zadanie 29. Stosujac zasade minimum, wykazag, ze kazda liczba naturalna n > 1 jest iloczynem
liczb pierwszych. (Pojedyncza liczbe pierwsza traktujemy tu jako jednoczynnikowy iloczyn liczb
pierwszych.)

Szkic rozwigzania. Przypusémy, ze zbidr liczb naturalnych wiekszych od 1iniemajgcych rozkladu
na iloczyn liczb pierwszych nie jest pusty i niech n bedzie najmniejsza takq liczbg. Poniewaz n
nie jest liczbg pierwsza, wigc n = kl przy pewnych k,I € N takich,ze 1 <k <n,1 <[ < n.
Poniewaz liczby naturalne k i / sa wieksze od 1 i mniejsze od 1, wiec sa one iloczynami liczb
pierwszych. Zatem ich iloczyn k! tez jest iloczynem liczb pierwszych. Otrzymana sprzeczno$cé
dowodzi tezy.

Zadanie 30. ,Udowodni¢” nastepujace , twierdzenie”: kazda liczba naturalna jest ciekawa. Uwa-
ga. Ponizej dla kazdej sposréd liczb naturalnych od 1 do 8 wskazujemy wtasnosé $wiadczacg o
tym, Zze dana liczba naturalna jest ciekawa:

1 — najmniejsza liczba naturalna, jedyna liczba naturalna, ktéra nie jest ani liczbg pierwsza,

ani liczba zlozong,
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2 —najmniejsza liczba pierwsza,

3 —najmniejsza liczba pierwsza nieparzysta; najmniejsza liczba naturalna, ktéra nie jest suma
dwoch kwadratéw liczb catkowitych,

4 —najmniejsza liczba ztozona,

5 —najmniejsza liczba naturalna bedaca sumg kwadratéw dwoéch réznych liczb naturalnych,

6 — najmniejsza liczba naturalna bedaca iloczynem dwéch réznych liczb pierwszych,

7 — najmniejsza liczba naturalna niebedaca suma kwadratéw trzech liczb calkowitych,

8 — najmniejsza liczba naturalna bedgca szedcianem liczby pierwszej.

Szkic rozwigzania. Przypusémy, ze zbiér tych liczb naturalnych, ktére nie sg ciekawe jest niepusty.
Na mocy zasady minimum w zbiorze tym istnieje liczba najmniejsza. Oznaczmy te liczbe przez
no. Ale, czy liczba ng przez fakt, ze jest ona najmniejsza nieciekawq liczbg naturalna, nie staje si¢
ciekawa? Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy.

0.2. Symbol Newtona

Dla kazdej liczby naturalnej n liczbe n! (czytaj: n silnia) okre§lamy wzorem
nl=1-2-...-n
Przyjmujemy ponadto umowe, ze 0! = 1. W szczego6lnosci mamy

1'=1, 2!=2, 3!'=6, 4!=24, 5'=120, 6!=720, 7!=>5040.

Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnej liczby catkowitej k takiej, ze 0 < k < n wartos¢ (7)
(czytaj: n po k) symbolu Newtona okre§lamy wzorem

A n!
(k) K (n=k)

Przyjmujemy ponadto umowe, Ze jesli n € N i k jest liczbg catkowitg ujemng, to () = 0.

Dla dowolnychn € Nik € {0,1,...,n} liczba (;) jest rowna liczbie wszystkich k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego. Poniewaz liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego
jest réwna 2", wiec zachodzi réwnos¢

2. (Z) =2 (25)

Zadania obowiazkowe

Zadanie 31. Sprawdzi¢, ze jesli 0 < k < n, to zachodzi réwnosé
n n .
(k) = (n B k) (symetria). (26)

Zadanie 32. Obliczy¢:

16 11 28 57
o(s) (s o) o)
Odpowiedz: a) 560; b)330; ¢)98280; d)1652411475.
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Zadanie 33. Wykazad, zejeslik,n e Nil < k < n, to zachodzi r6wnos¢

2ot = () @

Szkic rozwigzania. Przy zatozeniach twierdzenia mamy

n AT n! n!
k=1)"\k) T G-D)im—k+D)!  K@n=h

B n! 1 1
= (k—1)!(n—k)![n—k+1+E]
n! n+1
(k=D (n—k!(n—k+1k
B (n+ 1) _(n+1
 k(n-k+1)! _( k )

0.3. Wzér dwumianowy Newtona

Dobrze znamy poniZzsze wzory na kwadrat sumy i szecian sumy:

a> + 2ab + b?,
a3 + 3a%b + 3ab® + b°.

(@ + b)>?
(@ +b)°

Ich uogo6lnieniem jest ponizszy tzw. wzér dwumianowy Newtona zachodzacy dla dowol-
nych liczba,be RineN:

@+b" = (Z)a"‘kbk. (28)
k=0
Réwnoéé (28) mozna tez zapisa¢ nastepujaco
(a+b)" = a"+ (’I)a“‘lb + (Z)a”_zbz o+ (n f 1)1119”‘1 + b (29)

Zadania obowiazkowe

Zadanie 34. Metodg indukcji matematycznej udowodni¢ wzor (28).

Szkic rozwigzania. 1°. Dla n = 1 réwnos¢ (28) Przyjmuje posta¢ a + b = a + b. Zatem nasza teza
jest prawdziwa dlan = 1.
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2°. Zalézmy, ze réwnosc (28) jest prawdziwa dla liczby naturalnej n. Wykazemy, ze jest ona
wtedy prawdziwa dla liczby # + 1. Mamy

@+ = @+ba+b)" = @+b)y (Z)a”‘kbk

k=0

_ = (n n—k+17k = (n n—kpk+1

= Z(k)a b +Z(k)a b
k=0 k=0

— an+1 + -

=

n—1
n _ n —
)an k+1bk + (k)an kbk+1 +bn+1
k=0

— an+1 + (Z)ﬂn_k+1bk + Zn: (kﬁ 1)an—k+1bk + bn+1

k=1

= 4"+ (Z) + (k i 1)] an+1fkbk +pHl
1

& (n+1
_ n+1-ky.k
= E ( P )a b~.

k=0

Zatem istotnie z prawdziwosci wzoru (28) dla liczby n wynika jego prawdziwos¢ dla liczby n+1.
Na mocy zasady indukgcji zupetnej réwnos¢ (28) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej
n.

Uwagi metodologiczne. Wskazane jest, by prowadzacy zajecia sam przeprowadzit powyzszy do-
wod.

Uwaga. Nie wyprowadza sie oddzielnego wzoru dla (a — )", gdyz réznica a — b tez jest suma.
Mianowiciea — b = a + (=b).
Zadania dodatkowe

Zadanie 35. Rozpatrujgc wyrazenie (1 + 1)", wykaza¢ w sposéb algebraiczny réwnos¢ (25).
Szkic rozwigzania. Z jednej strony mamy (1 + 1)" = 2". Z drugiej za$, na mocy wzoru dwumia-
nowego Newtona prawdziwe sa réwnosci:

1+1)" = i(:)w-kﬁ - Z(’];‘)

k=0 k=0

Poréwnujac prawe strony otrzymanych réwnoéci, uzyskujemy teze.

0.4. Tréjkat Pascala

Wspétczynniki wystepujace w rozwinieciach kolejnych poteg dwumianu mozna ustawié¢ w
formie ponizszej tablicy zwanej tréjkatem Pascala

o
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Trojkat Pascala jest wiec nastepujacy

Na poczatku i koricu kazdego wiersza stoi liczba 1. Kazdy inny wspétczynnik jest na mocy réow-
noéci (27) réwny sumie dwéch wspélczynnikéw stojacych tuz nad nim.

Zadania obowigzkowe
Zadanie 36. Korzystajac z tréjkata Pascala, rozwingé wyrazenie:
a) (a+b)%; b) (a + b)°.

Odpowiedz: a) (a + b)* = a* + 4ab + 6a*b> + 4ab® + b*;
b) (a + b)® = a° + 5a*b + 10a°b* + 10a?b® + 5ab* + b°.

Zadania domowe

Zadanie 37. Korzystajac z tréjkata Pascala, rozwingé wyrazenie (a + b)°.
Odpowiedz: (a + b)° = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a>b> + 15a%b* + 6ab® + b°.
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0.5. Pewne wzory skr6conego mnozenia

Kolejnymi znanymi nam tozsamosciami algebraicznymi sa réwnosci:

- = (@a-ba+b),
-0 = (a-b)a®+ab+ 1.

Ich uogélnieniem jest zachodzaca dla kazdego n € N \ {1} réwnos¢
A=V = @-b)@" " +a" P+ a0 + . +ab" 2+ ).
Mamy np.
-0 = (a-b)a*+a’b+a** +... +ab +b*).

Zauwazmy, ze jesli liczba naturalna n > 1 jest nieparzysta, to z powyzszej tozsamosci oraz
ze zwigzku a" + b" = a" — (=b)" otrzymujemy réwnosc¢

A"+ = @+b)@ T —a" P+ a" P - —ab" 2+ ).
Mamy np.

ad+ b
a° + b

(a+b)@a®—ab+1?),
(a +b)@a* — a®b + a*b* — ab® + b?).
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