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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa

2. Elementy kombinatoryki

2.1. Permutacje

Teoria

Definicja 1. Niech n € N. Permutacjg n-elementowego zbioru A nazywamy dowolng funkcje réznowarto-
Sciowa f: {1,...,n} — A.

Innymi stowy: permutacjg n-elementowego zbioru A nazywamy dowolny n-elementowy ciag réznych
elementéw zbioru A.

Uwaga 1. Zamiast méwi¢ o permutacjach n-elementowego zbioru {ay, ..., a,}, méwimy tez o permutacjach
elementéw ay, ..., a,.

Przyklad 1. Wszystkimi permutacjami zbioru A = {a, b, c} sa ciagi
(al b/ C)/ (a/ CI b)/ (bl a/ C)/ (b/ CI a)/ (CI a/ b)l (Cl b/ a)'

Twierdzenie 1. Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna n!.

Liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznacza sie czasami przez P,,. Zgodnie z powyz-
szym twierdzeniem zachodzi réwnos¢

P, = nl. 1

Zadania obowigzkowe

Zadanie 1. Wypisa¢ wszystkie permutacje liczb 1,21 3.

Szkic rozwigzania. Wypisujac kolejno po dwie permutacje o pierwszym wyrazie 1, o pierwszym wyrazie 2 i
o pierwszym wyrazie 3, otrzymujemy wszystkie permutacje liczb 1, 2 i 3. Zatem wszystkimi permutacjami
tych liczb sa ciagi: (1,2,3), (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1).

Zadanie 2. Obliczy¢ liczbe réznych stéw (sensownych lub nie), ktére mozna uzyskaé w wyniku przestawia-
nia liter w stowie sasanka.

Szkic rozwigzania. Odnotujmy wpierw, ze siedmioliterowe stowo sasanka tworza 3 litery a, 2 litery s i po jed-
nej literze k i n. Ponumerujmy kolejne litery tego stowa liczbami od 1 do 7. Liczba permutacji tych numeréw
jest réwna 7!, a kazdej takiej permutacji odpowiada pewne stowo utworzone z wyzej wymienionych liter.
Jednakze liczba takich permutacji numeréw, ktérym odpowiada to samo stowo jest réwna 3! - 2!. Bowiem
dwom permutacjom odpowiada to samo stowo wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 5 (numer litery n) w obu
tych permutacjach jest na tym samym miejscu, liczba 6 (numer litery k) jest na tym samym miejscu, zbiory
numer6éw miejsc, na ktérych wystepujg liczby 1i 3 (numery liter s) s3 réowne oraz zbiory numeréw miejsc,
na ktérych wystepuja liczby 2,417 (numery liter a) sa réwne. Wynika stad, ze je$li N oznacza szukang liczbe
stéw, to zachodza réwnosci

7! 7-6-5-4-3!
Saa a2

N



Zadanie 3. Obliczy¢ liczbe takich permutagji liter a, b, ¢, d, e i f, ktérych pierwszym wyrazem jest c.

Szkic rozwigzania. Poniewaz kazda z rozpatrywanych permutacji mozna utozsamiaé z odpowiedniag permu-
tacjg pieciu liter a, b, d, e i f wystepujacych po literze ¢, wiec szukana liczba permutacji jest réwna 5! tj. 120.

Zadania dodatkowe

Zadanie 4. Wypisa¢ wszystkie permutacje liczb 1,2, 31 4.

Szkic rozwigzania. Aby otrzymac wszystkie 24 permutacje liczb 1, 2, 3 i 4, wypisujemy kolejno po szes¢
permutacji o pierwszym wyrazie 1, o pierwszym wyrazie 2 itd.:

(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2),
(2,1,3,4), 2,1,4,3), (2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,41,3), (2,4,3,1),
(3,1,2,4), (3,1,4,2), (3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,41,2), (3,4,21),
(4,1,2,3), 4,1,3,2), 421,3), (4231, 43,12, 453,21).

Zadania domowe

Zadanie 5. Obliczy¢ liczbe takich permutadii liter a, b, ¢, d, e i f, ktére spelniajg dany warunek:
a) trzy pierwsze wyrazy tworza zbiér {b, ¢, d};

b) samogtoski a i e sg sgsiednimi wyrazami permutacji.
Odpowiedz: a) 36; b) 240.

2.2. Kombinacje (bez powtérzen)

Teoria

Definicja 2. Niech k,n € Niniech k < n. k-elementowa kombinacjg n-elementowego zbioru A nazywamy
dowolny k-elementowy podzbidr zbioru A.

Przyklad 2. Wszystkimi 2-elementowymi kombinacjami zbioru A = {4, b, c, d} s podzbiory:
{a, b}, Ala,c}, Aad), f{bc), {bd}, lcd})
Twierdzenie 2. Liczba k-elementowych kombinacji n-elementowego zbioru A jest rowna (};).

Liczbe wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego oznacza sie czesto przez Ck. Zgod-
nie z powyzszym twierdzeniem zachodzi réwnosé¢

n
¢ = (k) @

Zadania obowigzkowe

Zadanie 6. Obliczy¢ liczbe sposobéw skreslenia kuponu w totolotku.

Szkic rozwigzania. SkreSlenie kuponu w totolotku jest rownoznaczne z wyborem szeéciu spoéréd 49-ciu liczb.
Liczba sposobéw skreslenia jest wiec réwna

= 13938 816.

49\ 49-48-47-46-45-44
6)  1-2:3-4-5-6

Zadanie 7. Obliczy¢ liczbe mozliwych rozdan przy grze w brydza.

Szkic rozwigzania. Talia do gry w brydza liczy 52 karty. Kazdy z czterech graczy otrzymuje po 13 kart.
Ponumerujmy graczy liczbami od 1 do 4. Karty mozna rozda¢ nastepujaco: najpierw wybieramy 13 kart
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spoéréd 52 dla pierwszego gracza (mozna to uczyni¢ na (ﬁ) sposob6w), nastepnie z pozostatych 39-ciu
kart wybieramy 13 kart dla drugiego gracza (na fg) sposobéw), z kolei sposréd 26-ciu pozostatych kart
wybieramy 13 kart dla trzeciego gracza (na (%g) sposob6w), a pozostate 13 kart dajemy czwartemu graczowi.

Laczna liczba rozdan jest wiec réwna
52\(39\(26
13)\13/\13/

Zadania dodatkowe

Zadanie 8. W klasie jest 15 dziewczat i 13 chtopcéw. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna skompletow¢ liczaca
dwie dziewczynki i jednego chlopca delegacje tej klasy.

Szkic rozwigzania. Spoéréd pietnastu dziewczat mozna wybra¢ dwiena (125 ) tj. 105 sposob6w, a jednego chlop-
ca spoéréd trzynastu mozna wybraé na (113) czyli 13 sposobéw. Poniewaz kazdy wybér dwéch dziewczat
mozna skojarzy¢ z kazdym wyborem jednego chtopca, wiec liczba sposobé6w wyboru delegacji jest réwna
iloczynowi liczby sposobéw wyboru dwéch dziewczat przez liczbe sposobéw wyboru jednego chiopca. Jest
wigc réwna (5)(?) tj. 105 - 13. Wobec tego szukana liczba sposobéw wyboru delegadji jest réwna 1365.

Zadania domowe

Zadanie 9. W klasie jest 16 dziewczat i 12 chtopcéw. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna skompletow¢ liczaca
trzy dziewczynki i dwéch chlopcéow delegacje tej klasy.
Odpowiedz: 36950.

Zadanie 10. Do dyspozycji n 0séb grajacych w tysigca byto k talii kart, przy czym 3k < n. Obliczy¢ liczbe
N sposobéw wyboru k ponumerowanych zbioréw tréjek osob, ktére beda mogly graé tymi kartami. Uwaga.
W tysigca jedng talig grajg trzy osoby.

s [n\(n=3 n—3k+3\ nn-1)-...-n-3k+1) n!
Odpowiedz: N = (3)( 3 ) ( 3 ) = 7 SR
2.3. Wariacje bez powtérzen

Teoria

Definicja 3. Niech k,n € N iniech k < n. k-elementowa wariacjg bez powtérzen n-elementowego zbioru A
nazywamy dowolng funkcje réznowartosciows f : {1,...,k} — A.

Innymi stowy: k-elementowa wariacjg bez powtérzen n-elementowego zbioru A nazywamy dowolny
k-wyrazowy ciag réznych elementéw zbioru A.

n!
Twierdzenie 3. Liczba k-elementowych wariacji bez powtrzen n-elementowego zbioru A jest réwna o

Liczbe wszystkich k-elementowych wariacji bez powtrzen zbioru n-elementowego oznacza sie czesto
przez V. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem zachodzi réwnosé

VE = nmn-1)-...-(n—k+1). (3)

Zadania obowigzkowe

Zadanie 11. Obliczy¢ liczbe réznych flag utworzonych przez trzy poziome réznokolorowe pasy, ktérych
kolory mozna wybra¢ spoéréd 6-ciu koloréw.

Szkic rozwigzania. Szukana liczba flag jest réwna liczbie réznoelementowych ciagéw (ki, k», k3), gdzie ki, ko, k3
oznaczaja kolory paséw gérnego, srodkowego i dolnego odpowiednio. Wobec tego liczba takich flag jest
réwna Vg’ tj. 6 - 5- 4, czyli jest rowna 120.



Zadanie 12. Obliczy¢ liczbe sposob6w takiego posadzenia pieciu pan i trzech panéw na o$miu ponumero-
wanych miejscach przy okraglym stole, by zadnych dwéch panéw nie siedziato obok siebie.

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy oddzielnie panie i panéw. Kazdy ze sposobéw posadzenia pieciu pan i
trzech panéw tak, aby byly spetnione warunki zadania, mozna osiggna¢ postepujac wg nastepujacej proce-
dury:

1°. Wybieramy miejsce dla pani nr 1 (8 sposobéw);

2°. Wybieramy kolejnosé, w jakiej na prawo od pani nr 1 bedg siedzialy pozostale cztery panie, czyli
tworzymy permutacje liczb 2, 3, 41 5 (4! sposobéw);

3°. Tworzymy ciag (p1, p2, p3) numerdéw pan, ktére bezposrednio na prawo od siebie bedg mialy panéw
nr 1, nr 2 i nr 3 odpowiednio (5 - 4 - 3 sposob6w).

Lacznie mamy 8 -4!-5-4 -3 czyli 11 520 sposobéw.

Zadania dodatkowe

Zadanie 13. Obliczy¢, ile jest liczb pieciocyfrowych o cyfrach parami réznych.
Odpowiedz: 27 216.

Zadania domowe

Zadanie 14. Niech liczby naturalne k, m spetniajg warunek k > m. Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego posa-
dzenia k kobiet i m mezczyzn na k+m miejscach przy okragtym stole, by zadnych dwdéch panéw nie siedziato
obok siebie.

Odpowiedz: Rozumujac tak jak w rozwigzaniu zadania 12, wnioskujemy, ze szukana liczba jest réwna (k +
m)-(k=1)!-k-(k=1)-...-(k=m+1).

Zadanie 15. Obliczy¢ liczbe sposobéw rozdzielenia trzech medali (ztotego, srebrnego i bragzowego) pomie-
dzy sze$ciu zawodnikow.
Odpowiedz: 120.

2.4. Wariacje z powtérzeniami

Twierdzenie 4. Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Kazdg funkcje f : {1,2,...,k} — A nazywamy
k-wyrazowq wariacjg z powtérzeniami elementow zbioru A.

Z powyzszej definicji wynika, ze k-wyrazowe wariacje z powtérzeniami elementéw zbioru A to po prostu
k-wyrazowe ciagi elementéw zbioru A.

Twierdzenie 5. Niech zbiory A i B majg odpowiednio m i n elementéw. Liczba wszystkich funkcji f : A — B jest
réwna n"™.

Zadania obowigzkowe

Zadanie 16. Na parterze dziesieciopietrowego domu do windy wsiadlo 8 oséb. Obliczy¢ liczbe sposobéw, na
jakie osoby te moga wysias$¢ z windy (pod uwage bierzemy tu jedynie numery pieter, na ktérych wysiadajq
poszczegdlne osoby).

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy te osoby liczbami od 1 do 8. Szukana liczba sposob6w jest réwna liczbie
8-elementowych ciagéw (p1, .. ., ps), gdzie dlakazdegok € {1, ..., 8} wyraz pi jest numerem pietra, na ktérym
wysiada k-ta osoba. Ciggéw takich jest 108.

Zadania dodatkowe

Zadanie 17. Obliczy¢ liczbe takich numeréw tablic rejestracyjnych, ktére na poczatku majg dowolne trzy
duze litery alfabetu faciriskiego (alfabet ten ma 26 liter), a nastepnie dowolne cztery cyfry.
Odpowiedz: 175760 000.



Zadanie 18. Obliczy¢ liczbe sposobodb takiego rozmieszczenia dziewieciu kul ponumerowanych liczbami
od 1 do 9 w trzech pudetkach ponumerowanych liczbami od 1 do 3, by spelniony byt warunek:

a) pudetko nr 1 jest puste;
b) kula nr 1 jest w pudetku nr 1;
¢) w pudetku nr 1 jest doktadnie jedna kula;
d) w pudetku nr 1 jest przynajmniej jedna kula;
e) w pudetku nr 1 jest co najwyzej jedna kula.
Uwagi metodologiczne. Kazde z rozwazanych rozmieszczeri mozna utozsamiac z 9-cio wyrazowym ciggiem

numerdw pudelek, w ktérych znajduja sie kolejne kule.
Odpowiedz: a) 2° (= 512); b)1-3% (= 6561); ¢)9-28 (=2304); d)3°-2° (=19171); e)9-28+27 (= 2816).

Zadanie 19. Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego rozmieszczenia o$miu ponumerowanych kul w pieciu po-
numerowanych pudetkach, by liczba pustych pudetek byta réwna:

a) 4; b) 3; Q) 2;
Odpowiedz: a) (}) (= 5);  b) ()(2° - 2) (= 2540); ¢) ()I3® - 3(2% — 2) — 3] (= 57960).

Zadania domowe

Zadanie 20. Obliczy¢ liczbe sposobéw rozmieszczenia siedmiu ponumerowanych kul w czterech ponume-
rowanych pudetkach.
Odpowiedz: 47 (= 16 384).

Zadanie 21. Obliczyd, ile jest liczb siedmiocyfrowych oraz ile sposréd nich dzieli sie przez 10.
Odpowiedz: 9 - 10° (= 9000 000) oraz 9 - 10° (= 900 000).

Zadanie 22. Na kazde z dziesigciu pytar pewnego testu mozna da¢ jedng z czterech odpowiedzi a, b, ci d.
Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego wypelnienia tego testu, by odpowiedzi na dowolne dwa kolejne pytania
byty rézne.

Odpowiedz: 4 - 3° (= 78 732).

2.5. Zadania r6zne

Zadania domowe

Zadanie 23. Obliczy¢, na ile sposob6w mozna z dziesieciu pan i dziesieciu panéw utworzy¢ 10 nienumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: 10! (= 3628 800).

Zadanie 24. Obliczy¢, na ile sposobé6w mozna z dziesieciu pan i dziesieciu panéw utworzy¢ 10 ponumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (10!)* (= 13 168 189 440 000).

Zadanie 25. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu pari i trzynastu panéw utworzyé 10 nienumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (}})10! (= 13-12-...-5-4 = 1037836 800).

Zadanie 26. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu pan i trzynastu panéw utworzy¢ 10 ponumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (%7)(10)? (= 3766 102 179 840 000).



3. Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Teoria
Klasyczng definicje prawdopodobieristwa podat w roku 1812 Pierre Simon de Laplace.

Definicja 4. Niech Q bedzie N-elementowym zbiorem zdarzeri elementarnych jednakowo prawdopodob-
nych. Wéwczas prawdopodobienistwo P(A) dowolnego zdarzenia A C () wyraza si¢ wzorem

n
PA) = —, 4
@ = % @
gdzie n jest liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.
Twierdzenie 6. Niech () bedzie przestrzeniq zdarzen elementarnych. Dla dowolnych zdarzenn A,B C Q) zachodzi
réwnos¢

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB). (5)

Uwaga 2. Przy obliczaniu prawdopodobienistwa zazwyczaj fundamentalng sprawg jest ustalenie, czy jako
zdarzenia elementarne nalezy rozpatrywac ciggi elementéw (permutacje, wariacje), czy zbiory elementéw
(kombinacje bez powtdrzen).

Zadania obowigzkowe

Zadanie 27. Rzucono dwa razy kostka do gry. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzen:

A —suma liczb wyrzuconych oczek jest réwna 8,

B —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest rowny 12.

Obliczy¢: P(A), P(B), P(ANB) i P(AUB).
Szkic rozwigzania. Mozemy przyjaé, ze zdarzeniami elementarnymi sg tu pary uporzadkowane (k,I) liczb
k,1€({1,2,3,4,5,6}, przy czym k jest liczba oczek wyrzuconych w pierwszym rzucie, a / liczbg oczek wyrzu-
conych w drugim rzucie. Liczba wszystkich zdarzer elementarnych jest tu réwna 36 i wszystkie te zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne. Zachodza réwnosci:

A = {(2/ 6)/ (3/ 5)/ (41 4)/ (5/ 3)/ (6/ 2)}/
B = {(2/ 6)/ (3/ 4)/ (4/ 3)/ (6r 2)}/
ANB = {(2,6),(6,2)}.

Na mocy klasycznej definicji prawdopodobieristwa wynikaja stagd réwnosci:

5 4 1 2 1
p(A)_%/ P(B)_%—§/ P(AnB)—%—E

Korzystajac teraz z réwnosci (5), otrzymujemy, ze

PAUB) = P(A)+P(B)-P(ANB) = — 4+~ _2 - L

Zadanie 28. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzen:
A —brydzysta otrzymat w rozdaniu dokfadnie 5 pikéw,
B —brydzysta otrzymat w rozdaniu doktadnie 2 asy.
Obliczy¢:
a) P(A); b) P(B); c) P(AnB); d) P(AUB).
Szkic rozwigzania. Zdarzeniami elementarnymi sg tu 13-elementowe podzbiory 52-elementowego zbioru

kart do brydza. Zdarzenia te sa jednakowo prawdopodobne, a ich liczba jest réwna % .

6



Ad a). Zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu A s takie 13-elementowe podzbiory talii
kart do brydza, do ktérych nalezy doktadnie 5 pikéw. Liczba tych podzbioréw jest réwna iloczynowi licz-
by 5-elementowych kombinacji 13-elementowego zbioru pikéw przez liczbe 8-elementowych kombinacji
39-elementowego zbioru kart niebedacych pikami. Zatem zdarzeniu A sprzyja (153)(389) zdarzen elementar-
nych i wobec tego zachodzi réwnos¢

13)(39
5)s)

P(A 6
(A) = (6)
13
Ad b). Rozumujac podobnie jak poprzednio, uzyskujemy réwnos¢é
4\(48
2/\11
P(B) — 7)

52\
13
Ad c). Nalezy tu obliczy¢ liczbe wszystkich takich 13-elementowych podzbioréw talii kart do brydza,

do ktérych nalezy dokladnie 5 pikéw i doktadnie dwa asy. Liczba takich podzbioréw, zawierajacych asa pik
jest réwna (142)(513)(376) , hatomiast liczba takich, do ktérych nie nalezy as pik, jest réwna (152)(3)(366) Zachodzi

wiec réwnosc¢
(12)(3)(36) (12)(3)(36)
a\il\7)"\5 \2)\6
P(ANB) = . 8

()

Ad d) Na mocy zwigzku (5) z powyzszych obliczent wynikajg réwnosci:

(), ) -
R
I 8200 1)

Zadanie 29. Dla kazdego k € {0,1,2,3,4} obliczy¢ prawdopodobieristwo pj otrzymania przez brydzyste
doktadnie k aséw w rozdaniu. Wyniki przedstawi¢ w postaci utamkéw zwyktych i utamkéw dziesietnych.

Szkic rozwigzania. Mamy tu

(G 481131391 39.38.37-36  9-19-37 6327
o= (%) 131351521 52-51-50-49  17-25-49 =~ 20825

C (DG 4481131391 4-13-39-38-37 131937 9139
() 12136520 52-51-50-49  17-25-49 20825’
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Podobnie uzyskujemy réwnosci:

G 1446 (G _ 858 O s

PPETEy Tass Ty Tasst PYT Ry T 208

Tabela wynikow jest wiec nastepujaca:

k 0 1 2 3 4

6327 | 9139 | 4446 858 55
20825 | 20825 | 20825 | 20825 | 20825

P(Ax)

P(Ax) || 0.3038 | 0.4388 | 0.2135 | 0.0412 | 0.0026

Zadanie 30. Z urny zawierajgcej 8 kul bialych i 7 czerwonych wylosowano bez zwracania dwie kule. Obli-
czy¢ prawdopodobieristwo podanego zdarzenia. Wsréd ponizszych zdarzerh wskaza¢ zdarzenia przeciwne
i zdarzenia réwne.

a) obie wylosowane kule sg biate;

b) obie wylosowane kule sg czerwone;

c) obie wylosowane kule sa tego samego koloru;

d) obie wylosowane kule s réznych koloréw;

e) dokfadnie jedna wylosowana kula jest biata;

f) dokfadnie jedna wylosowana kula jest czerwona.

. 4 1 7 8 8

Odpowiedz: a) 5 b) 5 Q) 5 d) 5 e) 5
przeciwne, a zdarzenia z podpunktéw d), e) i f) sa rowne.

f) % Uwaga. Zdarzenia z podpunktéw c) i d) sg

Zadanie 31. Na 2n miejscach przy okragtym stole losowo posadzono n kobiet i n mezczyzn. Obliczy¢ praw-
dopodobieristwo zdarzenia, ze na zadnych dwoéch sgsiadujacych ze sobg miejscach nie usiadly osoby tej
samej plci.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy przez A zdarzenie, o ktérym moéwi zadanie i ponumerujmy kolejne miejsca
przy stole liczbami od 1 do 2n. Jasne jest, ze 2n 0séb mozna posadzi¢ przy stole na (2n)! sposobéw. Bo-
wiem kazdy z tych sposobéw mozna utozsamia¢ z odpowiednig permutacjg numeréw oséb. Permutacje te
traktujemy jako zdarzenie elementarne. Rozpatrywane 2n 0oséb mozna posadzi¢ przy stole tak, by kobiety
siedzialy na miejscach o numerach parzystych, na (n!)> sposobéw. Podobnie osoby te mozna posadzic tak,
by kobiety siedziaty na miejscach o numerach nieparzystych na (1!)? sposobéw. Zatem zdarzeniu A sprzyja
2(n!)? jednakowo prawdopodobnych zdarzeri elementarnych. Zachodza wiec réwnosci

C2m)?_(2n}
= ! ‘z(n) |

P(A)

Zadania dodatkowe

Zadanie 32. Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze karty otrzymane w rozdaniu przez brydzyste
beda mialy rozktad 4-3-3-3 (tzn. 4 karty beda w jednym z koloréw, a w kazdym z trzech pozostatych koloréw
beda po 3 karty).

Szkic rozwigzania. Przyjmijmy, Ze zdarzenia elementarne s tu takie jak w przyktadzie 28 i oznaczmy roz-
patrywane zdarzenie przez A. Zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu A s 13-elementowe
podzbiory zbioru kart majace rozklad 4-3-3-3. Aby znalez¢ liczbe takich podzbioréw, obliczymy liczbe moz-
liwych postepowan zgodnie z ponizszg procedurg otrzymywania rozwazanych podzbioréw.

8



Wybieramy wpierw kolor, ktéry beda miaty 4 karty (na (‘11) sposob6w) i losujemy 4 karty w tym ko-
lorze (na (143) sposob6w). Nastepnie losujemy 9 kart — po 3 w kazdym kolorze réznym od koloru wybra-

nego na poczatku (na (133 )3 sposobdéw). Wylosowane w ten sposob 13 kart tworzy rozpatrywany podzbiér
13-elementowy. Wobec tego zachodzi réwnoé¢

4)(13\(13)’

1\4)\3

()

Zadanie 33. Na parterze 10-pigtrowego budynku do windy wsiadlo 6 os6b. Obliczy¢ prawdopodobieristwo
danego zdarzenia, przyjmujac, ze dla kazdej z tych szesciu oséb losowy jest numer pietra, na ktérym ta
osoba wysigdzie:
a) zadne dwie osoby nie wysigda na tym samym pietrze;
b) kazda osoba wysigdzie na pietrze o numerze parzystym;
c) kazda z os6b wy51qd21e przynajmniej na trzec1m pigtrze.

Odpowiedz: a) 0.1512; b) — (~ 0.0156); c) — (~ 0.262).

P(A) =

Zadania domowe

Zadanie 34. Rzucamy jeden raz kostkg do gry. Obliczy¢ prawdopodobieristwo danego zdarzenia:
a) wypadnie széstka;
b) wypadnie parzysta liczba oczek;
¢) wypadnie liczba oczek wieksza od 2;
d) wypadnie liczba oczek bedaca liczbg pierwszg;
e) wypadnie liczba oczek bedaca liczbg ztozona.

i o gl aé

1
Odpowiedz: a) —; 2; 3 ; 2;

o
Zadanie 35. Sposrdd liczb 1, 2, ..., 40 wybrano losowo jedng liczbe. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia
zdarzen:

A —wylosowana liczba dzieli si¢ przez 5,

B —wylosowana liczba dzieli si¢ przez 3.

Obliczy¢:

a) P(A); b) P(B) ) P(AN B) d) P(A U B).
Odpowiedz: a) % ; b o © 21—0 d) & bk

Zadanie 36. Rzucono dwa razy kostkg do gry. Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia zdarzen:
A —suma liczb wyrzuconych oczek jest liczbg parzysta,
B —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg parzysta,
C - suma liczb wyrzuconych oczek jest wieksza od 7,
D —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest wiekszy od 7,
S - liczby wyrzuconych oczek sg dzielnikami liczby 6,

T - liczba oczek wyrzuconych za pierwszym razem jest mniejsza niz wyrzuconych za drugim razem.

Obliczy¢:

a) P(A); b) P(B); o) P(C); d) P(D);

e) P(S); f) P(T); g) P(ANB); h) P(ANC);
i) P(AND); i) P(ANS); k) P(ANT); ) P(BNC);
1) P(BND); m) P(BNS); n) PBNT); o) P(Cn D)

9



p) P(CNS); qQ P(CNT); r) P(DNS); s) P(DNT);
)y P(SNT).

et o o2 gl of p2 oL Loyl o520 gL
Odlpowzedi. a) 5 1b) 7 lc) o 501) T 5e) 5 1f) 5 1 8y h 4,1 D3 g W
D3 Do myz mz 0 Plgg D D Sy He
Zadanie 37. Przy oznaczeniach z zadania 36 i korzystajgc z wynikéw zadania 36, obliczy¢:
a) P(AUB); b) P(AUC); ¢) P(AuD); d) P(AUYS);
e) P(AUT); f) P(BUCQ); g) P(BUD); h) P(BUS);
i) P(BUT); j) P(CUD); k) P(CUYS); ) P(CUT);
) P(DUS), m) P(DUT); n) P(SUT).
ezl b2 ol B o3 p2 3L 3t 5 18
Odpoviedza); b))% g dg O Dz ®35 Wi 2 g Wi
8l w2
o0 ™My Mie

Zadanie 38. Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, Ze brydzysta otrzyma w rozdaniu doktadnie

a) dwa asy i jednego krola;

b) trzy asy i cztery kréle

c) trzy asy i dwa kroéle i jedng dame;

d) dwa asy, trzy kroéle i cztery damy;

e) jednego asa, trzy kréle i trzy damy;

f) jednego asa, dwa krdle, cztery damy i trzy walety.

4N 4N (44 4N o4y 44 4N o4y 4N (40
Odporviz; ) LD, 1) QOO | QOO
13 13 13
HOO®  OOE OGO
d—%n—" &—@m - D 5 .
13 13 13

Zadanie 39. Obliczy¢ prawdopodobiennwstwo zdarzenia, ze przy rzucie dwiema kostkami do gry suma

liczb wyrzuconych oczek jest wieksza od ich iloczynu.

1
Odpowiedz: %

4. Rozszerzenie zakresu pojecia prawdopodobienistwa

Teoria

Umowa. Rodzing wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru X oznaczamy przez P(X) (czgsto uzywa si¢

tez oznaczenia 2%).

Niech Q bedzie dowolnym niepustym zbiorem skoriczonym. Prawdopodobieristwem na przestrzeni

jest dowolna funkcja P : P(QQ) — R spetniajgca warunki:

P /\ P(4) >0,

AcQ

(P,) A (AnB=0 = P@AUB)=PA)+P(B),
A,BcQ

(P;) P(Q) =1.

Elementy zbioru () nazywamy zdarzeniami elementarnymi, a podzbiory zbioru Q2 nazywamy zdarze-

niami. Wynika stad, ze kazde zdarzenie jest zbiorem zdarzer elementarnych.
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Twierdzenie 7. Niech Q = {w;, ..., w,} bedzie dowolnym zbiorem n-elementowym i niech funkcja P : P(QQ) — R
spetnia warunki:

(P1) P®) =0,
P2\ Plaid) >0,

(P 4) dla kazdego m-elementowego podzbioru A = {w;,, ... w;,} zbioru Q zachodzi réwnosé

PA) = Y Py ©)
r=1

Wtedy funkcja P jest prawdopodobieristwemn.

Zadania obowigzkowe

Zadanie 40. Na kazdej $ciance dwunastoScianu foremnego zaznaczono pewna liczbe oczek. Liczby $cianek
z podanymi liczbami oczek przedstawia ponizsza tabela:

|6
|2

liczba oczek || 1[2]3|4]5
liczba $cianek H 1 ‘ 1 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 1

Rzucamy jeden raz rozpatrywang bryla. Niech Ay dla k = 1,2,3,4,5,6 oznacza zdarzenie polegajace na
wyrzuceniu k oczek. Uzupelni¢ ponizsza tabele:

k 112|345
P(AY) || 15 5 .
P(AY) || & i

Korzystajac z tej tabeli, obliczy¢ prawdopodobieristwo danego zdarzenia:
A — wypadnie parzysta liczba oczek;
B — wypadnie nieparzysta liczba oczek;
C - wypadnie liczba oczek wieksza od 2;
D — wypadnie liczba oczek bedaca liczbg pierwsza;
S — wypadnie liczba oczek bedaca liczbg ztozong;
T — wypadnie nieparzysta liczba oczek wieksza od 2.

Szkic rozwigzania. Poniewaz wyrzucenie dowolnych dwéch sposréd dwunastu $cianek bryty jest jednakowo
prawdopodobne, wiec petna tabela jest nastepujaca
k 1123 |45

1| 1|34 12
PA) |5z |12 |12 |13 | 12 12 .

P(Ax) 5| &

.
Sl
_
)
N
Wi
.
o

Korzystajac z faktu, ze zdarzenia Aj, Ay, A3, A4, As i Ag parami sie wykluczajg, otrzymujemy réwnosci

1 4 2 7
P(A) :P(A2 UA4 UA(,) =P(A2)+P(A4)+P(A6) = E + ﬁ + E = ﬁ

oraz

1 3 1 5
P(B) = P(A1 U A3 U As) = P(A1) + P(A3) + P(As) = o + o + -1
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Podobnie uzyskujemy réwnosci:

5 5 1 . 1
P(C) = 6' P(D) = Y P(S) = 5 1 P(T) = 3
Uwagi metodologiczne. Mozna przyjaé, ze w zadaniu tym nastepujgce zdarzenia sg elementarne:
wr — wypadnie k oczek (k=1,...,6).
Wtedy Ay = {wy} i zdarzenia elementarne nie s jednakowo prawdopodobne.

Zadanie 41. Niech Q) bedzie dowolnym niepustym zbiorem skoriczonym i niech P bedzie prawdopodobieri-
stwem okre$lonym na przestrzeni (). Korzystajac z warunkéw (P 1)-(P 3), wykaza¢ ponizszy zwigzek:

a) P(0) = 0;

b)jezeli A € B € Q, to P(A) < P(B);

c)jesliAc Q,toP(A) < 1;

d)jesli A c Q, to P(A’) =1 - P(A);

e) dla dowolnych A, B € Q zachodzi réwnosé P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Szkic rozwigzania. Ad a). Oczywiscie P(9) = P(QUD). Poniewaz 0NQ = 0, wiec na mocy warunku (P;) zachodzi
réwnosé P(0 U ) = P(0) + P(0). Zatem P(0) = P(0) + P(0). Stad P(0) = 0.

AdDb). Zalézmy, ze A B c Q. Wtedy B=A U (B\ A)iprzy tym AN (B\ A) = 0. Na mocy warunku (P;)
zachodzi wiec réwnoé¢ P(B) = P(A) + P(B\ A). Stad i z wynikajacej z warunku (P;) nieréwnosci P(B\ A) > 0
wynika, ze P(A) < P(B).

Ad c). Jesli A C Q, to z podpunktu b) oraz z warunku P; wynikajg nieréwnosci P(A) < P(Q) = 1.

Ad d). Jesli A c Q, to AU A" = Q. Poniewaz ponadto A N A’ = 0, wiec z réwnosci P(A U A’) = P(Q)
wynika, ze P(A) + P(A") = 1. Stad P(A") =1 - P(A).

Ade).Niech A, B € Q. Zachodza wtedy réwnosci (A\B)U(ANB) = Ai(A\B)UB = AUB. Poniewaz ponadto
prawdziwe s zwigzki (A\B)N(ANB) = 0i(A\B)NB = ), wiec na mocy warunku P, z powyzszych zaleznoéci
wynikaja réwnosci P(A\ B)+P(ANB) = P(A)i P(A\B)+P(B) = P(AUB). Stad P(A)—P(ANB) = P(AUB)—-P(B)
i w rezultacie P(A U B) = P(A) + P(B) - P(AN B).

Zadanie 42. Zdarzenia A, B C Q spelniajag warunki: P(A N B) = }I, PA) = % iP(B) = % Obliczy¢ P(A U B).
Odpowiedz: 1.

Zadania dodatkowe

Zadanie 43. Na jednej $ciance kostki szeSciennej zaznaczono jedno oczko, na dwoéch zaznaczono po dwa
oczka, a na trzech zaznaczono po trzy oczka. Niech wy dla k = 1,2, 3 oznacza zdarzenie, ze przy rzucie takg
kostka wypadto k oczek. Uzupelnié¢ ponizsza tabelke

k [J1]2]3
P({wdd) |

Przyjmijmy, ze Q) = {w1, w», w3} jest przestrzenig zdarzen elementarnych. Wypisa¢ wszystkie zdarzenia be-
dace podzbiorami przestrzeni () oraz obliczy¢ ich prawdopodobieristwa.

k |1]2]3 A |0 [ {wi) | fwa) | fws) | {1, w2} | w1, ws) | fws, w3} | Q
o [ 113187 P ol s [ la ] ¢ 1 8 [ 8 [o

312 6 3 2 2 3

6

Odpowiedz:

6

Zadanie 44. Niech Q = {w;, Wy, w3, w4} bedzie przestrzenig zdarzeni elementarnych i niech zachodzg réw-
nosci:

1 1 1 1
P({an}) = 3 P({w}) = 3 P(lws}) = 1 P({ws}) = 5
Obliczy¢ prawdopodobieristwo danego zdarzenia:
a) A={w,wl; b) B ={ws, wal; o) C={ws wsl;
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d) D ={wi, wr, ws}; e) K={w,ws wsl; f) L ={wi, wy, wsl.
Odpowiedz:a) 3; b)2; o3 d)i e 3.

Zadanie 45. Niech Q = {w1, wy, ..., w10} bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych przy czym P({wy}) = 11—0
dla kazdego k € {1, 2, ..., 10}. Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia:

a) A={wy,w}; b) B = {w,, w3, ws, w7}; c) C={wy, ws, we, wg, wio}.
Odpowiedz: a) 3, b) 3; ¢ 1.

Zadanie 46. Wykaza¢, ze dla dowolnych A, B C Q) zachodzi réwnoéé P(B \ A) = P(B) — P(A N B). Wywnio-
skowac stad, ze jesli ponadto A C B, to P(B \ A) = P(B) — P(A).

Zadanie 47. Zdarzenia A, B C Q spelniajg warunki P(A) = 0,6, P(B) = 0,51 P(A U B) = 0, 8. Obliczy¢:
a) P(AN B); b) P(A \ B); c) P(A’ N B).
Odpowiedz: a) 0,3; b)0,3; 0)0,2.

Zadania domowe
Zadanie 48. Wykaza¢, ze dla dowolnych zdarzen A, B, C C Q zachodzi réwnos¢

P(AUBUC) =
= P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC) + P(ANBNC). (10)

Odpowiedz: Korzystajgc z praw rachunku zbioréw i z wtasnosci (2?), otrzymujemy réwnosci:

P(AUBUCQ)
= P((AUB)UC)
= P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC)
= P(A)+P(B)-P(ANB)+P(C)— P(ANC)U (BN C))
= P(A)+P(B) - P(ANB) +P(C) - [P(ANC) + P(BNC) - P(AN BN C)]
= P(A)+P(B)+P(C)— P(ANB)—P(ANC) - P(BNC) + P(AN BN Q).

Zadanie 49. Sprawdzi¢, czy zdarzenia A, B C () spelniajgce warunki P(A) = % iP(B) = % mogga sie wykluczad.
Odpowiedz: Nie.

Zadanie 50. Zdarzenia A,B C Q spelniajg warunki P(A’) = 0,6, P(B’) = 0,7 i P(A N B) = 0,2. Obliczy¢
P(A U B).
Odpowiedz: 0, 5.

5. Prawdopodobieristwo warunkowe

Teoria

Definicja 5. Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen i niech zdarzenie B C Q) spelnia warunek P(B) > 0.
Prawdopodobieristwem zdarzenia A C Q) pod warunkiem, Ze zaszlo zdarzenie B nazywamy liczbe P(A|B)
(czytaj: P od A pod warunkiem B) okre$long wzorem

PAB): = %. (11)
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Zadania obowigzkowe

Zadanie 51. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia przynajmniej jednej széstki przy dwéch rzutach
kostka do gry pod warunkiem, ze suma wyrzuconych liczb oczek jest wieksza od 8.

Szkic rozwigzania. Przestrzenig zdarzen elementarnych jest tu liczacy 36 elementéw zbiér par uporzadkowa-
nych (k, [), gdzie kil sq liczbami oczek wyrzuconych w pierwszym i drugim rzucie odpowiednio. Zdarzenia
te s3 jednakowo prawdopodobne. WprowadZmy oznaczenia zdarzeti:

A — przynajmniej jeden raz wypadta széstka,
B - suma liczb wyrzuconych oczek jest wieksza od 8.

Latwo mozna policzy¢, ze zdarzeniu A N B sprzyja 7 zdarzen elementarnych, a zdarzeniu B sprzyja 10 zda-
rzen elementarnych. Wobec tego zgodnie z definicjg prawdopodobieristwa warunkowego zachodza réwno-
Sci:
7
P(ANB) 36 7
PAB)= —=—F=—=—.
(AlB) P(B) 10 10
36

Zatem P(A|B) = %

Zadania domowe

Zadanie 52. Rzucamy jeden raz dwiema kostkami do gry. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzeti:
A — suma liczb wyrzuconych oczek jest réwna 7,
B —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest réwny 6.
Obliczy¢ P(A[B) i P(B|A).
Odpowiedz: P(A|B) = 3 i P(BIA) = 1.

Zadanie 53. Z urny zawierajacej 6 kul biatych i 4 kule czarne wylosowano bez zwracania najpierw jedng, a
potem druga kule. Wprowadzmy oznaczenia zdarzen:

A —pierwsza kula byta biata;

B —druga kula byta biata.

Obliczy¢:

a) P(B|A);  Db) P(B'|A), ) P(A|B);  d) P(A’[B).

Odpowiedz: a) 2; b) é; o2 d %.

6. Prawdopodobieristwo caltkowite

Teoria

Ponizsze twierdzenie nosi nazwe twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Twierdzenie 8. Niech QO = B; U By U ... U By, gdzie P(B;) > 0 dla kazdego i € {1,...,n} oraz B; N B; = O dla
dowolnych i,j € {1,...,n} takich, Ze i # j. Wowczas zachodzi rownos¢

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(By) + ... + P(A|B,) P(By,). (12)

Réwnosé (12) nazywamy wzorem na prawdopodobienistwo catkowite. Mozna jg zapisa¢ réwniez w po-
staci

P(A) = ) P(AIB)P(G). (13)
i=1
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Zadania obowigzkowe

Zadanie 54. Detale z fabryk Fy, F, F3 stanowig odpowiednio 45%, 35% i 20% zawarto$ci magazynu. Wsréd
detali z tych fabryk jest 1%, 3% i 2,5% brakéw odpowiednio. Obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, ze
wylosowany z magazynu detal jest wybrakowany.

Szkic rozwigzania. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia zdarzen:
A — wybrany detal jest wybrakowany,
B1 — wybrany detal pochodzi z fabryki F;,
B, — wybrany detal pochodzi z fabryki F»,
Bs - wybrany detal pochodzi z fabryki F3.

Z treéci zadania odczytujemy réwnosci:

45 35 20 1 3 2,5
P(By) = —, P(By) = ——, P(B3) = —, P(A|B1) = —, P(A|B,) = — i P(A|B3) = —.
( 1) 100/ ( 2) 100/ ( 3) 100/ ( | 1) 100/ ( | 2) 100 1 ( | 3) 100

Zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy réwnosci

P(A) P(A|B1) P(B1) + P(A|B) P(Bz) + P(A|B3)P(Bs)

1 45 3 3 25 20 200 1

700 100 T 100 100 T 100 100 _ 10000 _ 50°

Zadania dodatkowe

Zadanie 55. Zawartos¢ urn I, I1 i Il przedstawia tabela

I|II| I
kule biale 41 51| 5

kuleczarne || 8| 7 | 5

Rzucamy kostka do gry. Jedli wypadnie jedno oczko, to losujemy kule z urny I, jesli wypadna 2 lub 3 oczka,
to losujemy kule z urny II, a jesli wypadng przynajmniej 4 oczka, to kule losujemy z urny IIL. Obliczyé¢
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wylosujemy kule biatg.
Szkic rozwigzania. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia zdarzer:

A — wylosowana kula bedzie biafa,

By —kula bedzie wylosowana z urny I,

B, — kula bedzie wylosowana z urny II,

B3 —kula bedzie wylosowana z urny III

Zgodnie ze wzorem (12) zachodzg réwnosci:

P(A) = P(A|By) P(B1) + P(A|B2) P(B2) + P(A|B3) P(B3)
_ 11,5 1 11 24549 16 _4
T 36 123 22 36 3 9

Zadania domowe

Zadanie 56. W pewnej uczelni 78% studentek i 88% studentéw umie ptywaé. Studentki stanowig 60% stu-
diujacych w tej uczelni. Obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, Ze losowo wybrana osoba studiujgca w
tej uczelni umie ptywad.

Odpowiedz: & .
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Zadanie 57. Z zawierajacej 3 kule biate i 5 kul czarnych pierwszej urny wylosowano kule i wlozono ja do
zawierajgcej 4 kule biate i 9 kul czarnych urny drugiej. Nastepnie z drugiej urny wylosowano jedng kule.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, ze kula ta jest biafa.

Odpowiedz: .
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