Funkgcje trygonometryczne

Piotr Rzonsowski

Teoria

Definicja 1. Sinusem kata ostrego @ nazywamy stosunek przyprostokatnej lezgcej naprzeciw
kata a do przeciwprostokatnej

sina = pt
Cosinusem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej przy kacie @ do prze-
ciwprostokatnej

cosa = 2.
Tangensem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata a do
przyprostokatnej lezacej przy kacie a

’toz—é
g =0

Cotangensem kata ostrego a nazywamy stosunek przyprostokatnej lezacej przy kacie a do przy-
prostokatnej lezacej naprzeciw kata o
ctga = %

ina=2% =t
b sina = tga = |

=12 =1
cosa = ¢ ctga = 3

a

Przyklad 1. Oblicz wartosci funkgji sin, cos, tg, ctg, dla kata o w tréjkacie ABC.

a=4
Korzystajgc ze wzoréw dostajemy:

U1l W

. a 4
sina=- = -, cosqy = - = —
c 5

> W

tea=-= ctoz———é
ga=-=7 ga=7, =3



Definicja 2. Miara lukowa kata srodkowego w okregu, to liczba réwna stosunkowi diugosci
tuku, na ktérym oparty jest ten kat, do dtugosci promienia okregu

l

miara fukowa kata @ wynosi ;.

Kat o mierze tukowej 1 nazywamy radianem. 1 radian (w skrécie 1 rad), to miara kata $rodko-
wego, ktéry wycina z okregu kota tuk o dlugosci réwnej dlugosci promienia okregu. Zauwazmy,
ze 1rad ~ 57,3° oraz 1° ~ 0,017 rad

Definicja 3. Liczba 7 to stosunek dtugosci okregu do dlugosci jego Srednicy, jest wielkoscig statg
niezalezng od promienia okregu.

miara w stopniach | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360°
miara tukowa % 1 Z 7 T 2n
Uwaga 1. Wybrane wartosci funkcji trygonometrycznych.
0 | § | 3|3 |z
i 1 V2 | B

sina| 0 5 > | 5 1

cosa| 1 %5 %i 1 0

tga | 0 %5 1 v3 | brak

ctga | brak | V3 | 1 %5 0

Uwaga 2. Ponizej podane sa wartosci liczby 7, jakie pojawialy sie w pracach uczonych $wiata.
— Babiloniczycy (ok. 2000 r. p.n.e.): T = 3
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— Egipcjanie (ok. 2000 r. p.n.e.): 7 = (%) ~ 3,160493...

— Archimedes (LI w. p.n.e.): T = 2—72 ~ 3,14

— Chinski matematyk Chang Hing Iw.n.e.): m = % ~ 3,1555...

— hinduski matematyk Bhasakara (VIIw. n.e.): © = % ~ 3,1416666. ..

— wiloski matematyk Leonardo Fibonacci (XIII w.): 7= = % ~ 3,1415929

— niemiecki matematyk Gottfried Wilhelm Leibniz (XVII w.): T =1 - % + % — % + % + -

Uwaga 3. Warto pamietaé, Zze miara tukowa matych katéw jest dobrym przyblizeniem wartosci
funkgji trygonometrycznych sin i tg, tzn. sinx = x oraz tg x ~ x dla dostatecznie matych x.

Przyklad 2. Zamieni miare stopniowg na miare tukowaq dla kata 40°.
Zanim zamienimy zgdany kat na radiany zastanéwmy sie, jak mozemy to zrobi¢ dla dowol-
nego kata a. W tym celu utézmy proporcje

180° — 7t

a-—x
Z powyzszej proporcji dostajemy réwnanie
x-180°=a-m
Dzielgc przez 180° dostajemy wzdr na zamiane stopni na radiany:

x_oc-n
~180°

Korzystajac z powyzszego wzoru dostajemy

_40°m 2

180° 9"

Zatem w radianach kat jest rowny 2.

Przyklad 3. Zamiefi miarg tukowq na miarg stopniowg dla wartosci 5.
Korzystajgc ponownie z proporgji:

180° - m

a—Xx
i wyznaczajac tym razem a dostajemy
_ x-180°
==
Z powyzszego wzoru dostajemy
15 - 180°
a=2 — =18
e

Zatem miara w stopniach kata jest rowna 18°.

Definicja 4. Kat skierowany jest to uporzagdkowana para pétprostych o wspdélnym poczatku.
Pierwsza p6lprosta jest nazywana ramieniem poczatkowym, druga péiprosta - ramieniem kofi-
cowym, wspoélny poczatek pétprostych nazywamy wierzchotkiem kata.
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Kat skierowany oznaczamy graficznie tak, jak to obrazuje rysunek (tuk koniczy si¢ strzatka,
—_

aby zaznaczy¢ ramie korficowe). Kat skierowany oznaczamy nastepujgaco: <<AOB.

Moéwimy, ze dwa katy skierowane a, § sa rowne gdy spetniony jest nastepujacy warunek: kaz-
dy z tych katéw jest obrazem drugiego za pomocg pewnej translacji lub obrotu albo za pomoca
zlozenia tych dwoch przeksztalcen, przy czym w wyniku tych przeksztalcen ramie poczatko-
we kata f powinno sie natozy¢ na ramie poczatkowe kata «, a ramie koricowe kata f na ramie
koricowe kata a.

—_— —_—
Katem skierowanym przeciwnym do kata <AOB jest kat <BOA i kazdy kat réwny temu
katowi.

Uwaga 4. Niech P = (x, y) bedzie dowolnym punktem na plaszczyznie kartezjaniskiej. Wtedy
mamy jednoznacznie wyznaczong potprosta | o poczatku w srodku uktadu wspétrzednych oraz
przechodzacy przez punkt P. Poniewaz pétprosta | jest wyznaczona jednoznacznie, to réwniez
jestjednoznacznie wyznaczony kat skierowany a pomiedzy pétosig dodatnig osi OX a pétprosty
I. Zauwazmy, ze miara kata « nie zalezy od wyboru punktu P na pétprostej ! i oczywiScie nalezy
do przedziatu [0, 2n).

AR

W

Definicja 5. Niech P = (x, y) bedzie punktem, ktéry odpowiada katowi a z uwagi 4| oraz r =
V% + 12 (odleglos¢ punktu P od $rodka ukladu wspélrzednych). Wtedy funkgcje trygonome-
tryczne sinus, cosinus, tangens, cotangens kata @ definiujemy za pomoca nastepujacych ilora-
ZOW:
) y x y x
= - = — = — M = — . 1
sina pt cosa Y tga x,x;tO, ctga y,y;tO @)
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W ten spos6b zdefiniowali$émy cztery funkcje trygonometryczne dla katéw skierowanych o mie-
rze tukowej od 0 do 2nt rad, a wiec funkcje, ktérych argumentami sg liczby rzeczywiste z prze-
dziatu [0, 27t].

Zauwazmy, ze funkcja tangens nie jest zdefiniowana dla x = 0, zatem funkcja ta nie jest
zdefiniowana, gdy ramie koficowe kata lezy na osi OY, czyli dla katéw % rad i 37 rad. Natomiast
cotangens nie jest okreslony dla y = 0, czyli gdy ramie koricowe lezy na osi OX, stad dostajemy,
ze cotangens jest niezdefiniowany dla katéw 0 rad i 7 rad.

Przez kat o mierze ujemnej rozumie¢ bedziemy kat, w ktérym ruch od ramienia poczatko-
wego do ramienia koricowego odbywa sie w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara,
przy czym nadal ramie poczatkowe takiego kata “lezy” na dodatniej czesci osi OX, a wierzchotek
kata pokrywa sie z poczatkiem uktadu wspétrzednych. W ten sposéb poszerza sie zakres rozpa-
trywanych (miar) katow skierowanych, a wiec zakres argumentéw funkgji trygonometrycznych
do przedziatu [-2m, 27].

Mozliwe warto$ci miary tukowej katéw od [-27, 21t] mozemy dalej poszerzy¢ do zbioru R
wszystkich liczb rzeczywistych, wykonujac wigcej niz jeden peten obrét ramienia koricowego
kata w kierunku przeciwnym (dla katéw dodatnich) lub zgodnym (dla katéw ujemnych) do
ruchu wskazéwek zegara. Dla kata o dowolnej mierze tukowej @ € R definiujemy funkcje try-
gonometryczne tak samo jak dla kata od 0 do 27, tzn. wybieramy punkt P lezacy na ramieniu
koricowym kata a, a nastepnie korzystamy ze wzoréw (I).

Wykresy sinusa i cosinusa:
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Animacja rysujgca wykresy funkcji sinus i cosinus(do dziatania animacji wymagany jest
Adobe Reader):

Uwaga 5. Z powyzszej konstrukcji funkgji trygonometrycznej mozemy okresli¢ nastepujgce dzie-
dziny i zbiory wartoéci

sin: R — [-1,1],
cos: R — [-1,1],

tg:R\{g+kn}—>R,k€Z,
ctg : R\ {kn} - R, ke Z.

Uwaga 6. Zobaczmy, jakie sa zaleznoé¢ migdzy funkcjami trygonometrycznymi dla kata o oraz —a.
Na poczatku zaznaczmy te katy w ukladzie wspéirzednych.

AR
y

Poniewaz kazdy punkt na pélprostych /is wyznacza dokladnie ten sam kat, dlatego przyjmijmy,
ze punkty P, P’ s oddalone od punktu O o dlugosc jednej jednostki. Mozemy zauwazy¢ wtedy,
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ze jezeli punkt P ma wspélrzedne (x, y) to punkt P’ = (x,—y). Korzystajac z definicji funkcji
trygonometrycznych dostajemy:

—sin(a) = —% = _Ty = sin(—a),

cos(a) = Xo cos(—a),

1
~tg(@) = -2 = = = tg(-a),

X

—ctg(a) = —% = iy = —ctg(-a).

Uwaga 7. Zastanéwmy sie w jaki sposéb znajac jedynie wartosci funkcji trygonometrycznych
dla katéw z przedziatu [0, 5] mozna odczytywaé wartosci funkgji trygonometrycznych dla do-
wolnego kata.

Zacznijmy od sporzadzenia rysunku.

A=

L 2

(x,0) ©

Zauwazmy, ze w ten sposéb powstat tréjkat prostokatny OAP oraz mamy nastepujaca zalez-
no$¢ migdzy katami: & = g + 7. Mozemy wigc obliczy¢ warto$¢ sin f w tréjkacie prostokgtnym,
x|

tzn. sinff = . Nastepnie z wlasnosci wartosci bezwzglednej i definicji funkcji trygonome-

x2+y?

trycznych dowolnego kata dostajemy:

. x| X
sinf = =- = —cosu
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Zatem w celu obliczenia cosinusa kata « z przedziatu [%, n] wystarczy obliczy¢ warto$¢ si-
nusa dla kata = « — Z. Dla przykladu obliczmy warto$¢ cos 37, poniewaz 37 miesci sie w
powyzszym przedziale, dlatego mozemy skorzysta¢ ze wzoru, ktéry wyprowadziliSmy:

n V2

cosgn—cos(z+z)——sin————
4 4 27 4 2

Korzystajac z podobnych argumentéw mozemy wyprowadzi¢ wzory dla katéw z kazdej
¢wiartki. Nazywamy je wzorami redukcyjnymi

] | Téwiartka | T éwiartka |  TIéwiartka | IV éwiartka |
(o) 7-a Z+a | n—a | n+a [ 3n—-a|3n+a|2n-a
sin @ cosa cos & sina¢ | —sina | —cosa | —cosa | —sina
cos @ sina —sina | —cosa | —cosa | —sina | sina cosw
tg @ ctga —ctga | —tga tga ctga —ctga | —tga
ctg tga —tga | —ctga ctga tga —tga | —ctga

Wybrane tozsamosci trygonometryczne.
02 20 -1
— sin“a+cos a=1;
— sina.
AT
— ctga =
— tga =

sma’
ctga’
— tg a+l= cosza’
— ctg?a+1= ml ;
— sin(a + ) = smacosﬁ + cosasinf3;
— sin(a — ) = sina cos f — cosasin f5;
— cos(a + ) = cosa cos § — sina sin f5;
— cos(a — ) = cosacosf + sinasin f;
— sin2a = 2sina cos &;
— cos2a = cos® a — sin’ a;

_ 2tga |
— tg2a = Tl

— sina +sinf = ZSin—ﬁcosTﬁ

a+ a
— sina —sinf = 2cos—ﬁsm 25,

Y+, a
— cosa +cosf = 2cos—ﬁcos—ﬂ

— COSx —COSp = —ZSIH—ﬁSIH—,
2 2

_ |Sil’1 %al — [1—c205a;
_ |COS %04 — ’1+c205al.

1, _ l-cosx.
- tg X = sinx /

1, _ l4cosx
- Ctg X = sinx °



Zadania na zajecia

Zadanie 1. Zamieni miare stopniowg na tukowg dla podanych katéw:

a) 75° b)  270°,

Zadanie 2. Zamieni miare fukowa na stopniowg dla ponizszych katéw:

a) ’ b) %/

S|

Zadanie 3. Punkt (1, 0) obracamy wokoét poczatku uktadu wspétrzednych o kat a. Znajdz wspét-
rzedne punktu P, ktéry otrzymamy, gdy kat ten jest réwny:

a) I, b)

=13

7

Zadanie 4. Znajdz najmniejszy kat dodatni o jaki nalezy obréci¢ punkt P = (1, 0) wokét poczatku
uktadu wspétrzednych, aby otrzymaé punkty:
— (N2 _\2 —(_1 V8
a) B = (T/_T)/ b) C= (__ _)

27 2

Zadanie 5. Korzystajac z ponizszych informacji obliczy¢ wartosci funkcji sin x, cos x, tg x, ctg x.
a) cosx = —% oraz x € (5;m),

| 3
b) sinx = —5 oraz x € (37, 2m).

Zadanie 6. Warto$¢ podanego wyrazenia jest liczbg dodatnig czy ujemna? Rozwigzaé jeden z
ponizszych przyktadow.

i ° ° ° cos(~153°)
a) sinb547°cos421°tg123 b) <=
) sin348° —ctg 909° + cos 269° d) %m

Zadanie 7. Obliczy¢:
a) sin75°%;

b) cos105°;

c) tg15°.

Zadanie 8. Korzystajac ze wzoru sin(a + f) = sina cos  + cos a sin §, uzasadnij wybrang tozsa-
mo$¢ trygonometryczna:

a) sin(a — ) = sina cos § — cos a sin f3;

b) cos(a + f) = cosacos f — sinasin f3;

¢) cos(a — ) = cosacosf + sinasin .

Zadanie 9. Sprawdzi¢ tozsamosci trygonometryczne:
a) sin7xtg3,5x + cos7x =1

b) sin*(Z — x) + 125 — gin 2x = (cos x — sinx)?;.
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Zadanie 10. Zamieni miare stopniowg na tukowa dla podanych katéw:

a)  60°, b) 30°,
Q) 45°, d) 5°

Zadanie 11. Zamieni miare fukowa na stopniowg dla ponizszych katéw:

a) 2m, b) 37,
o 7, d) 32m

Zadanie 12. Punkt (1,0) obracamy wokét poczatku uktadu wspéirzednych o kat a. Znajdz
wspétrzedne punktu P, ktéry otrzymamy, gdy kat ten jest réwny:

a) im, b) 37,

) LT d)

NI

Tt.

Zadanie 13. Uzasadni¢ nastepujace tozsamosci trygonometryczne:
a) tg(a +p) = B8P .

1-tgatgp’

_ fga-tgp

b) tg(a - ﬁ)2: T+tgatgp’
_ 2tga

c) tg2a = et
Zadanie 14. Uzasadni¢ nastepujace tozsamosci trygonometryczne:
a) sina +sinf = 2sin lﬁ cos ﬂ
b) sina —sinp = 2cos j sin —ﬁ
c) cosa +cosf =2cos Tﬁ cos Tﬁ

7
+B
d) cosa —cosp = —251n%s1n £,

Zadanie 15. Uzasadni¢ nastepujace tozsamosci trygonometryczne:

= gin2 x-
a) tg x+ctgx =smex;
sin x+cos x

b) cosx

sm X

—tgx = —cosx+1;

¢) sin(x + y)sin(x — y) = sin® x —sin? y;

Zadanie 16. Oblicz:
a) sin1° +sin2° + - -+ +sin 358° + sin 359°;
b) cos1° +cos2° + -+ cos 178° + cos 179°.
Zadania domowe

Zadanie 17. Zamieni¢ miare stopniowa na tukowa dla katow:
a) 5° b) -300°,
c 20° d) -272°.
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Zadanie 18. Zamieni¢ miare tukowgq na stopniowq dla katow:

a) 37, b) -%m,
c) 10m, d) -5

Zadanie 19. Okredli¢ znak kazdej z funkgji trygonometrycznych dla katéw:

a) n, b) -im.

Zadanie 20. Obliczy¢, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych oraz okresowosci funkgji trygono-
metrycznych:

a) sinin, b) ctgim,

o ctg(—2n), d) cos®¥m.

Zadanie 21. Podane liczby uporzadkowa¢ rosngco
a) a=cos0,b=cosl, c=cos%, d=cosm;

b) a=ctg% b=ctg% c=ctg3, d=ctg?.
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Wskazéwki
Q-TU

1. Skorzystaj ze wzoru x = {§fs. 2. Skorzystaj ze wzoru a = 3. Narysuj pélprostg nachylong
do dodatniej pétosi OX pod katem a, a nastepnie zaznacz na niej punkt w odlegtosci 1 od srodka ukladu
wspotrzednych i skorzystaj z funkcji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym. 5. Skorzystaj z
jedynki trygonometrycznej i sprawdz jaki znak przymuje funkcja sin oraz cos w odpowiednich ¢wiartkach.
6. Skorzystaj z okresowosci funkcji trygonometrycznej (sina, cos a-2m; tga, ctga- m), a nastepnie okresl

x-180°
X

znak funkcji w przedziale [0, 27) 7. Skorzystaj z wzoréw na sin(a + f8) oraz cos(a * f3). 8. Skorzystaj
z parzystosci i nieparzystosci funkgji sin, cos oraz wzoréw redukcyjnych. 9. Skorzystaj z wzoréw
ktére znajduja sie na konicu czeséi z teoria. 10. Skorzystaj ze wzoru x = 3. 11. Skorzystaj ze

wzoru o = ’%800. 12. Narysuj potprosta nachylong do pétosi OX pod katem a, a nastepnie zaznacz na
niej punkt w odleglosci 1 od srodka ukladu wspéirzednych i skorzystaj z funkgji trygonometrycznych w
tréjkacie prostokgtnym. 13. a) Rozpisa¢ prawg strone(zamienié tg a na iloraz sin a/ cos @) a nastepnie
skorzysta¢ z wzoréw na sina + 5, cosa + . Dla podpunktéw b i ¢ skorzystaj z a. 14. Skorzystaj z

podstawieniaa =u+v, f =u—0. 16.
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a) Korzystamy z wzoru sina + sin 8 = 2sin # cos “T_ﬁ i sumujemy skrajne elementy,
b) Korzystamy z wzoru cos & + cos ff = 2 cos # cos azi i sumujemy skrajne elementy

17. Skorzystaj ze wzoru x = {£f5. 18. Skorzystaj ze wzoru a = 15, 19. Narysuj wykres
funkdji sin x oraz cos x, a nastepnie skorzystaj z okresowosci funkcji trygonometrycznych.  21. Skorzystaj
z monotonicznosci funkgji trygonometrycznych w odpowiednich przedziatach.

Odpowiedzi
1l.a) 2nrad,b) 2mrad 2.a) 30°,b 11,25° 3.a) P= (ﬁ by P= (ﬁ ¥ 4, a)
‘ 12 4 2 . ’ ’ ’ . 2 72/ 272 )
a=1in=315°b) a=in =120 5. a) sinx = g, cosx = -3, tgx = —g,ctgx = —3%5, b)
sinx = —%, cosx = %5, tgx = —g, ctgx = -3 6.a) +, b)-, o- d)+ 7. a)%(l + \/5),

b)2(1-v3), 9. 9.a) Tak b) Nie 10.a) Zrad,b) Zrad,c) iradd) £  1La)

150°,b) 225°¢) 99°,d) 40° 12.a) P=(-1, %) b) P=(-LZ,-82) ¢ P=(L,-1),dhP=(01)
15.a) Tak, b)Tak, c)Tak 16.a) 0, b)0 17.a)%7n, b)-3n, o) i, d)-$n 18. a) 135°,
b) —432°, ¢)1800°, d)-1° 19.a) sin¥n <0, cos 2n <0, tg2n >0, ctg 2 >0, b) sin(-3m) >0,

cos(—3m) < 0, tg(~3m) <0, ctg(-3m) < 0. 20.a)-1, b) -1, )1, d) %5 2l.a)d<c<b<a, D)

c<d<b<a.
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