1. Elementy kombinatoryki - zadania do wyboru

Bernadeta Tomasz

Zadania dodatkowe

Zadanie 1.1. Mamy do wyboru 2 mieszkania i 3 auta. Na ile sposobéw mozna dokonaé wyboru,
jesli

1. mamy wybra¢ mieszkanie i samochéd,

2. mamy wybra¢ mieszkanie lub samochéd ?

Odpowied?: ¢ +¢ (q ‘¢-g (v

Zadanie 1.2. Ile wszystkich réznych przekatnych ma n-kat wypukly?
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Odpowiedz: m

Permutacje

Zadanie 1.3. Na ile sposobéw druzyna pitkarska (11 graczy) moze wyj$é z szatni pojedynczo
na boisko.

Szkic rozwigzania. Pitkarze wychodzac pojedynczo, w rzedzie na boisko moga ustawié sie w réznej
kolejnosci. Liczba tych ustawien jest réwna liczbie mozliwych do utworzenia ciagéw pitkarzy. Tworzymy
ciggi 11-elementowe zbioru 11l-elementowego. Liczba tych ciagdw odpowiada liczbie permutacji zbioru

11-elementowego. Mamay stad:
N = 11! = 39916800.

A propos, to wigcej (o ok. 100 000) niz liczba mieszkancéw Polski wg. danych na rok 2015.
Odpowiedz: 008°916°6¢

Zadanie 1.4. Na ile wszystkich réznych sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu 4 chlopcow i 3
dziewczynki tak, aby:

1. najpierw staly dziewczynki, a nastepnie chlopcy,
2. pierwszy stal chtopiec,

3. pierwszy i ostatni stal chlopiec,

4. zadnych dwéch chlopcow nie stato obok siebie.

Szkic rozwigzania. (a) Mozemy sobie wyobrazié, ze ustawiamy najpierw 3 dziewczynki, a nastepnie
oddzielnie ustawiamy 4 chlopcéw. Dziewczynki mozemy ustawié na 3! sposobdéw, a chlopcéw na 4! spo-
sobéw. Do kazdego, danego ustawienia dziewczynek mozemy dotaczyé jedno z 4! ustawien chlopcow.
liczba wszystkich mozliwych ustawien jest réwna iloczynowi liczby ustawienn dziewcznek i chtopcow tj.
341

N =3!-4! = 144.

(b) Ustawmy zatem w szeregu jako pierwszego chlopca. Chlopcéw jest czterech, mamy zatem 4
mozliwosci. Po obsadzeniu pierwszego miejsca w szeregu, mozemy przystapi¢ do ustawienia pozostalych
6 0s6b, w dowolny sposdb. Te szdéstke oséb mozemy ustawié¢ na 6! sposobéw. Dalej stosujemy zasade

mnozenia. Mamy zatem
N =4.6! = 2.880.

(c) W szeregu ustawmy na pierwszym miejscu chlopca (jednego z czterech). Nastepnie wybierzmy
chtopca na ostatnie miejsce w szeregu - tu mozemy wybieraé¢ juz tylko jednego z trzech pozostalych



chlopcéw. Dotaczymy to nich pozostala, 5-osobowe grupe oséb, ktéra mozemy ustawi¢ w rzedzie na 5!
sposobéw. Stad wszystkich mozliwych, takich ustawien grupy oséb jest 4 - 3 - 5!.

N =4-3-5! =1.440.

(d) Jesli zadni dwaj chlopcy nie moga sta¢ obok siebie, to znaczy, ze chlopcy i dziewczeta musza
w szeregu ustawié¢ sie na przemian, a poniewaz chtopcow jest wiecej niz dziewczat, to jako pierwszy
powinien staé chlopak a nie dziewczyna. Stad widaé, ze uwzgledniajac plteé, osoby powinny stanaé w
nastepujacej kolejnoéci: C D C D C D C, gdzie C - oznacza chlopca, a D - oznacza dziewczyne. Skoro
miejsca w szeregu, przeznaczone dla chtopcéw sg juz ustalone, wystarczy ich tam ustawi¢ w jednej z 4!-
mozliwych kolejnosci. Teraz dotaczymy do tej grupy dziewczyny. Miejsca dla nich sa tez juz ustalone
(kazda dziewczyna pomiedzy dwoma chlopakami), wystarczy zatem, ze ustawimy dziewczyny w ciag,
ktéry dotaczymy odpowiednio do ciagu chlopcéw. Mamy 3! mozliwych permutacji 3-elementowego zbioru
dziewczyn. Stad wszystkich mozliwych ustawien C D C D C D C jest 4! - 3!. Zatem

N =4!.3! = 144.
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Zadanie 1.5. Na ile wszystkich réznych sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu siedem kobiet i
siedmiu mezczyzn tak, aby zadne dwie osoby tej samej plci nie staly obok siebie ?

Szkic rozwigzania. Osoby musza by¢ ustawione wedlug schematu

KMKMKMKMKMKMKM
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Siedem kobiet mozemy ustawié¢ w ciag na 7! sposobéw, podobnie siedmiu mezczyzn mozemy ustawié w
ciaggu na 7! sposob6éw. Zatem mamy 7! - 7! mozliwych réznych ustawien, w ktérych jako pierwszy stoi
mezczyzna. Podobnie tyle samo, (7!-7!) réznych mozliwych ustawienl zaczynajacych sie od kobiety. Stad
liczba wszystkich mozliwych ustawien kobiet i mezczyzn w szereg, tak aby zadne dwie osoby tej samej
plci nie staty obok siebie wynosi:

N =T7-7!2=50.803.200.

Odpowiedz: 00T €08 09

Zadanie 1.6. lIle wszystkich réznych liczb pieciocyfrowych

1. dowolnych
2. podzielnych przez 5
3. parzystych
4. podzielnych przez 4

mozna utworzy¢ z cyfr: 0,1, 3,4,5, jesli kazda cyfra moze wystepowaé dokladnie raz ?
Szkic rozwigzania. (a) Liczby tworzymy, przez ustawienie w ciag 5-elementowy cyfr ze zbioru {0, 1, 3,4, 5}.
Zbiér ten mozna uporzadkowaé na 5! sposobéw. W tym mamy 4! takich uporzadkowan, w ktérych pierw-
szg cyfra jest 0, bo ustawiamy w cigg cztery pozostate cyfry. Liczba réznych liczb czterocyfrowych jest
réwna 5! — 4! =41(5 — 1) = 4 - 41. Stad

N =4-4! = 96.

(b)Jedli liczba jest podzielna przez 5, to ostatnia jej cyfra (liczba jednosci) jest réwna 5 albo 0. Zatem
tworzac liczby podzielne przez 5, sposréd cyfr 0,1, 3,4, 5 jako ostatni wyraz ciagu powinnidémy wybraé 0
albo 5.

Zbiér liczowy { 1,3,4,5 } mozna uporzadkowaé na 4! sposobéw, zatem mamy 4! liczb pieciocyfrowych,
ktére jako ostatnia cyfre maja 0.



Jesli jako ostatnia cyfre liczby wybierzemy 5, to cyfra 0 nie moze wystapié¢ na pierwszej pozycji tworzonej
liczby pieciocyfrowej. Zatem mamy 3 mozliwosci w wyborze pierwszej cyfry (wybieramy sposréd 1, 3,4)
oraz 3! sposobow uporzadkowania pozostalych 3 cyfr. Ostatecznie, liczba N mozliwych do uzyskania
liczb pigciocyfrowych podzielnych przez 5, wynosi

N =4+3-3! =42.

(¢) Dla liczb parzysych, liczba jednosci (ostatnia cyfra) jest liczba parzysta. W warunkach naszego
zadania tworzone liczby beda zatem parzyste jesli ich ostatnia cyfra bedzie réwna 0 albo 4. Jesli na
ostatnia cyfre liczby wybierzemy 0, to mamy 4! sposobéw uporzadkowania zbioru {1,3,4,5}. Jedli na
ostatnig cyfre wybierzemy 4, to na pozostalych czterech pozycjach mamy 3 - 3! sposobéw ustawienia
pozostaltych czterech liczb. Pamietajmy bowiem, ze 0 nie moze wystapi¢ jako pierwsza cyfra w ciagu.
Ostatecznie mozemy w ten sposéb utworzy¢ N liczb parzystych, gdzie

N =4!+3-3! =42

(d) Jedli liczba pieciocyfrowa jest podzielna przez 4, to znaczy, ze liczba utworzona z jej dwoch ostatnich
cyfr jest podzielna przez 4. Liczba pieciocyfrowa utworzona z cyfr ze zbioru {0,1,3,4,5} i podzielna
przez 4 jako dwie ostatnie cyfry ma 04 lub 40. Stad mamy 2 - 3! = 12 liczb pieciocyfrowych podzielnych
przez 4, utworzonych z cyfr 0,1, 3,4, 5.
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Zadanie 1.7. Do przedzialu kolejowego drugiej klasy (dwa rzedy po cztery miejsca) wchodzi
osiem o0s6b. Na ile wszystkich réznych sposobéw moga one zajaé¢ miejsca tak, aby ustalone dwie
osoby A oraz B siedzialy:

1. obok siebie,
2. naprzeciwko 7

Szkic rozwigzania. (a) Dla dwéjki wybranych pasazer6w A i B, mozemy wybra¢ na 3 sposoby dwa
kolejne miejsca w kazdym z 2 rzedéw, czyli tacznie na 6 sposobéw. Dalej, po tym wyborze pozostaje nam
w sumie 6 pozostalych pasazeréw do posadzenia - uporzadkowania na 6 miejscach, co mozemy uczynic¢
na 6! sposobéw, bo mozemy przyjaé, w tym przypadku, ze rzedy sa polaczone w jeden. Przydanym
ustawieniu széstki pasazeréw i para pasazeréw AB, moze siaéé w dwdch mozliwych porzadkach AB albo
BA. Zatem mamy
N =6-6!2=8.640.

wszystkich réznych sposobéw posadzenia pasazeréw w ten sposéb, aby pasazerowie A i B siedzieli obok
siebie.

(b) Jesli wybrani pasazerowie A, B maja siedzieé naprzeciwko siebie, to mozemy wybraé¢ dla tej
pary 4 mozliwe pary miejsc (znajdujacych sie naprzeciwko siebie). Pozostalych 6 oséb mozna ulokowaé
na pozostatych 6 miejscach na 6! sposobéw. Ponadto pasazerowie A i B moga zajaé wybrane dla nich
dwa miejsca na 2 sposoby : A, B oraz B, A. Stad liczba N wszystkich mozliwych sposobéw na jakie
o$miu pasazeréw moze zajaé miejsca w przedziale, przyjmujac, ze wybrani pasazerowie A, B siedza na
przeciwko siebie wynosi:

N =4-6!-2=5.760.
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Zadanie 1.8. Na ile r6znych sposobéw mozna posadzié przy okraglym stole n os6b?
Jedli kazde dwa sposoby rozsadzenia uwazamy za jednakowe wtedy i tylko wtedy,

a) gdy kazda osoba ma tego samego sasiada z prawej strony i tego samego z lewej strony,
b) gdy kazda osoba ma jednakowych sasiadéw (nie wazne czy z prawej czy z lewej strony).
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Uwaga 1.9. Przy okraglym stole miejsca nie sg numerowane.
4 ‘.
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Kombinacje

Zadanie 1.10. Ile nastapi wszystkich usciskéw dloni, gdy 5 (n) 0séb wita sie usciskiem dloni,
"kazdy z kazdym”.

Odpowiedz: (Z> ¢ (Z)
U g

Zadanie 1.11. W turnieju startuje 7 zawodnikéow. Kazdy zawodnik rozgrywa jeden mecz z
kazdym ze swoich przeciwnikéw. Ile meczy zostanie rozegranych?

Odpowiedz: ¢

Zadanie 1.12. 7 klasy, w ktorej jest 17 dziewczat i 14 chlopcow wybieramy dwuosobowsg
delegacje. Na ile roznych sposobéw mozemy to zrobié, aby sktad delegacji byl nastepujacy:

1. 2 chlopcow,

2. 2 dziewczyny,

3. chlopiec i dziewczyna,

4. co najmniej 1 dziewczyna?

PR AN A Y S N U S Y O A Y (A
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Zadanie 1.13. Na ile sposobéw mozna wybraé przewodniczacego, jego zastepce i skarbnika z
grupy 5 oséb? Zakladamy, ze funkcji nie mozna taczy¢.

Odpowiedz: ¢ - <§>

Zadanie 1.14. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 10 réznych znaczkoéw pomiedzy Adama i
Bartka, tak aby kazdy z nich dostat po 5.

Odpowiedz: (9) . (9)
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Zadanie 1.15. Na ile sposob6w z grupy 6 dziewczat i 6 chlopcéw mozna wybraé¢ delegacje

1. zlozona z 3 dziewczat i 2 chlopcéw,
2. zlozona z 3 dziewczat albo 2 chtopcéw?
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Zadanie 1.16. Na ile sposobéw mozna rozdaé 52 karty pomiedzy czterech graczy tak, aby kazdy
z nich dostal 13 kart?

Odpowiedz: €LY (EL) (€T
9¢ 6¢ 4
Zadanie 1.17. Na ile sposobdéw z talii 52 kart mozna wybraé¢ 13 kart tak, aby byly wéréd nich

1. doktadnie 4 asy,
2. doktadnie 2 asy,



3. dokladnie 2 asy i dokladnie 2 kréle?

o (5)-9)- (9 (2) () ()

Zadanie 1.18. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 9 réznych przedmiotéw pomiedzy 3 osoby tak,
aby kazda z nich dostata 3 przedmioty.

Odpowiedz: €) . (€
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Zadanie 1.19. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentoéw w trzech istotnie réznych poko-
jach, z ktorych dwa sa 4-osobowe a jeden 1-osobowy?

Odpowiedz: Yy (7
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Zadanie 1.20. Tysigc os6b uczestniczacych w festiwalu teatralnym, odpowiedziato na pytania:
1) Ktéra z dziesieciu sztuk uwazasz za najlepsza, 2) ktora stawiasz na drugim miejscu, 3) ktora
na trzecim? Czy moze si¢ zdarzy¢, ze wszyscy odpowiedzieli réznie?

OdpowiedZ: HIN woyez ‘0001 > i€ - o1

Zadanie 1.21. Jeden bar oferuje 5 zup i 10 drugich dan, drugi natomiast 6 zup i 8 drugich dan.
Ile r6znych obiadéw dwudaniowych masz do wyboru, jesli si¢ zdecydujesz zjes¢ obiad w jednym
z tych baréow?

Odpowieds; (;) ' @ ! (011} | @

Zadanie 1.22. W jednym pojemniku znajduja si¢ 4 kule biale i 5 czarnych. Na ile réznych
sposob6w mozna wyjaé z pojemnika 3 kule (wyciagamy jednoczeénie) tak, aby otrzymaé

1. 3 kule biate,

2. 3 kule czerwone,

3. 2 kule biale i 1 czerwona,

4. co najmniej jedna kule bialg ?

o ()3 () () 0) )

Zadanie 1.23. Na ile sposobéw mozna ulozy¢ harmonogram klaséwek na 15 tygodni, przy
zalozeniu, ze w tygodniu moga by¢ co najwyzej 2 klaséwki, a tydzien sklada si¢ z 30 godzin

lekeyjnych?
' < ; ) ( ; > ]
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T

Zadanie 1.24. Na ile sposobéw mozna zestawié¢ pociag z 4 wagonéw I klasy, 6 wagonéw II
klasy, 1 wagonu restauracyjnego? Zakladamy, ze wagony ustalonej klasy nie sz rozréznialne. Na
ile sposobéw mozna zestawi¢ wagony, gdy wszystkie r6znig sie miedzy soba?

L 9 4
Od dZ: i ¢ . D
powiedZ: 1T (q <L> <H> (

Odpowiedz:
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Zadanie 1.25. Desen sklada sie z 12 kafelkéw, utozonych obok siebie ”gesiego”. Ile takich deseni
mozna utozy¢ majac 4 kafelki bialte, 4 blekitne i 4 granatowe.

Odpowiedz: (17) . <T7)
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Zadanie 1.26. Na okregu zaznaczono 6 réznych punktéw. Ile wszystkich réznych wielokoatéw
o wszystkich wierzchotkach w tych punktach, mozna narysowacé?

Odpowiedz: T + <9) + <V> + <£>
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Wariacje (bez powtdérzen, z powtérzeniami)

Zadanie 1.27. Obliczy¢ liczbe réznych flag utworzonych przez trzy poziome réznokolorowe
pasy, ktorych kolory mozna wybraé spoéréd 6-ciu kolorow.
Odpowied?: 0TT =¥-G¢- 9= gA

Zadanie 1.28. Obliczy¢, ile jest liczb pieciocyfrowych o wszyskich cyfrach réznych.
Odpowiedz: [9- )-8 6 6]

Zadanie 1.29. Obliczy¢ liczbe sposobéw rozdzielenia trzech medali (zlotego, srebrnego i bra-

zowego) pomiedzy szeSciu zawodnikow.
Odpowiedz: i€ - 20 fozoeut ‘0gT =%-¢-9= A

Zadanie 1.30. Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych ? Ile jest liczb czterocyfrowych o wszyst-
kich cyfrach réznych?
Odpowied?: . -8-6-6 (9 ‘.01-6 (v

Zadanie 1.31. Na ile sposobéw mozna rozmieéci¢ 9 kul ponumerowanych od 1 do 9, w trzech
komoérkach ponumerowanych od I do III?7
Odpowiedz: 6©

Zadanie 1.32. Na ile sposobéw mozna rozmieéci¢ 9 kul ponumerowanych od 1 do 9, w trzech
komoérkach ponumerowanych od I do III tak, aby

1. w komérce o numerze I byla kula o numerze 1 (moga w tej koméree by¢é jeszcze inne kule),
2. w komorce o numerze I byla doktadnie jedna kula,

3. w komoérce o numerze I byla co najmniej jedna kula,

4. w komorce o numerze I byla co najwyzej jedna kula.

Odpowied?: "%+ 406 (P s¢ — 4 (2 426 (9 5€ (P

Zadanie 1.33. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 7 kul ponumerowanych od 1 do 7, w pieciu
komérkach ponumerowanych od I do V?
Odpowiedz: .8

Zadanie 1.34. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 7 kul ponumerowanych od 1 do 7, w pieciu
komoérkach ponumerowanych od I do V tak, aby

1. dokladnie jedna komoérka byla zajeta,
2. doktadnie dwie komorki byty zajete,
3. dokladnie trzy komoérki byly zajete?



Odpowiedz: (8 +,2-¢— LS) (2) ® ‘(Z - LZ) (2) (qg (v

Zadanie 1.35. lle wszystkich réznych wynikéw mozna otrzymaé, gdy rzucamy 2 razy kostka i

trzy razy moneta?
Odpowiedz: £C " 29



