Wektory

dr Jolanta Grala-Michalak

Teoria

Uwaza sig, ze pierwszym podrecznikiem geometrii jest dzieto Euklidesa ”“Elementy”, napi-
sane w Il wieku p.n.e. Opisywana w nim plaszczyzna i przestrzer zawieraja rézne obiekty takie,
jak: punkty, odcinki, figury (ptaskie) i bryly (przestrzenne). Okreslone jest pojecie réwnoleglosci
i prostopadtosci, brakuje jednak zorientowania ptaszczyzny i przestrzeni. Dopiero, w wydanym
w 1637 roku n.e. dziele “Geometria”, Kartezjusz (Rene Descartes, 1596-1650) przedstawit pomyst
wprowadzenia prostokatnego uktadu wspétrzednych. Sg to wzajemnie prostopadte proste prze-
cinajace sie¢ w ustalonym punkcie, zwanym poczatkiem ukladu wspétrzednych. Natozenie tego
uktadu, utworzonego przez dwie proste, na plaszczyzne (lub przez trzy proste, na przestrzen)
umozliwilo opis obiektéw za pomocg tzw. wspolrzednych. Wspétrzedne te, sa to uporzadkowa-
ne pary (na plaszczyznie) albo tréjki liczb rzeczywistych (w tréjwymiarowej przestrzeni).

Geometrie na plaszczyznie nazywamy planimetrig, a geometri¢ przestrzeni (tréjwymiaro-
wej) zwiemy stereometria.

W okresleniu wektora zaczepionego, zwanego czasem wektorem zwigzanym, widoczna jest
koncepcja Kartezjusza, za$ w definicji wektoréw swobodnych - podejscie Euklidesa.

Definicja 1. Wektorem zaczepionym AB (na ptaszczyznie lub w przestrzeni) nazywamy upo-

rzadkowang pare punktéw (A, B) (ptaszczyzny, lub odpowiednio, przestrzeni), z ktérych pierw-
szy, czyli A, nazywamy poczatkiem wektora, a drugi, czyli B, jego koricem. Kierunek uporzad-

kowania punktéw A i B w tej parze nazywa si¢ zwrotem wektora. Kierunkiem wektora AB na-
zywamy prosta przechodzacg przez punkty A i B.
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Deﬁnlc]a 2. Wektorem przeciwnym do wektora AB zaczepionego w punkcie A, nazywamy wek-
tor BA o poczatku w punkcie B i koricu w punkcie A, ktéry oznaczamy przez —AB.

Definicja 3. Zaczepionym wektorem zerowym nazywamy kazdy wektor o poczatku i koricu w
tym samym punkcie.

Uwaga 1. Takich wektoréw jest nieprzeliczalnie wiele; tyle samo, ile jest punktéw na plaszczyz-
nie.

Szczegbélnym rodzajem wektoréw zaczepionych sa wersory.

Definicja 4. Wersorem kartezjariskiego uktadu wspétrzednych nazywamy kazdy wektor zacze-
piony w poczatku tego uktadu, o dtugosci réwnej jednostce, lezagcym na osi uktadu wspéirzed-
-

nych. Wersory plaszczyzny oznaczamy symbolami i, j,a wersory przestrzeni zapisujemy jako
- — —

i,j oraz k.

Definicja 5. Dtugoscig (lub modutem) wektora zaczepionego AB nazywamy odlegto$é punktéw
—
A i B. Dlugo$¢ wektora oznaczamy symbolem |AB|.

Z wlasnoéci odleglodci wynika, ze wektor zaczepiony ABi przeciwny do niego —AB majq te
samg dtugos¢ oraz, ze wektory zerowe majg dlugosé réwna zero.

Uwaga 2. Zalézmy, ze punkt A plaszczyzny (przestrzeni) ma wspétrzedne (x4, y4) (odpowied-
nio (xa,Y4,z4)), a punkt B ma wspétrzedne (xg, y5) (odpowiednio (xg, yg, zp)). Wtedy dlugos¢
wektora zaczepionego AB oblicza sie ze wzoru na dtugos¢ przeciwprostokatnej w tréjkacie pro-
stokgtnym

H
B = (s — x4 + (y5 — ya)?,

(na ptaszczyznie) lub, odpowiednio

|fv3>| = \/(xB —x4)> + (yB — ya)* + (zg — za)*

(w przestrzeni).

Odlegtos¢ Izﬁl nosi nazwe odleglosci euklidesowe;j.
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Przyktad 1. Niech w przestrzeni dane bedg punkty A,B,C o wspéirzednych, odpowiednio,
A(1,3,4),B(-2,0,1),C(3,5,1).

(a) Znalez¢ diugosci wszystkich wektoréw zaczepionych, wyznaczonych przez te punkty.

(b) Ktéra para punktéw lezy w najwiekszej odlegtosci od siebie?

(c) Czy trojkat ABC jest prostokatny?

Najpierw obliczmy diugo$¢ wektora zaczepionego AB

AB| = (=2 =12 + (0-3)2 + (1 - 4% = V27 = 3V3 = BA|.

Dla pozostalych wektoréw zaczepionych otrzymujemy

IACI= VB -1+ (5372 + (1- 47 = V17 = CA|,

IBC = VB - (—2)2+ (- 02+ (1-12 = V50 = 5V2 = [CB|.
Punkty B i C leza najdalej od siebie (mierzac odlegloscig euklidesows). Nie jest to tréjkat prosto-
katny, bo nie spelnia tezy twierdzenia Pitagorasa.

Na wektorach zaczepionych mozna wykonywa¢ operacje dodawania, odejmowania i mno-
Zenia przez skalar.

Definicja 6. Suma wektoréw zaczepionych ABiBC nazywamy wektor zaczepiony ACo poczat-
ku w punkcie A i koricu w punkcie C, co zapisujemy nastepujaco

— = —
AB+ BC = AC.

Dwa wektory zaczepione ktére dodajemy, ABi B_(E, oraz wektor AC bedacy ich sumga tworzg
tréjkat. Jesli punkty A, B i C sa wspolliniowe, to tréjkat ten redukuje sie do odcinka. Warto tez
zauwazy¢, ze do wektora zaczepionego mozna dodac¢ tylko wektor, ktérego poczatek pokrywa
sie z koricem pierwszego wektora.



Dzieki zasadzie indukcji matematycznej mozna udowodni¢, ze dodawanie skoniczonej ilosci
wektoréw odpowiednio zaczepionych jest wykonalne, tzn.

A1Ay + AyAs + ...+ A,_1A, = A1A,

dla dowolnych punktéw A;, A;, ..., A,. Ponadto suma wektora zaczepionego i wektora przeciw-
nego do niego jest zaczepionym wektorem zerowym, wiec

AlA, + (—AlAn) = A1A, + AA1 = A1Ar + A2A3 + ..+ A1A, + AAL = A1A;.

Niezerowe wektory zaczepione A1Az, AzAs, ... , Au-1An, AyA1 tworzg tamang zamknieta (dla
n>2).

Odejmowanie wektora zaczepionego od wektora zaczepionego okreéla si¢ jako dodanie wek-
tora przeciwnego do odjemnika, jesli dodawanie to jest wykonalne.

B _BC
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Definicja 7. Réznicg wektoréw zaczepionych AB i CB nazywamy wektor AC, poniewaz

- - — - > > —
AB—-CB = AB+(-CB) = AB + BC = AC.
Przyklad 2. Na plaszczyznie znalez¢é obraz C’ punktu C(xo, o) po przesunieciu go o wektor

(zaczepiony) CD, gdzie D jest punktem o wspétrzednych D(x1, y1).
W rozwigzaniu mozna wykorzystaé operacje dodawania wektoréw zaczepionych. Punkt C

bedzie reprezentowat wektor zerowy w nim zaczepiony. Dodajmy do niego wektor CD zacze-
—
piony w punkcie C. Suma wektoréw, czyli wektor zaczepiony CD ma koniec w punkcie D(x1, y1).
—
Stad obrazem punktu C w przesunieciu o wektor CD bedzie punkt C’ = (x1, 1) = D.

Na wektorach AB i AC zaczepionych w tym samym punkcie mozna zbudowa¢ réwnolegto-
— — J— —
bok ABDC, przesuwajac odcinek AB o wektor AC oraz odcinek AC o wektor AB i oznaczajac
przez D punkt wspdlny wektoréw po przesunieciu. Réznica wektoréw
__)

— = = e - T e
AB—-AC=AB-(-CA)=AB+CA=CA+AB=CB
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jest wektorem zaczepionym (?3), lezgcym na przekatnej tego réwnolegtoboku. Na drugiej prze-

katnej lezy wektor zaczepiony bedacy suma AB + AC. Wektory te mozna doda¢ dopiero po
przesunieciu jednego z nich o drugi wektor.
Zaczepione wektory zerowe maja ciekawe wlasnoéci, podane w ponizszym lemacie.

Lemat 1. Dla kazdego wektora zerowego zachodzg ponizsze prawidtowosci.

(a) Suma dwich wektordw zaczepionych, z ktérych jeden jest zerowy, jest rowna drugiemu wektorowi.
(b) Suma dwéch wektorow zaczepionych wzajemnie przeciwnych jest wektorem zerowym.

(c) Zaczepionym wektorem przeciwnym do wektora zerowego jest ten sam wektor zerowy.

Definicja 8. Iloczynem wektora zaczepionego AB przez skalar k nazywamy wektor zaczepiony

A—B;, o poczatku w punkcie A i koricu w punkcie By, lezacy na prostej AB, taki, ze |k|- Ifﬁ | = IA—Bl) |.

(a) Jezeli k > 0O, to punkty B i By znajduja sie na tej samej pélprostej o poczatku w punkcie A
(wtedy o wektorach AB i z_‘\—B_i moéwimy, Ze majq zgodne zwroty).

(b) Jezelik < 0, to wektory ABi m majg przeciwny zwrot, tzn. punkty B i B; lezg na prostej AB
po przeciwnych stronach punktu A.

(c) Jesli k = 0, to wynik mnozenia jest wektorem zerowym AA.

¥
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Uwaga 3. Jesli A(xa, ya)iB(xp, yg), to punkt By z powyzszej definicji ma wspoétrzedne (x4 +k(xp—
xa), ya +k(ys = ya)).

Przeksztalcenie to, zachowujace stosunek odlegtosci punktéw, zwane jest jednoktadnoscia
lub homotetig o skali k i srodku w punkcie A.

Rozwazmy teraz pewng interesujgcg konstrukcje opartg na parze wektoréw zaczepionych.
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Przyklad 3. Na plaszczyznie dane sg punkty A(-1,-2), B(1,1), C(3, 1) oraz D(5, 2).
W uktadzie wspélrzednych kartezjariskich zaznaczy¢ wektory ABiCD. Polaczy¢ koniec jednego
wektora z poczatkiem drugiego i na odwrét. Punkt przeciecia odcinkéw AD i CB oznaczy¢ jako
S. Wykazad, ze |AS| = |SD|1|CS| = |SB| czyli, ze punkt 5(2,0) dzieli przekatne czworokata ACDB
na polowy.

Rozwiazujac zadanie znajdujemy najpierw réwnania prostych AD (y = %x - %) iBC(y =
—x +2) oraz, rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan, punkt ich przeciecia S(2, 0). Postepujac jak
w przykltadzie 1.8 wykazujemy, ze |AS| = |SD|i|CS| = |SB|.

Opisang konstrukcje wykorzystamy do zdefiniowania relacji ~. Czytelnik mniej zaawanso-
wany moze przejs¢ od razu do definicji uwagi 4.

Definicja 9. N1ech ABi CD beda dowolnymi wektorami Zaczep1onym1 (na ptaszczyznie). M6-
—_

wimy, ze wektory ABiCD sa w relacji ~, co zapisujemy AB ~ CD wtedy i tylko wtedy, gdy
odcinki AD i CB przecinajg sie w punkcie S ktéry jest wspSlnym srodkiem tych odcinkéw.

Lemat 2. Wektory sq w relacji ~ wtedy i tylko wtedy, gdy spetniajg warunki: lezq na prostych réwnole-
glych, majg réwne dlugosci i zgodne zwroty.

Dowéd koniecznosci. Zatézmy, ze wektory ABi C—I>D, sq w relacji ~. Rozpatrzmy przypadek,
gdy oba te wektory nie lezg na jednej proste;j.



Zgodnie z definicjq relacji ~, |BS| = |SC| i |AS| = |SD|. Poniewaz katy £BSA i £DSC sg katami
wierzchotkowymi, wiec majg jednakowe miary. Stad wynika, ze tréjkaty AASB i ACDS sa przy-
stajace (na podstawie wilasnosci (kb k) przystawania tréjkatéw). Zatem |AB| = |CD| i proste AB
oraz CD sg réwnolegtle (na podstawie twierdzenia o dwéch prostych réwnolegtych przecietych
trzecig prosty). Wektory AB i cD musza mie¢ zgodne zwroty, bo wtedy odcinki fgczace koniec
jednego wektora z poczatkiem drugiego, i na odwrét, sg przekatnymi czworokata ACDB. Jezeli
mialyby zwroty przeciwne, to bylyby bokami czworokata ACDB. W tym przypadku odcinki AD
i BC nie przecinalyby sig, nie istnialby punkt S z definicji relacji ~.

Rozwazmy przypadek, gdy oba te wektory leza na jednej prostej i s3 w relacji ~. Wéwczas
odcinki AD i BC majg wspdlny srodek, zatem jeden zawiera si¢ w drugim. Mozliwe sg tylko upo-

rzadkowania przedstawione na ponizszym rysunku, w ktérych wektory ABiCD majg zgodne
zwroty. W pozostalych przypadkach (uporzadkowania (D, A, C, B) i (C, B, D, A)) odcinki AD i BC
majg rézne Srodki.
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Wiemy, ze |AS| = |SD|i|BS| = |SC|, stad |AS| = |SD| i |BS| = |SC|. Nastepnie zauwazamy, Ze
— = — — - @ —
|AB + BS| = |AS| = |SD| = |SC + CD)|,

— = — —
skad wynika, ze AB = CD. Wykazalismy, ze wektory AB i CD s3 réwnej dtugosci, lezg na pro-
stych réwnolegtych i majg zgodne zwroty.

Dowéd dostatecznosci bedzie polegal na wykazaniu, ze kazde dwa wektory zaczepione le-
zace na prostych réwnolegtych, o tej samej dlugosci i zgodnych zwrotach, s zwigzane ze sobg
relacjg ~.

— —

Niech ABiCD bedg dowolnymi wektorami zaczepionymi lezagcymi na réznych prostych réw-
nolegtych, o tej samej dtugosci i zgodnych zwrotach. Oznaczmy przez S punkt przeciecia prze-
katnych czworokata ACDB. Na podstawie twierdzenia o dwéch prostych réwnolegtych przecie-
tych trzecig prostg stwierdzamy réwnosé miar par katéw naprzemianlegtych <BAS = £CDS i
£ABS = £DCS. Poniewaz |AB| = |CD|, wiec, tréjkaty AABS i ACDS s przystajace (na podsta-
wie wlasnosci (kb k) przystawania tréjkatéw). Stad wynika, ze [BS| = |SC| i |AS| = |SD], czyli
— =
AB ~ CD, zgodnie z definicjg relacji ~.

H

Rozwazmy przypadek, gdy wektory AB i CD leza na tej samej prostej oraz maja zgodne zwro-
ty i te samg dtugos¢. Niech S bedzie Srodkiem odcinka CB. Z réwnosci dlugosci wektoréw AB i
_}

CD wynika, ze

- - =

IAC + CS + SB| = |AB| = |CD| = |CS + SB + BD),

— —
a stad mamy, ze |AC| = |BD|. Dalej wnioskujemy, ze

|AS| = |AC + C3| = |SE + BD| = SD),

— —
a stad |AS| = |SD], czyli S jest réwniez Srodkiem odcinka AD. O

Twierdzenie 1. Relacja ~ jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze wektoréw zaczepionych.
Dowéd: Zgodnie z definicja relacji rtéwnowaznosci, nalezy pokazaé, Ze relacja ~ jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia.
—
Relacja jest zwrotna, jesli kazdy element jest w relacji z samym sobg. Wobec tego, niech AB

bedzie dowolnym elementem zbioru wektoréw zaczepionych. Wektor AB jest w relacji z samym
sobg, co wynika z powyzszego lematu, bo oba (réwne) wektory lezg na tej samej prostej, maje te

9



samg dtugos¢ i zgodne zwroty. Poniewaz wektor AB byt dowolnie wybrany ze zbioru wektoréw
zaczepionych, udowodnilismy, ze kazdy wektor zaczepiony jest w relacji ~ z samym sobg.
Teraz wykazemy symetryczno$¢ relacji. Zakltadamy, ze dowolnie wybrany wektor zaczepio-
ny AB jest w relacji z wektorem zaczepionym CD. Zal6zmy, ze te wektory lezg na réznych pro-
stych réwnoleglych. Z dowodu lematu 2 wynika, Ze istnieje punkt S - srodek réwnoleglobo-
ku ACDB - dzielacy jego przekatne na potowy. Jest on jednoczesnie srodkiem réwnolegloboku

— — — —
CDBA. Stad wynika, ze CD jest w relacji ~ z AB. Z dowolnosci wyboru wektoréw AB i CD wynika
symetrycznoé¢ relacji.
e d
W celu zbadania przechodnio$ci zal6zmy, zZe mamy trzy dowolne wektory zaczepione AB,
— = —_ s/ =
CD i EF takie, ze AB ~ CD i CD ~ EF. Te trzy wektory, zgodnie z lematem 2, leza na prostych
rownolegtych oraz maja jednakowa dtugos¢ i zgodne zwroty, wie¢ dowolnie wybrana sposrod
nich para wektoréw jest ze sobg w relacji ~. Wobec dowolnoéci wyboru wektoréw zaczepionych
bedacych w relacji ~, rozpatrywana wtasnosc jest prawdziwa, co koriczy dowdd twierdzenia. [

Relacja réwnowaznosci ~ dzieli zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych na ptaszczyZnie na
rozlgczne, niepuste podzbiory, zwane klasami abstrakcji (réwnowaznosci) relacji ~, ktérych su-
. 2 s . ss rd
ma jest réwna catemu zbiorowi. Klase abstrakcji wyznaczong przez wektor 4 oznaczamy przez

[@]i okreslamy nastepujgco:[@] = {_b) :d ~ _b)}. Wektor @ nazywamy reprezentantem tej klasy.

Definicja 10. Klasy abstrakgji relacji ~ nazywamy wektorami swobodnymi lub krétko, wekto-
rami.

o o
L, o
a o
o]
©c o Qg
O O
o
o
o
niektore elementy niektore elementy

klasy abstrakcji wekfora @  klasy abstrakcji wektora 0

Uwaga 4. Do klasy abstrakcji danego wektora AB bedziemy zaliczaé wszystkie wektory lezace na
prostych réwnolegtych do prostej AB, o tej samej dtugosci co AB i zwrocie zgodnym ze zwrotem
wektora AB.

W definicji 1 wektor zaczepiony jest identyfikowany jednoznacznie przez jego poczatek i
koniec. Natomiast wektor swobodny moze by¢ jednoznacznie okreslony za pomocg tzw. wsp6l-

10



rzednych wektora, zapisywanych w nawiasach kwadratowych. Zat6zmy, ze punkt ptaszczyzny
=
A ma wspolrzedne (x4, ya), a punkt B ma wspétrzedne (xp, y). Wspoélrzedne wektora AB sg
wtedy okre$lone wzorem
B = [xp = xa,y = yal-

Podobnie w przestrzeni tréjwymiarowej, jesli punkt A ma wspétrzedne (x4, ya, za), a punkt B
ma wspolrzedne (x, yg, zg), to wspdlrzedne wektora AB okreSlone s wzorem

N
AB = [xp - XA, YB — YA, ZB — za]-

Dla uproszczenia oznaczen kazdy wektor potozony na prostej rownolegtej do tej, na ktérej lezy
wektor A_B>, majacy te sama dlugosé i zwrot co wektor AB, (inaczej: bedacy w relacji ~ z wektorem
zaczepionym A_B)), oznaczamy przez @.
Przyklad 4. Na plaszczyznie znalez¢ obraz C’ punktu C(xo, o) po przesunieciu go o wektor @
o wspétrzednych [p, g].

W rozwigzaniu mozna wykorzystac operacje dodawania wektoréw zaczepionych (patrz przy-
kiad 2). Punkt C bedzie reprezentowaé wektor zerowy w nim zaczepiony. Dodajmy do niego

wektor @ zaczepiony w punkcie C. Suma wektoréw ma konlec w punkcie o wspétrzednych
(x0+P, Yo+4). Stad obrazem punktu C w przesunieciu o wektor @ bedzie punkt C’ = (xo+p, yo+4).

Uwaga 5 Przeksztalcenie okre$lone w tresci zadania nosi nazwe translacji lub przesuniecia o
wektor 7 . Translacje mozna wykonac na dowolnym zbiorze M punktéw plaszczyzny. Obraz M’
bedzie sktadat sie z obrazéw punktéw zbioru M przeksztalconych przez translacje o ten sam
wektor. Warto przypomnie(, ze translacja jest izometrig, czyli zachowuje odlegtos¢ punktow.

17}

translacja zbioru M
o wektor a

T

W wielu zagadnieniach (np. przy dodawaniu lub odejmowaniu wektoréw) fatwiej jest po-
stugiwa¢ si¢ wektorami swobodnymi, niz zaczepionymi.

Definicja 11. Wektory swobodne sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne odpowiednie
wspélrzedne, tzn.
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(a) na plaszczyznie
_}
(@ =b)e (ax=bcAay =Dy,

N -
gdzie d = [ay,a,]i b = [by,b,],
(b) w przestrzeni

(@=b)o (@ =bAay=byAa,=b,),
gdzie @ = (ay,,,02) i b = (b, by, b.).

Przyklad 5. Wyznaczy¢ wszystkie elementy klasy abstrakcji wektora zaczepionego
(a) opoczatku w punkcie A(1,2) i koricu w punkcie B(3, 1),
(b) o poczatku i korficu w punkcie C(3, 5).

—_

Rozpatrzmy przypadek (a). Wektor AB ma wspétrzedne [3 — 1,1 — 2] = [2,-1]. Mozemy go
identyfikowa¢ z wektorem swobodnym @ . Wybierzmy dowolny punkt ptaszczyzny, np. M(2, —2).
Sprawdzmy, czy istnieje wektor o poczatku w tym punkcie, bedacy w tej samej klasie abstrak-

g
¢ji, co wektor AB. Mialby on koniec w punkcie N(xy, yn) i te same wspéirzedne co AB, czyli
[xn =2, yn — (=2)] = [2, —1]. Zatem jego koniec znajdowalby sie w punkcie N o wspétrzednych
(4,-3). W analogiczny spos6b mozna znalez¢ wektor @ z klasy abstrakcji wektora AB, zaczepio-
ny w dowolnym punkcie plaszczyzny (x, o). Jego koniec bedzie w punkcie (xo + 2, yo + (—1)).
e d

W klasie abstrakcji wektora AB znajdzie si¢ nieprzeliczalnie wiele wektoréw o wspoétrzednych
[2, -1], bo tyle jest mozliwych punktéw zaczepienia.

W rozwigzaniu czesci (b) mozemy postapic tak samo. W klasie abstrakcji zaczepionego wektora
zZerowego cc znajdzie sie¢ kazdy wektor o poczatku w punkcie o wspétrzednych (x, yo) i koricu
w (xp + (3 = 3), yo + (5 = 5)), czyli wektor zerowy zaczepiony w (xp, yo). Wszystkie te zaczepione
wektory sg reprezentowane przez jeden swobodny wektor zerowy. Poniewaz taki wektor jest tyl-

ko jeden, wiec oznaczamy go symbolem 0. Wnioski z tego rozumowania mozna sformufowaé
w postaci lematu.

Lemat 3. Istnieje tylko jeden wektor swobodny zerowy _0), ktérego wszystkie wspélrzedne sq rowne zeru.
Reprezentuje on nieprzeliczalng klas¢ wektoréw zaczepionych, ktdre majg koniec i poczgtek w tym samym
punkcie.

Definicja 12. Dtugoscig wektora swobodnego jest dtugos¢ dowolnego reprezentanta klasy row-
nowaznosci.

Lemat 4. Diugosé [@ | wektora swobodnego @ jest pierwiastkiem kwadratowym z sumy kwadratéw jego
wspdtrzednych.

Lemat 5. Lezgcy na plaszczyznie wektor przeciwny do wektora @ o wspélrzednych [ay, ay] ma wspdt-
Y3 — . . . —
rzedne [—ay, —a, ], oraz takg samg dlugos¢ co d. Lezgcy w przestrzeni wektor przeciwny do wektora d
Z z 22 d .
0 wspotrzednych [ay, ay, a,] ma wspolrzedne [—ay, —ay, —a;] oraz takg samq dtugosé co a . Kazdy wektor
niezerowy i wektor do niego przeciwny majg przeciwne zwroty.

Definicja 13. Kosinusami kierunkowymi niezerowego wektora @ nazywamy kosinusy katow
skierowanych pomiedzy wersorami osi a wektorem @, przy czym:
(a) jesli @ jest wektorem na plaszczyznie, o wspétrzednych [a,, ay], to

Ax ay
cosa = —-,cosf = —-,cos’a+cos’f =1,

|d| ||
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(b) jesli @ jest wektorem w przestrzeni, o wspétrzednych [ay, ay, a.], to

a a, a
cosa = ?xl,cosﬁ = |?jl,cosy = |72|,COSZ(X+COSZﬁ+COSZ)/ =1.

Uwaga 6. Wspotrzedne ay, a,, a, wektora @ mozna interpretowa¢ jako state wyrazajace iloraz
dtugosci rzutu wektora 7 na odpowiednie osie uktadu wspétrzednych i dtugosci wersora od-
powiedniej osi.

Przyklad 6. W przestrzeni dane sg punkty A(-1,0,3) i B(-2,5,0). Wyznaczy¢ rzuty wektora AB
na osie ukltadu wspélrzednych oraz kosinusy kierunkowe.
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Wektor AB ma wspoélrzedne [-1,5, —3]. Rzuty na osie OX, OY i OZ (lub inaczej: sktadowe)
" — -'a -

tego wektora sg réwne —i,5j i -3k, gdzie i, j i k sa wersorami lezgcymi na tych osiach.

—

Wektor AB mozna zapisaé nastepujaco:
— - — —
AB=-i +5j -3k
i przedstawienie to jest jednoznaczne. Kosinusy kierunkowe sg réwne

Od tego momentu bedziemy zapisywac wektory jako obiekty przestrzeni tréjwymiarowej,

o trzech wspdétrzednych. Analogiczne twierdzenia dla wektoréw na plaszczyZnie otrzymamy
po pominieciu ostatniej wspodlrzednej. Przyjmijmy, ze wektory w przestrzeni maja nastepujace

cosa =

wspolrzedne: 7= lax,ay,a.], b = [by,by,b.] oraz ¢ = [cx, ¢y, c2].

Na wektorach swobodych mozna okresli¢ nastepujace dziatania: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie przez skalar oraz iloczyn skalarny. Wszystkie te dziatania s3 wykonalne na wszystkich
elementach zbioru wektoréw swobodnych.

Definicja 14. Suma wektoréw @ iv nazywamy wektor @ + Do wspotrzednych [a, + by, a, +
by,a; +b.].

Definicja 15. R6znica wektoréw @ ib nazywamy wektor @ — b o wspotrzednych [a, — by, a, —
by,a; —b.].

Roéwniez w przypadku wektoréw swobodnych, odejmowanie to dodawanie wektora prze-
ciwnego.

Definicja 16. Iloczynem wektora swobodnego @ przez skalar k nazywamy wektor k@ o wspét-
rzednych [ka,, ka,, ka].

Uwaga 7. Wektor k@ ma ten sam zwrot co @, jesli k jest dodatnim skalarem, zwrot_;)rzeciwny
do wektora @, jesli k jest ujemne. Jednak, bez wzgledu na znak skalaru k, Ka| = k[

Operacja mnozenia wektoréw przez skalar moze postuzy¢ do zdefiniowania wektoréw réw-
noleglych.

Definicja 17. Niezerowe wektory @ i sq rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki

skalar k, ze _b) =ka.

Jeslik =0 iD= _0), to z powyzszej definicji wynika, ze wektor zerowy jest réwnolegly do
kazdego wektora.

Twierdzenie 2. Niezerowe wektory @ i b sq réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ich odpowiednie
wspbtrzedne sq proporcjonalne, tj.
& _ Gy _ 0z

b, b, b

Dziatania algebraiczne na wektorach majg analogiczne wtasnosci jak dodawanie, odejmowa-
nie i mnozenie liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 3. Dla dowolnych wektoréw @, D i oraz dowolnych liczb rzeczywistych k i | zachodzg
nastepujgce warunki:
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b + 7 ( przemiennos¢ dodawania),
- —
(b) (@ + b)+C =7 + (b +7C) (lgcznosc¢ dodawania),

- =
= 0 = 0 (element neutralny dodawania),

—_—
(d) istnieje wektor =2, zwany wektorem przeciwnym do wektora @ taki, ze Za+7d =7+ (——c)z) =0

(element przeciwny dodawania),

(e) k(a@ + —b>) — k7 +kb (rozdzielnos¢ mnozenia przez skalar wzgledem dodawania),
f k(l7 ) = (kl)_zf =(kd = l(k?) (fgcznos¢ mnozenia przez skalar),

(9) 1@ =1 =" (element neutralny mnozenia przez skalar),

(h) 04 = H(element zerowy mnozenia przez skalar),
(i) k(7 )= (7 )k (przemiennosé mnozenia przez skalar),
() (-1)7 =-a,

- -

(k) kO = 0.
Uwaga 8. Struktura zloZzona ze zbioru wektoréw z dodawaniem oraz mnozeniem przez skalar
spelniajagcymi warunki (a) — (k) jest przestrzenia liniowg (przestrzenig wektorowsg).

Ciekawg operacjg na wektorach swobodnych jest tzw. iloczyn skalarny. Nazwa dziatania bie-
rze sie stad, ze jego wynik jest skalarem a nie wektorem, jak w przypadku innych dziatan.

Definicja 18. Iloczyn skalarny 4 o b wektoréw 4 i b definiujemy w spos6b nastepujacy:

S = | [@Blcos(4(@, D)) jesli[FN[B] >0
a o b = N —
0 jesli[d]|b|=0
Twierdzenie 4. Iloczyn skalarny wektoréw ma nastgpujgce wtasnosci:
- 7 7 > .
(a) @ ob =0boa (przemiennosc),
- -
(b) k(@ o b) = (kd) o b dla dowolnego skalaru k (tgcznos¢ wzgledem czynnika liczbowego),
ﬁ
(€ (@+b)o
= o

(d) a2 _)7
() Aob =

—
— — — Erd . 22 .

¢ =doc+ b o (rozdzielnos¢ wzgledem dodawania),
7 =[aP
- 7

ayby +ayby + ab,.

Uwaga 9. Tloczyn skalarny nie ma wiasnosci zwyklej tacznosci, bo dla dowolnych wektoréw @,
ﬁ
bi?

(@ o_b>) oC#do (_b> o 70).

Za pomocy iloczynu skalarnego mozna zdefiniowa¢ pojecie ortogonalnosci (prostopadtosci)
wektoréw.

Definicja 19. Wektory @ iv s ortogonalne (co zapisujemy jako @ L _b)) wtedy i tylko wtedy,
_ =
gdy @ o b =0.

Wynika stad, ze wektor zerowy jest ortogonalny do kazdego wektora. Ten fakt powoduje,
ze zerowa warto$c¢ iloczynu skalarnego wektoréw nie oznacza, ze kat ostry pomiedzy nimi ma
miare 90°.

_)
Twierdzenie 5. Dla dowolnych wektoréw @ i b

(@ob =0 (@=0vb=0VZLDb)



Wektory pelnig wazna role w wielu dziedzinach matematyki. Zadajac pytanie, czym wiasci-

wie jest wektor, mozemy spodziewac sie réznych odpowiedzi.
Wektor moze by¢ utozsamiany z

— kierunkiem na plaszczyznie lub w przestrzeni (w geometrii),

— uporzadkowang parg punktéw (w geometrii analitycznej),

— punktem bedacym jego koricem, jesli jego poczatek jest w poczatku ukladu wspétrzednych
(w analizie funkcjonalnej),

— elementem struktury zwanej przestrzenig liniowg (w algebrze liniowej),

— macierzg liczbowg posiadajagca tylko jedng kolumne (w algebrze macierzy),

— gradientem pola (w teorii potencjatu),

— graficzng reprezentacjg wyniku pomiaru wartosci pewnych cech badanego obiektu (w staty-
styce),

— portfelem waloréw lub strategia inwestycyjng (w matematyce finansowej).

Wszystkie te zastosowania §wiadczg o waznosci pojecia wektora w matematyce.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Po przesunieciu o wektor [1,2, 3] tréjkat ABC zostat przeksztatcony na tréjkat A’B’C’
o wierzchotkach A’(2,2,6), B'(0,4,4) i C'(1,4,5). Jakie wierzchotki miat tré6jkat przed przesunie-
ciem ?

Uwagi metodologiczne. Wystarczy przesunaé wierzchotki tréjkata A’B’C’ obrazu tréjkata ABC o
wektor przeciwny do wektora przesuniecia. Warto przypomnied, ze przeksztalcenie odwrotne

do translagji jest tez translacja.
Odpowiedz: A(1,0,3), B(-1,2,1), C(0,2,2).

Zadanie 2. Czy czworokat o wierzchotkach A(-3,5,6), B(1,-5,7), C(8,-3,-1) i D(4,7,-2) jest
kwadratem?

— — —> —_ > —
Szkic rozwigzania. Nalezy sprawdzié, czy |AB| = |DC|, |AB| = |AC|i ABo AD = 0, lub wybra¢ inny
rownowazny zestaw warunkow.
Odpowiedz: Tak.

Zadanie 3. Dany jest wektor swobodny 7 nalezacy do klasy abstracji wektora zaczepionego MN
o poczatku w punkcie M(1, -1) i koricu w punkcie N(-1,1). Wyznaczy¢ wspétrzedne wektora

W, jezeli
(a) @ =21,
(b) w = _%7/

(c) @ jest rownolegly do % i ma ten sam zwrot, co i, ale jego dlugoé¢ stanowi 125 procent
dtugosci wektora .

Szkic rozwigzania. Wektor % ma wspolrzedne [-2,2]. Korzystamy z definicji 16 dla k = 2 w
podpunkcie a), dla k = —3 w podpunkcie b) i dla k = 5/4 w podpunkcie c). Dostajemy w a)
[-4,4], wDb) [1,-1] oraz w ¢) [-5/2,5/2].

Uwagi metodologiczne. Skorzysta¢ z definicji 16.

Odpowiedz: a) [-4,4],b) [1,-1] ¢) [-5/2,5/2].
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Zadanie 4. Udowodnié, ze punkty A(-2,1), B(3,4), C(=5, 6) sq wierzchotkami tréjkata prosto-
katnego. Znalez¢ pozostale katy tego tréjkata.
— — —
Szkic rozwigzania. Obliczmy wspélrzedne wektoréw AB = [5,3], BC = [-8,2], AC = [-3,5] a
— —
nastepnie iloczyny skalarne. Poniewaz ABo AC = 5-(=3)+3-5 = 0, wiec kat przy wierzchotku A
— =

jest katem prostym. Aby znalez¢ kat przy wierzchotku B, obliczamy iloczyn skalarny BA o BC =
(=5) - (—8) + (—3) - 2 = 34. Poniewaz IEZXI = V34i IB_C)I = V68 = V2- V34, wiec cosf = ﬁ, stad
B = 45°. Kat przy wierzchotku C tez musi mie¢ miare 45°.

Uwagi metodologiczne. Trzeba skorzystaé z twierdzenia Pitagorasa i definicji iloczynu skalarne-

go.
Odpowiedz: Tréjkat jest prostokatny i rownoramienny.

Zadanie 5. Wektory: 7,_b> i C tworza tr6jkat. Wykazad, ze ze srodkowych tréjkata (traktowanych
jako wektory wychodzace z wierzchotkéw) mozna zbudowa¢ tréjkat.

Szkic rozwigzania. Niech d; bedzie Srodkowg opuszczong naboka, dz nabokb, d3— nac. Wyrazmy

— > >
najpierw $rodkowe za pomocg wektoréw tworzacych tréjkat dy = b+ i 7, dz =7+ i1b,d; =
- 1> . . . L A B S N = di=d
a + 5 ¢. Dodajmy stronami te réwnosci otrzymujgc dy +do +d3 = 5(d + b + ¢) =350 = 0, co

oznacza, ze Srodkowe utworza tréjkat.

Zadanie 6. Na plaszczyznie dane sg punkty A(0,2), B(-2,3), C(1,-1), D(3,-2), E(3,2), F(2, %),
G(1,1) oraz H(1,1). Czy wéréd wektoréw 1@), (T), EFiGH znajdujq sie dwa réwnolegte i o tej
samej dtugosci i zgodnych zwrotach? (wersja trudniejsza: Czy wsréd wektoréw A_B>, E)), EF i
GH znajduja sie dwa nalezace do tej samej klasy abstrakcji wzgledem relacji ~?)

Uwagi metodologiczne. Pierwszy sposéb rozwigzania (wersji fatwiejszej) polega na wyznaczeniu
wspolrzednych tych wektoréw i ich poréwnanie. Warto wskazaé pare wzajemnie przeciwnych
wektoréw. Nalezy oceni¢, ktére z par wektoréw lezg na prostych réwnolegtych, ktére sg pro-
stopadle do siebie. Trzeba tez poréwna¢ ich dlugosci. Korzystamy z lematu 3, lematu 4, lematu
5, definicji 17, twierdzenia 2, definicji 18, definicji 19 lub twierdzenia 4 e) oraz lematu 4, 51 8.
W drugim sposobie rozwigzania (wersji trudniejszej) korzystamy z definicji 9 (lub lematu 2) i
uwagi 4.
Szkic rozwigzania. W wersji fatwiejszej najpierw znajdujemy wspéirzedne wektoréw zaczepio-
— — o —_— =
nych AB = [-2,1], CD = [2,-1], EF = [-1, %] i GH = 0. Wszystkie te wektory leza na prostych
— = — — =
réwnoleglych, ale AB i CD majg przeciwne zwroty, EF jest o potowe krétszy niz AB i CD.

Inny sposéb rozwigzania (wersji trudniejszej) bazuje na definicji relacji ~. Wektory CBiAD
nie przecinajg si¢, wigc ABiCD nalezg do r6znych klas abstrakcji. SprawdZmy teraz pare ABiEF.
Mamy: %ﬁ = [1, 1], wiec srodek odcinka AF ma wspétrzedne (1, 7), natomiast 2 E§ =[-3,11i
srodek odcinka EB ma wspoélrzedne (3, 3). Srodki odcinkéw AF i EB s3 réznymi punktarnl, wiec
wektory ABiEP naleza do réznych klas abstrakcji. Podobnie, Srodek odcinka CF lezy w punkc1e

(3,2) a srodek DE lezy w punkcie (3,0). Pozostala do rozpatrzenia para wektoréw AB i GH.
Punkt wspdlny odcinkéw AH i GB jest punktem G (albo H), czyli koricem, a nie srodkiem odcin-
ka AH. Analogicznie wykazujemy, ze zerowy wektor nie jest w relacji ~ z zadnym z pozostatych
wektoréw.

Odpowiedz: Nie.
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Zadania dodatkowe

Zadanie 7. Na plaszczyznie dany jest zbiér punktow M = {(x, y) : x € [1,4], y = |x — 2|}. Znalez¢
obraz tego zbioru po przesunieciu o wektor [-1, 1]. Sporzadzi¢ rysunek.

Szkic rozwigzania. Kazdy punkt zbioru M o wspétrzednych (x, |x — 2|), gdzie x € [1,4], trzeba
przesung¢ o podany wektor do polozenia (x — 1, |x — 2| + 1).

Uwagi metodologiczne. Warto sporzadzi¢ rysunek. Mozna przeprowadzi¢ dyskusje nad przypad-
kiem, gdy zbiér M jest innym obiektem przestrzeni dwu- lub tréjwymiarowe;.
Odpowiedz: M' = {(x,y) : x € [0,3],y = |x = 1| + 1}.

—
Zadanie 8. Udowodnié, ze dowolny wektor AB w przestrzeni mozna jednoznacznie zapisa¢ w
ﬁ
=
postaci kombinacji liniowej wersoréw i, ;, k.

ﬁ
Szkic rozwigzania. Oznaczmy wspétrzedne wektora AB przez [ay, ay, a.]. Wtedy mozemy zapisac

>
l[ay,ay,a.] = a,-[1,0,0]+a,-[0,1,0]+a,-[0,0,1], czyli zﬁ = ax_i) +ay7 +a; k . Przedstawienie to jest
jednoznaczne co mozna wykaza¢ zapisujac i rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan liniowych.

Zadanie 9. Znajac $rodki bokéw tréjkata: (2, E) 4,0)1 (2, E) znalez¢ jego wierzchotki.
Szkic rozwigzania. Oznaczmy Srodki bokéw tro]kqta jako Sl(z, 2) 5,(4,0) i 53(2, 2) Nalezy zna-

lez¢ obraz punktu Sz po przesunieciu o wektor 51 S, otrzymujacc punkt A, obraz punktu S, po
—_— —

przesunieciu o wektor 5351 otrzymujac punkt C i obraz punktu S; po przesunieciu o wektor S;S3
otrzymujac punkt B. Punkty A, B i C sg wierzchotkami szukanego tréjkata.

Uwagi metodologiczne. Mozna to zadanie rozwigzac inaczej, korzystajac z twierdzenia o odcinku
Taczacym srodki dwéch bokéw tréjkata lub za pomocg metod geometrii analityczne;.
Odpowiedz: A(5,-1),B(2,4) 1 C(9,1).

Zadanie 10. Wykazac, ze wektory p = 7(_17) 07) - _b)(ﬂ) 0C)iC sa prostopadte.

Szkic rozwigzania. Obliczamy warto§¢ odpowiedniego iloczynu skalarnego

_c>o_p) = (?07)(—17) o_c))—(_c) o_b))(7 o_c>) =0

Zadania domowe

Zadanie 11. Na plaszczyznie dane sg punkty: A(3 2) B(1,4),C(2,-5)i D(6 2). Znalez¢é wspot-
"

rzedne punktu S(x, y), spetniajgcego warunek SA +SB+5C+5D = O (Znak "+” oznacza
dodawanie wektoréw swobodnych).
Odpowiedz: S(3,-3).

Zadanie 12. Obliczy¢ (@ + b)* wiedzac, ze kat miedzy wektorami @ i b wynosi 150° oraz

[@=2V3i[b| =
Odpowiedz: 4.

18



. 2 (g P = 7.7
Zadanie 13. Znalez¢ wartoéc¢ iloczynu skalarnego wektoréw 4 i b,jezeli d =37 —2j i b
— —

i-5j.
Odpowiedz: 13.

Zadanie 14. Wektor OA ma dtugosé 2 V3 i kosinusy kierunkowe réwne. Znalez¢ wspélrzedne
punktu A, jezeli punkt O jest poczatkiem uktadu wspétrzednych OXYZ.
Odpowiedz: (2,2,2) lub (-2, -2,-2).

Zadanie 15. Obliczy¢ dtugosci przekatnych réwnolegtoboku ABCD zbudowanego na wektorach
=

AB =[1,2,3] i AD = [0,1,-2]. Dla uproszczenia rachunkéw mozna przyja¢, ze punkt A jest
poczatkiem ukladu wspétrzednych.

Odpowiedz: V271 V11.
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