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Teoria

Definicja 1. Iloczynem niezerowego wektora i/ przez liczbe rzeczywista s # 0 nazywamy wek-
tor ¥ spelniajacy nastepujace dwa warunki:

DA =lsl - i,

2) zwroty il i U sa zgodne wtedy i tylko wtedy, gdy s > 0; zwroty i i U sq przeciwne wtedy i
tylko wtedy, gdy s < 0.
Jezelii#=0lubs=0,tos-i = 0.

Definicja 2. Jednokladnoscig (homotetig) o srodku O i skali s # 0 nazywamy przeksztatcenie
plaszczyzny, ktére kazdemu punktowi X plaszczyzny przyporzadkowuje punkt X’ taki, ze

— —
OX' =s-0X.
Jednoktadnos¢ o $rodku O i skali s oznaczamy Ji,.
—
s-|0X] X’
X

O

Przyklad 1. Dane sg punkty O i A. Znajdziemy punkt A" = ](_3% (A). Narysujmy najpierw odcinek
OA

5 A

O

Skala jednokladnosci jest ujemna, zatem jej Srodek O jest miedzy punktami A i A’. Ponadto
|OA’| = %IOAI, bos = —%.

A

I3 (A)

Definicja 3. Figury ¥ i ¥ nazywamy jednokladnymi, jezeli jedng z nich mozna przeksztalci¢
przez jednoktadnoé¢ na drugg (wéwczas oczywiscie takze drugg figure mozna przeksztalci¢ na
pierwsza przez jednokladnosé). Srodek tej jednoktadnosci nazywamy $rodkiem jednoktadnosci
figur 1 1 F2. Jezeli [ (F1) = F2, to méwimy, ze F jest jednoktadna do #7 w skali s.
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Rysunek 1.

Przyklad 2. Na powyzszym rysunku mamy przyktad przeksztalcenia tréjkgta w jednoktadnosci
oskalis =31 $rodku O.

Twierdzenie 1. W jednokladnosci J3,:

a) obrazem odcinka AB jest taki odcinek A’B’, dla ktérego |A’B’| = |s| - |AB|,

b) obrazem prostej jest prosta do niej réwnolegla, w szczegdlnosci obrazem wektora jest wektor do niego
réwnolegly,

c) obrazem kqta jest kgt do niego przystajgcy.

Twierdzenie 2.
a) ]?)1 o ]z)z = ]852. 1
b) Przeksztatceniem odwrotnym do Y, jest ] .

Niech |F] oznacza pole figury . Ponizsze twierdzenie orzeka jak zmienia sie pole w jedno-
ktadnosci o skali s.

Twierdzenie 3. Jezeli 7, = J5 (F1), to |F2] = s - |F1l.

Definicja 4. Podobieristwem P o skali k (k > 0) nazywamy takie przeksztalcenie ptaszczyzny,
ktére dowolnym dwém punktom X i Y przyporzadkowuje takie punkty P(X) = X" i P(Y) =YY",
ze

IX"Y'| = KXY|.

Definicja 5. Figury 7 i > nazywamy podobnymi, jezeli istnieje takie podobieristwo P, dla
ktérego P(¥1) = F». Fakt ten zapisujemy 71 ~ %>.
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Z powyzszej definicji wnioskujemy, ze wielokaty A1A;...A, oraz B1B;...B, sa podobne,
jezeli ich katy sg odpowiednio réwne, a boki proporcjonalne, tzn. gdy

LAy = 4B, LAy=ABy,..., LA, = 4B, (1)
oraz
[A1da| _ 1A2Asl _ _ [AnAd o)
|BiB2|  |B2Bs| |BuB1l

W szczegélnosci dwa tréjkaty sg podobne, jezeli katy jednego tréjkata sg réowne odpowied-
nim katom drugiego tréjkata i ich odpowiednie boki sg proporcjonalne.

W praktyce, przy badaniu podobieristwa tréjkatéw, stosuje sie ponizsze twierdzenie, ktére
pozwala na podstawie mniejszej iloéci informacji wnioskowaé o podobieristwie tréjkatow.

Twierdzenie 4.

I cecha podobieristwa tréjkgtow (bbb): Dwa trojkgty sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
boki jednego tréjkgta sq proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego.

II cecha podobiefistwa trojkqtow (bkb): Dwa tréjkgty sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa boki
jednego trojkgta sq proporcjonalne do dwéch bokow drugiego tréjkgta, a kqty zawarte migdzy proporcjo-
nalymi bokami majg réwne miary.

III cecha podobiefistwa trojkgtéw (kk): Dwa tréjkgty sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa kgty
jednego z nich majg te same miary, co dwa kqty drugiego.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Jakie przeksztalcenie plaszczyzny przedstawia J{, a jakie przeksztalcenie ptaszczy-
zny przedstawia J;'?

Wskazéwka: Jesli J;,(X) = X', to punkty O, X i X’ s3 wspolliniowe, tzn. naleza do tej samej prostej.
Przesledzi¢ wzajemne potozenie punktéw X, O i X’ oraz odlegtosci punktéw X i X’ od punktu
@)

Odpowiedz: Identyczno$¢. Symetria Srodkowa wzgledem punktu O.

Zadanie 2. Majac dwa rézne punkty A i A’ znalez¢ taki punkt O, dla ktérego:
-1
a) Jo'(A) = A", D) (A=A, o], (A)=A"
Wskazowka: Narysujmy najpierw odcinek AA’.

A A

Zauwazmy, ze jezeli J},(A) = A’, to

1) punkt O znajduje sie miedzy punktami A i A’ wtedy i tylko wtedy, gdy s <0,

2) punkt A’ znajduje si¢ miedzy punktami O i A wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <s <1,

3) punkt A znajduje si¢ miedzy punktami O i A’ wtedy i tylko wtedy, gdy s > 1.
Szkic rozwigzania.

a) Skala jednoktadnosci jest ujemna, zatem jej srodek O jest miedzy punktami A i A’. Ponadto
|OA| = |OA’|, bo s = -1.

® . 4 9@
A (@) A’

b)s > 1, zatem punkt A jest miedzy punktami OiA’. Ponadto |OA’| = 2|OA|, wiec |OA| = |AA’]|

® © 9
@) A A’




C)s = —%, zatem punkt O jest miedzy punktami A i A’. Ponadto |OA’| = %IOAI, wiec |OA’| =
1 ’
2 |AA|
3

[ 4 @ @ 9
A O A’

Odpowiedz:

A 0 A O A A A 0

Zadanie 3. Majac dane dwa rézne punkty O i X’ znalez¢ taki punkt X, dla ktérego:
3
Q) (50 =X, b)JJX)=X, 97X =X, d)JiX) =X"
Wskazéwka: Skorzystaé z wlasnosci odwzorowania odwrotnego. Odwzorowaniem odwrotnym
do J}) jest J .
Szkic rozwigzania. Odwzorowaniem odwrotnym do J;, jest ]é. Korzystajac z tej wltasnosci moze-
my bezpos$renio znalez¢ punkt X jako obraz punktu X’ w odpowiedniej jednoktadnosci.
1 -1 2
a) X =J5(X), b)X=]5!(X), oX=]X) d)X=]5X).
1 _1 2
Odpowiedz: a) X = [3(X’), b)X =] /(X), oX=] (X), d)X=]3X).

Zadanie 4. Poda¢ przyklad figur, ktére sa podobne, ale nie s3 jednoktadne.
Wskazowka: Odpowiednie boki figur jednoktadnych sg réwnolegte i proporcjonalne. Czy oby-
dwie te wlasno$ci muszg mieé figury podobne?

Szkic rozwigzania.

Podobienistwo powyzszych figur jest oczywiste, sg nawet przystajace. Nie moze natomiast istnie¢
jednokladnos¢ przeksztalcajgca jeden tréjkat na drugi, bo wtedy obrazem przeciwprostokatne;j
pierwszego byltaby przeciwprostokatna drugiego tréjkata, ale odcinki jednoktadne sg réwnole-
gle. Sprzecznos¢, poniewaz przeciwprostokgtne tych tréjkatéw nie sa réwnolegte.

Odpowiedz: Np. N A

Zadanie 5. Czy mozna twierdzi¢, ze sq podobne:
a) wszystkie tréjkaty réwnoramienne,
b) wszystkie tréjkaty réwnoboczne,
c) wszystkie tréjkaty, ktoére s jednoczesdnie prostokatne i réwnoramienne,
d) wszystkie romby,
e) wszystkie kwadraty,
f) wszystkie prostokaty,
g) wszystkie romby, majace po jednym kacie réwnym,
h) wszystkie réwnolegloboki, majgce po jednym kacie réwnym?
Wskazowka: a) Czy podobieristwo zachowuje miary katéw? b), c) Czy zachodzi ktéras z cech
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podobieristwa tréjkatéw z twierdzenia 4? d) Patrz wskazéwka do a). e), f), g), h) Czy zachodza
wnioski (1) i (2) z definicji 5 ?
Szkic rozwigzania. a) Nie. Np. tréjkat réwnoboczny nie jest podobny do tréjkata prostokatnego
réwnoramiennego.

b) Tak. Wynika to z cechy podobieristwa (kk).

c) Tak. Wynika to z cechy podobieristwa (bkb).

d) Nie. Kontrprzyktad: kwadrat i romb nie bedacy kwadratem. W tej sytuacji nie ma odpo-
wiednioéci katow.

e) Tak.

f) Nie. Kontrprzyktad: kwadrat i prostokat nie bedacy kwadratem. W tej sytuacji boki nie s3
proporcjonalne.

g) Tak. Miara jednego kata rombu wyznacza miary pozostalych katéw. W naszej sytuacji
beda one odpowiednio réwne. A proporcjonalnosé¢ dtugosci bokéw jest oczywista.

h) Nie. Kontrprzyktad: kwadrat i prostokat nie bedacy kwadratem. W tej sytuacji boki nie sg
proporcjonalne.
Odpowiedz: a) nie, b) tak, c) tak, d) nie, e) tak, f) nie, g) tak, h) nie.

Zadanie 6. W celu oszacowania wysoko$ci drzewa uczen ustawil sie tak, ze koniec jego cienia
pokrywat sie z koricem cienia drzewa. Nastepnie zmierzyt swéj ciert — 3, 6 m. Odlegltos$¢ ucznia
od drzewa wynosita 16,4 m. Jaka jest wysoko$¢ drzewa, jesli uczeri ma 180 cm wzrostu.
Wskazéwka: Skorzystaé z wlasnosci tréjkatéw podobnych albo z twierdzenia Talesa.

O

AN

Odpowiedz: 10 m.

Zadanie 7. Majac dane diugosci bokéw dwéch tréjkatow rozstrzygnaé, czy sq one podobne:
a)4,5,6 i 10,12, 8;
b)3,4,6 i 9,618, 15.
Wskazowka: Uporzadkowaé w kolejnosci niemalejacej dtugosci bokéw poszczegdlnych tréjka-
tow. Czy diugosci bokéw dla odpowiednich par trojkatéw sa proporcjonalne?

Szkic rozwigzania. a) Z podanych diugosci bokéw mozemy utworzy¢ proporcje

4 5 6

8 10 12
Zatem tréjkaty sg podobne na mocy cechy podobienistwa tréjkatéw (bbb).
b) Wypiszmy diugosci bokéw tréjkatéw w kolejnosci niemalejacej. Mamy 3,4, 6 oraz 9,15, 18.
Gdyby podane tréjkaty byty podobne, to musiatyby zachodzi¢ réwnosci

sprzeczno$¢. Podane tréjkaty nie sg podobne.
Odpowiedz: a) tak, b) nie.



B R N

Zadanie 8. Na ponizszym rysunku proste A;B; i A;B; sg réwnolegte. Pokazag, ze tréjkaty OA1B;
i OA;B; sg podobne.

Oe
1 Bz\

Wskazowka: Skorzysta¢ z warunku (3) z rozdziatu Twierdzenie Talesa.

Szkic rozwigzania. Z wniosku (3) z twierdzenia Talesa (patrz rozdzial Twierdzenie Talesa) mamy

Ig‘;“;: = :85;:. Zatem z cechy podobienistwa (bkb) wynika, ze tréjkaty OA1B1 1 OA;B; sg podobne.

Zadania dodatkowe

Zadanie 9. Przeczytaj ponizszy tekst i odpowiedz na pytania.

Przeksztalcenie ptaszczyzny w plaszczyzne nazywamy podobieristwem, gdy istnieje taka licz-
ba k > 0, ze gdy obrazami punktéw A i B s3 punkty A’ i B’, to A’B’ = k- AB.

Moéwimy, ze dwie figury geometryczne sg podobne, gdy istnieje podobieristwo przeksztalca-
jace jedng z nich na drugga.

Pytania do tekstu.
1. Co tojest ,przeksztalcenie plaszczyzny w plaszczyzne”?

Odpowiedz. Funkcja (odwzorowanie, przeksztalcenie), ktérej dziedzing oraz przeciw-
dziedzing jest ptaszczyzna.
2. Jakie znasz oznaczenia na odlegtos¢ dwoéch punktéw? Jakie sg ich zalety i wady?

Odpowiedz. Niech A i B oznaczajg dwa punkty.

d(A,B) Zaleta: widag, ze odleglos¢ to funkcja, ktérej argumentem jest para punktéw.
Wada: dtugoé¢ (az 6 znakow!).

|AB| Zaleta: wida¢, ze odleglos¢ (czy raczej dtugosé odcinka) jest funkcja, ktorej argu-
mentem jest odcinek (oznaczany tu przez AB), i to funkcja o wlasnosciach analo-
gicznych do wartoéci bezwzglednej. Wada: mata wygoda uzywania (az 5 znakéw).

|AB| Zaleta: wygoda (tylko 4 znaki). Wada: symbol AB raczej nie jest uzywany do
oznaczania odcinka, wiec notacja ta nie ma zalety poprzedniej.

AB Zaleta: wygoda (najkrétsze oznaczenie ze wszystkich!). Wada: niejednoznacznoé¢
(czesto AB oznacza np. prosta przechodzgca przez punkty A i B).

Ogolnie, warto zawsze usciéli¢, jak oznaczamy odcinek, prosta i odleglosé, zeby nie

doprowadzi¢ do nieporozumien.



3. Czemu sluza stowa ,nazywamy” (linia 1) i ,méwimy” (linia 3)?
Odpowiedz. Stowa te informujq czytelnika, ze ma do czynienia z definicjg, szczeg6lnie
w przypadku (jak tutaj), w ktérym nie zaczyna si¢ ona nagtéwkiem , Definicja”.
4. Zjakich czesci sktada sie pierwszy akapit powyzszego tekstu? A drugi? W jakim celu uzyto kursywy
w liniach 11 3?
Odpowiedz. Zaréwno akapit pierwszy, jak i drugi, sktadajg si¢ z definiendum (termi-
nu definiowanego, tradycyjnie wyréznionego kursywgq) oraz definiensa, czyli cztonu
definiujgcego.
5. Czy symetria osiowa jest podobieristwem? A obrét? Przesuniecie o wektor? Sformutuj i udowodnij fakt
obejmujacy wszystkie te przypadki.
Odpowiedz. Tak, tak, tak. Ogoélnie, kazda izometria jest podobieristwem (o skali 1).
(Szkic dowodu: Niech f bedzie izometrig ptaszczyzny; potézmy k = 1, wéwczas d( flA), f (B)) =
k-d(A,B).)
6. Wskaz przyklad podobieristwa nie bedacego izometria.
Odpowiedz. Dowolne podobiefistwo o skali réznej od 1.
7. Wskaz przykltad przeksztalcenia plaszczyzny nie bedacego podobieristwem.

Odpowiedz. Powinowactwo prostokatne o skali ré6znej od +1. (Powinowactwo prosto-
katne o pewnej skali i osi, to ,,skalowanie” figury w kierunku prostopadtym do tej osi
czynnikiem réwnym skali.)

8. Czy odwzorowanie stale jest podobieristwem? Dlaczego?

Odpowiedz. Nie —w definicji zastrzezono, ze k > 0, dla odwzorowania statego byloby
k=0.

9. Udowodnij, ze kazde podobieristwo jest przeksztalceniem ré6znowartosciowym.
Odpowiedz. Gdyby f bylo podobieristwem o skali k > 01 f(A) = f(B), to byloby 0 =
d(f(A), f(B)) = k- d(A, B), wiec A = B.

10. (a) Co by sie stato, gdyby warunek k > 0 z definicji podobieristwa zastgpi¢ warunkiem k # 0? (b) A wa-
runkiem k € R?

Odpowiedz. (a) Nic by sie nie stalo: poniewaz odlegtos¢ dwdéch punktéw jest zawsze
nieujemna, ,podobienistwo o skali ujemnej” nie moze istnie¢. Zatem taka definicja by-
taby réwnowazna wyjsciowej (tzn. przy tej ,nowej” definicji te same przeksztalcenia
bylyby podobiefistwami), tyle ze ,nieekonomiczna”: przypadek k < 0 nigdy by nie za-
chodzit. (Wiele oséb uznaloby, ze — z tego samego powodu —,,nowa” definicja bylaby
réwniez mniej estetyczna.)

(b) Dopuszczajac przypadek k = 0, status podobienistwa przyznaliby$my odwzo-
rowaniom stalym. Poniewaz réznowarto$ciowos¢ podobienistwa (jak réwniez pare in-
nych wlasnosci, ktére nie zachodza dla przypadku k = 0) jest przydatng wtasnoscia,
wygodniej jest uméwic sie, ze skala podobienistwa nie moze by¢ zerem. (Warto zwré-
ci¢ uwagg, ze — inaczej niz poza matematyka — to, jakg doktadnie przyjmiemy definicje,
jest kwestig catkowicie umowna.)

11. Co tojest ,figura geometryczna”? Czy punkt na ptaszczyznie jest figurg geometryczng?

Odpowiedz. Figura geometryczna (na plaszczyznie), to jakikolwiek zbiér punktéw tej
plaszczyzny (innymi stowy, podzbiér plaszczyzny). W zwigzku z tym, pojedynczy
punkt plaszczyzny (nazwijmy go A) nie jest figurg geometryczng, natomiast jedno-
punktowy zbidr {A} (zawierajacy tylko punkt A) juz nig jest.



12. Niech A, B, C, D beda czterema punktami ptaszczyzny, przy czym A # B i C # D. Kiedy odcinki AB
i CD sg podobne?

dCD) Loeli i
A p) - jesli mamy na mysli
podobienistwo przeksztatcajace odcinek AB na odcinek CD lub %, jesli mamy na

mys$li podobieristwo przeksztatcajgce odcinek CD na odcinek AB.

Odpowiedz. Zawsze, przy czym skala podobiefistw wynosi

13. Niech S, T bedg dwoma punktami plaszczyzny i niech g, 7 > 0. Kiedy okregi O(S, 9) i O(T, r) s3 podobne?
Odpowiedz. Zawsze, przy czym skala podobienistwa wynosi r/q lub q/r.

14. Kiedy dwa tréjkaty sa podobne?
Odpowiedz. Kwestie te rozstrzygaja twierdzenia zwane cechami podobietistwa trojkgtow.

15. Wskaz przyktad dwéch figur geometrycznych, ktére nie s3 podobne.
Odpowiedz. Np. punkt (Sci$lej: zbiér jednopunktowy) i odcinek.

16. Rozwazmy pewne odwzorowanie plaszczyzny. Odwzorowanie to przeksztalca punkty A = (0,0)iB =

(1,0) w punkty A’ = (-1, -1) oraz B’ = (2, 3). Czy mozna stad wywnioskowa¢, ze odwzorowanie to jest
podobieristwem o skali 5?

Odpowiedz. Nie, gdyz odpowiedni stosunek odlegtosci zachodzi tylko miedzy parami
punktéw A, B i A’, B’. Stad, Ze istnieja takie punkty A, B, ktérych obrazami sg A’ i B’
odpowiednio, ze d(A’, B’) = kd(A, B), nie mozna wnioskowag, ze analogiczna relacja
zachodzi dla dowolnych innych par punktow.

Zadanie 10. Czy istnieje jednoktadnos¢ o skali s # 1 przeksztalcajgca na siebie:

a) odcinek, b) prostg, c) pétprosta, d)okrag?
Wskazowka: Szukamy jednoktadnosci, ktére przeksztalcajg dana figure na nig sama i ktére jedno-
cze$nie nie sg identyczno$ciami, tzn. ze szukane jednokladnosci przeksztalcaja pewne punkty
danej figury w inne punkty tej figury.

Szkic rozwigzania.
a) Jednoktadnos¢ o srodku w potowie odcinka i skali —1.
b) Dowolna jednoktadnos¢ o srodku w dowolnym punkcie na danej prostej i dowolnej skali.
¢) Dowolna jednokladnos¢ o srodku w poczatku pélprostej (nawet, jezeli jest otwarta) i do-
wolnej skali dodatniej.
d) Jednoktadnoé¢ o srodku w $rodku okregu i skali —1.
Odpowiedz: a) tak, b) tak, c) tak, d) tak.

Zadanie 11. Majac dwa r6zne punkty A i A’ znalez¢ taki punkt O, dla ktérego:

a) JF(A)=A, D)JRA)=A, oJiA)=A"
Wskazéwka: Patrz zadanie 2.

Zadanie 12. Czy ztozenie dwéch podobieristw jest podobieristwem?
Wskazéwka: Sprawdzié, czy spelniona jest definicja 4.

Szkic rozwigzania. Niech P bedzie podobieristwem o skali k1, a Q podobienistwem o skali k.
Dla dowolnych punktéw ptaszczyzny X, Y mamy |[(P o Q)(X)(P o Q)(Y)| = |IP(Q(X))P(Q(Y)| =
k11Q(X)Q(Y)| = k1k2|XY|. Zatem P o Q jest podobieristwem o skali ki k.

Odpowiedz: Tak.



Zadanie 13. Czy tréjkaty z Rysunku 1 sg podobne?
Wskazowka: Czy tréjkaty te spelniajag kt6ras z cech podobienistwa z twierdzenia 4?

Szkic rozwigzania. Tak. Mozemy tu np. wykorzystac¢ wnioski z tw. Talesa, tzn. an _ BCL - ‘lc—A‘

|A’B’| — |B"C| CA'|
i skorzysta¢ z cechy podobieristwa (bbb).
Odpowiedz: Tak.

Zadanie 14. Czy zlozenie dwéch jednoktadnosci jest podobieristwem?
Wskazowka: Patrz twierdzenie 1.

Szkic rozwigzania. Tak. Wynika to bezposrednio z twierdzenia 1.
Odpowiedz: Tak.

Zadanie 15. Wykaza¢, ze jezeli dwa wielokaty sa podobne w skali k, to stosunek obwodéw tych
wielokatéw tez réwna sie k.
Wskazowka: Dla bokéw wielokatéw podobnych mamy |A’B’| = k|AB|.

Szkic rozwigzania. Skoro wielokaty sa podobne w skali k, to oznacza, ze stosunek dlugosci od-
powiednich bokéw réwna sie k, zatem i stosunek obwodéw réwna sie k.

Zadanie 16. Figura F; jest podobna do F, w skali k, a figura F; jest podobna do F; w skali 2k.
Wyznaczy¢ k.
Wskazéwka: Rozwazy¢ zlozenie tych dwéch podobieristw.

Szkic rozwigzania. Ztozenie podobienistw w skali k; i k; jest podobieristwem skali k; - ky. Zto-
zenie podobienistw z tre$ci zadania jest identycznoscia, a przeksztalcenie identycznosciowe jest

podobieristwem o skali 1, zatem k - 2k = 1, czyli K= %, a stad mamy k = g, bo k > 0.
Odpowiedz: k = g

Zadanie 17. Majac dane dtugosci bokéw dwéch tréjkatéw rozstrzygnaé, czy sa one podobne:
a)17,34,25i 100, 50,70
b)2,2,1 i 0.25,05,0.5.

Wskazowka: Patrz zadanie 7.

Szkic rozwigzania. a) Wypiszmy dlugosci bokéw tréjkatéw w kolejnosci niemalejgcej. Mamy
17,25,34 oraz 50,70,100. Gdyby podane tréjkaty byly podobne, to musiatyby zachodzi¢ réw-
nosci

17 25 34

50 70 100’

sprzeczno$¢. Podane tréjkaty nie sg podobne.
b) Podane dtugosci bokéw sa proporcjonalne

05~ = .

2 2 1
505 025

Zatem tréjkaty sg podobne na mocy cechy podobieristwa tréjkatéw (bbb).
Odpowiedz: a) nie, b) tak.



Zadanie 18. Dany tréjkat ma boki dtugosci 6, 8,13. Najkroétszy bok tréjkata podobnego do da-
nego ma dlugoéc 21. Jakg dlugos¢ majg pozostate boki drugiego tréjkata?
Wskazowka: Wyznaczy¢ skale k podobieristwa.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy szukane dtugosci bokéw drugiego tréjkata przez x, y. Z faktu, ze
najkrétszy bok drugiego tréjkata ma dtugosc 21 i z cechy podobieristwa tréjkgtéw (bbb) mamy
proporcje
21 «x
PS5
Stad otrzymujemy x = 28,y = 45, 5.
Odpowiedz: 28; 45,5.

Zadanie 19. Tréjkat ABC jest ostrokatnym tréjkatem réznobocznym. Zbadag, czy istnieje prosta
przechodzaca przez jeden z wierzchotkéw tréjkata i dzielgca ten tréjkat na dwa tréjkaty podob-
ne.

Wskazowka: Rozwazyé nastepujace przypadki: gdy jeden z powstalych tr6jkatéw jest ostrokatny,
gdy jeden z powstatych tréjkatow jest prostokatny.

Szkic rozwigzania. Przypuéémy, ze taka prosta istnieje. Bez utraty ogélnosci mozemy zatozyc¢, ze
przechodzi przez wierzchotek C. Oznaczmy punkt przeciecia boku AB ta prostg przez D.

C

P
A D \ B
Jezeli ¢ # 90°, to jeden z tréjkatéow ADC, DBC jest rozwartokatny, a drugi ostrokatny, wiec nie
moga by¢ podobne.
Zatézmy, ze ¢ = 90°. Gdyby tréjkaty ADC, DBC byty podobne, to musiatoby by¢ LACD =
£ABC, LDCB = £BAC, co wynika z cechy podobieristwa (kk), bo tréjkat ABC jest réznoboczny.
Ale wtedy LACB = LACD+ £DCB = LABC+ £DCB = 90°, sprzecznoéc¢ z zalozeniem, ze tréjkat

ABC jest ostrokatny.
Odpowiedz: Taka prosta nie istnieje.

Zadanie 20. Majac dany tréjkat ABC i odcinek dtugoéci a, skonstruowac tréjkat A’B’C’ podobny
do danego tak, aby |A’B’| = a.
Wskazowka: Mozna przyjaé, ze tréjkaty ABC i A’B’'C’ sa tak polozone, ze A = A’ i punkt B’ lezy
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na poélprostej bedacej przedtuzeniem boku AB. Punkt B’ zaznaczy¢ tak aby |A’B’| = a. Dalej
wystarczy skorzystac¢ z twierdzenia Talesa albo z wlasnosci tréjkatéw podobnych.

Szkic rozwigzania.

Na ramieniu AB kata CAB odkladamy odcinek o dlugosci a. Poczatek tego odcinka oznaczmy
przez A’, a koniec przez B’. Oczywiscie |A’B’| = a. Nastepnie przez punkt B’ poprowadZmy
prosta réwnolegla do BC. Prosta ta przetnie ramie AC kata CAB w punkcie C’. Podobieristwo
tréjkatow ABC i A’B’C’ wynika od razu z cechy (kk).

C/

A< 5 B

C
Cl

A(A) \//é' 5

Odpowiedz: a

Zadanie 21. Nastepujace zdania majg wyrazac cechy podobienstwa figur. Zbadaé, ktore sg praw-
dziwe, a ktére fatszywe. Odpowiedz uzasadnié. Niektore ze zdan zawierajg zbyt wiele warun-
kéw. Wskazaé, co mozna pominagé.

a) Jezeli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwéch bokéw drugiego tréjkata, to
te tréjkaty sa podobne.

b) Jezeli dwa trapezy maja katy odpowiednio przystajace, to sg podobne.

c) Jezeli w trojkatach ABC i A’B’C’ odcinki AA; i A’A] sg odpowiednio srodkowymi bokéw
BC i B'C’ oraz % = % oraz % = %, to te tréjkaty sa podobne. Wskazéwka. Rozwaz
réwoleglobok o bokach AB i AC oraz ré6wnoleglobok o bokach A’'B’i A’C’ .

d) Jezeli wycinki dwéch két sg wyznaczone przez dwa przystajace katy srodkowe oraz od-
powiadajace im cigciwy sg proporcjonalne do promieni tych két, to te wycinki s3 podobne.

Wskazowka: a) Czy wlasnos¢ (b, b) wystarcza dla podobieristwa tréjkatéw? b) Czy to zapewnia
proporcjoalno$é bokéw tych trapezéw? d) Dla przystajacych katéw srodkowych diugosci tukow
i promieni s proporcjonalne.

Szkic rozwigzania.

a) Nie. Proporcjonalnosé dwéch bokéw nie wystarczy. Rozwazmy dwa tréjkaty, jeden o bo-
kach dtugosci 4, 4, 4, a drugi o bokach dtugosci 4, 4, 5. Dtugosci dwéch bokéw sg proporcjonalne,
mimo Ze tréjkaty nie sa podobne, bo pierwszy jest réwnoboczny, a drugi nie.

b) Nie. Kontrprzyktad: kwadrat i prostokat, ktéry nie jest kwadratem.
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¢) Zgodnie ze wskazéwka rozwazmy réwnolegtoboki ABCD (AB || CD,AC || BD)i A’B’'C'D’
(A’B" || C'D’,A’C" || B'D"). Tréjkaty ABC i BDC sa przystajace. Podobnie tréjkaty A’B’C’ i B’D’C’
sq przystajace. Zatem |AD| = 2|AA| oraz |A’D’| = 2|A’A!|. Stad, z oczywistych réwnosci |AC| =
|BD|,|A’C’| = |B’D’| oraz warunkéw zadania mamy

|AB| _ |BD| _ |AD|
|A’B’|  |B’D'|  |A'D'|’

Na podstawie cechy (bbb) wnioskujemy, Ze tréjkaty ABD i A’B’D’ s podobne, wiec i réwnole-
globoki ABCD i A’B’C’'D’ sa podobne, a stad mamy, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ s3 podobne.

d) Tak. Wycinek kotowy jest wyznaczony przez kat srodkowy. Dlatego drugi z warunkéw
mozna pomingc¢.
Odpowiedz: a) nie, b) nie, c) tak, d) tak (drugi warunek mozna pomingc).

Zadanie 22. Dane sg dwie proste réwnolegle k i / oddalone od siebie o a. Jaka figure tworza
punkty X takie, dla ktérych jednoktadnosé [5, gdzie s > 1 jest ustalone, przeksztatca prostg k na
prostg [?

Wskazéwka: Punkt X nie moze leze¢ pomiedzy prostymi k i . Jesli pewien punkt X spelnia wa-
runki zadania, to spelnia je tez kazdy punkt z prostej réwnoleglej do prostych k i | przechodzacej
przez punkt X.

Szkic rozwigzania.

Xe

Jezeli proste k i/ sg potozone jak na powyzszym rysunku, to punkt X znajduje sie ponizej prostej
k,bo s > 1. Jezeli punkt X jest odlegly od prostej k o £, to jego odlegltos¢ od prostej [ wynosi st. Z
drugiej strony odlegtos¢ punktu X od prostej [ wynosi t + 2. Mamy wiec réwnos¢ st = t +a, stad
t = 4. Zatem punkty spelniajace warunki zadania tworza prosta m odlegla od prostej k o %5,
przy czym prosta k znajduje sie miedzy prostymi m il.

Odpowiedz: Prosta m odlegta od prostej k o ;%5, przy czym prosta k znajduje si¢ migdzy prostymi
mil

Zadanie 23. Przez wierzchotki tréjkata ABC prowadzimy proste réwnolegle do przeciwlegltych
bokéw i otrzymujemy tréjkat A’B’C’. Pokazad, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ sg podobne.
Wskazéwka: Rozwazy¢ dwie pary prostych réwnoleglych i wyznaczone przez nie réwnolegltobo-
ki.
Szkic rozwigzania.

Punkt A’ jest przecieciem przedtuzenia prostych réwnolegtych do bokéw AB i AC.

Punkt B’ jest przecieciem przedtuzenia prostych réwnolegtych do bokéw AB i BC.

Punkt C’ jest przecigciem przediuzenia prostych réwnolegtych do bokéw BC i AC.

I sposéb: Boki tréjkata A’B’C’ sa dwa razy diuzsze od bokéw tréjkata ABC. Zatem z cechy
podobieristwa (bbb) dane tréjkaty sa podobne.
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II sposob: £B’A’C’ = £BAC, bo katy te sa naprzemianlegte w czworokacie (réwnolegloboku)
ABA’C. Analogicznie £C'B’A’ = £CBA (takze £LA’C’'B’ = LACB). Zatem podobienistwo tréjka-
tow ABC i A’B’C’ wynika z cechy (kk).

Zadanie 24. Majac dany prostokat ABCD skonstruowac prostg, ktéra odcina od danego prosto-
kata prostokat do niego podobny.

Wskazowka: Czy rozwazany prostokat moze by¢ kwadratem? Czy szukana prosta moze by¢ réw-
nolegta do diuzszego boku prostokata? Zapisa¢ odpowiednie proporcje jakie powinny zacho-
dzi¢ pomiedzy dtugosciami odpowiednich bokéw prostokata ABCD i powstajacego prostokata
podobnego.

Szkic rozwigzania. Zadanie nie ma rozwigzania, gdy prostokat jest kwadratem. Zauwazmy, ze
prosta odcinajgca prostokat podobny musi by¢ réwnolegta do jednego z bokéw. Nie moze to
by¢ prosta réwnolegta do dluzszego z bokéw. Zalézmy wiec, ze |AB| > |BC| Taka prostq jest

prosta przechodzaca przez punkt K € AB, dla ktérego % = % (réwnowaznie |KB| = %),

ktérg mozemy skonstruowaé w nastepujacy sposéb: Na boku AB wyznaczamy punkt C’ taki, ze
|BC’| = |BC|. Prosta przechodzaca przez punkt C" i réwnolegta do AC przecina bok BC w punkcie
K’.lI%;onTIt;'%lrcji wynika, ze % = %. Wystarczy teraz wyznaczy¢ punkt K na prostej AB taki,
ze = |K’B.

Odpowiedz: |BC’'| = |BC|, [K’'B| = |KB|.

D C

T

A C' K B

Zadanie 25. Jakie musza by¢ diugosci bokéw prostokata ABCD, aby istniata prosta dzielgca
dany prostokat na dwa prostokaty, z ktérych kazdy jest podobny do prostokata ABCD.
Wskazéwka: Z zadania 24 wynika, ze K musi by¢ érodkiem boku AB.

Szkic rozwigzania. Zat6zmy, ze |AB| > |BC|. Niech K oznacza ten sam punkt co w zadaniu 24. Sko-
ro oba prostokaty powstale po podziale majg by¢ podobne do prostokata ABCD, to korzystajac
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z zadania 24 wnioskujemy, ze |[KB| = B raz |KA| = %. Zatem K jest srodkiem boku AB i

) |AB| |AB
1AB| = 55, stad |AB| = V2IBCI.

Odpowieds: |AB| = V2|BC|.

Zadanie 26. Na boku BC tréjkata ABC obrano punkt D, taki ze |BD| : [DC| = 2 : 1. W jakim
stosunku §rodkowa CM dzieli odcinek AD?

Wskazéwka: Przez punkt D przeprowadzi¢ prosta réwnolegta do boku AB. Przez punkt przecie-
cia prostych AD i srodkowej CM poprowadzié prostg réwnolegla do AB. Rozwazy¢ odpowiednie
pary tréjkatéw podobnych.

Szkic rozwigzania. Niech M oznacza Srodek boku AB, O oznacza punkt przeciecia sSrodkowej CM
i odcinka AD, E oznacza punkt przeciecia srodkowej CM przez prostg przechodzaca przed D i
réwnolegla do AB, a F oznacza punkt przecigcia boku BC przez prostg przechodzacg przez O i
réwnolegta do AB. Z warunkéw zadania mamy |BD| = %lBC | oraz |DC| = %lBCl. Z podobienistwa
tréjkatéw MBC i EDC mamy

|[ED| _ |MB|
ICD| — |BC|”
zatem )
IDC| 5IBClIAB] 1
ED| = —|MB| = —— = —|AB|.
IED |BC| | [BC] 2 6| |
Z podobienstwa tréjkgtéow EDC i OFC mamy
ED| _ OA
IDC| — |FC|’
stad
IED| LAB |AB|
OF| = — - |FC| = FD| + |DC|) = ——=(FD| + |DC 3
|OF| DC| |FC %IBCl(l | +1DCI) 2|BC|(| | +1DCI) ®)
Z podobienstwa tréjkatéw ABD i OFD mamy
IAB| _ |OF|
IBD| ~ |FD|’
stad
|AB| |AB| . 3|AB|
OF = == - |FD| = FD| = -|FD|. 4
OF1 =[5y IFD! = 51551FD1 = 55 PP @
Z (3) i (4) otrzymujemy
|AB| 3|AB|
——(|FD| + |DC|) = =— - |[FD
oy (DI +1DCl) = S5 - FD)

stad |FD| + |DC| = 3|FD|, a wigc |[FD| = 1|DC| = 1|BD|, stad wynika, ze |BF| : |[FD| = 3 : 1.
Z tw. Talesa otrzymujemy |AO| : |OD| =3 : 1.
Odpowiedz: 3 : 1.

Zadania domowe
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Zadanie 27. Czy ztozenie dwdéch jednoktadnosci jest jednoktadnoscig?
Wskazéwka: Jednoktadnosci nie musza miec tego samego Srodka.
Odpowiedz: Nie

Zadanie 28. Wykazad, ze jezeli dwa tréjkaty sa podobne w skali k, to stosunek:

a) odpowiednich wysokosci tych tréjkatow,

b) odpowiednich dwusiecznych tych tréjkatow,

¢) odpowiednich srodkowych tych tréjkatow,
takze wynosi k.
Wskazowka: Dla rozwazenia dtugosci odpowiednich odcinkéw w tych tréjkatach, mozna ustawic
je tak, by jeden z wierzchotkéw jednego tréjkata pokrywat sie z odpowiednim wierzchotkiem
drugiego tréjkata i jednoczesnie, by odpowiednie boki tych tréjkatéw lezaly na jednej proste;.
Dalej mozna skorzystaé z wlasnosci tréjkatéw podobnych albo z twierdzenia Talesa.

Zadanie 29. Dany jest tréjkat ABC o bokach dtugoscia = |BC|, b =|CA|, c =|AB|.Zbudowano
sze$ciokat MNPQRS za pomoca jednoktadnosci

M=Ji(B), N=J3(0), P=]J30),

Q=TJ3A), R=JA), S=JxB).

Znalez¢ boki tego szesciokata.

Wskazéwka: Jak zmieniajg sie diugosci bokéw w tej jednokladnosci ? Skorzysta¢ z definicji jed-
noktadnoéci.

Odpowiedz: 2a,c,2b,a,2c,b

Zadanie 30. Majac dany tréjkat ABC i odcinek dlugosci a, skonstruowac tréjkat A’B’C’ podobny
do danego, ktérego obwo6d réwna sie a.

Wskazéwka: Odcinek o dtugosci a podzieli¢ na 3 czeéci o dlugosciach proporcjonalnych do dtu-
gosci odpowiednich bokéw tréjkagta ABC. Skorzystaé z twierdzenia Talesa.

Zadanie 31. Majac dany prostokat ABCD i odcinek diugosci 4, skonstruowaé prostokat podobny

do danego, w ktérym przekatna ma dlugosé a.

AC BC
Wskazowka: Skonstruowaé odcinek o dlugosci z taki, ze < = Skorzysta¢ z wlasnosci tréj-

katéw podobnych.
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