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Teoria

Definicja 1. Klasyfikacja czworokatéw (wypuktych):

Trapez jest czworokatem, w ktérym co najmniej jedna para bokéw jest réwnolegta.
Réwnoleglobok jest czworokatem, w ktérym przeciwlegte boki sg réwnolegte.

Romb jest réwnoleglobokiem, ktéry ma wszystkie boki réwne.

Prostokgt jest rownoleglobokiem, w ktérym wszystkie katy sg proste.

Kwadrat jest prostokatem, ktérego wszystkie boki sa réwne.

Definicja 2. Okregiem opisanym na czworokacie nazywamy okrag przechodzacy przez wszystkie
wierzchotki czworokata.

Definicja 3. Okregiem wpisanym w czworokat nazywamy okrag styczny do wszystkich bokéw
czworokata.

Lemat 1. Z punktu A potozonego na zewngtrz okregu o srodku O mozna poprowadzi¢ dwie styczne do
tego okregu. Niech punkty P i Q beda punktami stycznosci. Pélprosta AO jest dwusieczng kgta PAQ
utworzonego przez styczne, a odcinki AP i AQ sg réwne.

Szkic dowodu.

Trojkaty OPA i OQA sa prostokatne, poniewaz katy miedzy promieniami i stycznymi do okre-
gu w punktach P i Q sa proste; maja wspoélng przeciwprostokatng OA i réwne co do dtugo-
$ci przyprostokatne OP i OQ (promien okregu). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |AP| =
VIAOR — [OPP = |AOP ~ |0QP = |AQI.

Twierdzenie 1. (Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu)
W czworokgt wypukly mozna wpisac okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugosci przeciwleghych bokéw
tego czworokgta sq réwne.

Szkic dowodu.

1) Implikacja “jesli w czworokat mozna wpisa¢ okrag, to sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw
czworokata sa réwne”, wynika z lematu 1.

Zal6zmy, ze w czworokat mozna wpisa¢ okrag. Oznaczmy go przez O, a przez P, Q, R, S punk-
ty stycznosci tego okregu odpowiednio z bokami AB, BC, CD, DA powyzszego czworokata. Z
lematu 1 wynika, ze |AP| = |AS|, |BP| = |BQ)|, |ICQ| = |CR|, IDR| = |DS|. Zatem

|AB| + |CD| = |AP| + |BP| + |IDR| + |CR| = |AS| + |BQ| + |DS| + |CQ| = |BC| + |AD|.
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2) Implikacje, “Jesli sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw czworokata sa réwne, to w czworokat
ten mozna wpisa¢ okrag”, udowodnimy metodg nie wprost. Zatézmy, ze sumy dtugosci prze-
ciwlegtych bokéw czworokata sg réwne i przypuéémy, ze w czworokat ABCD nie mozna wpisaé
okregu. Oznaczmy przez O; okrag styczny do bokéw AB, BC i CD czworokata (taki okrag ist-
nieje, jego Srodkiem jest punkt przeciecia dwusiecznych katéw ABC i BCD). Zatem okrag O; nie
jest styczny do boku AD czworokata. Przez punkt A prowadzimy prosta styczng do okregu O;,
a punkt jej przeciecia z bokiem CD oznaczmy przez E. Z zalozenia mamy

|AB| + |CD| = |BC| + |AD|,
a poniewaz okrag O jest wpisany w czworokat ABCE, to z 1) mamy
|AB| + |CE| = |[EA| + |BC|.
Po odjeciu tych réwnosci stronami otrzymujemy:
|CD| — |CE| = |AD| — |EA|, tzn. |DE|+ |EA| =|AD| co jest niemozliwe.

Zatem odcinek |AD] jest styczny do okregu O;.
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Twierdzenie 2. (Twierdzenie o czworokgcie wyisanym w okrgg)
Na czworokgcie mozna opisac okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwleglych kqtéw wewnetrznych
sg rowne, tzn. a +y = f+ 6 = 180°.

Szkic dowodu.
1) Implikacja: Jesli na czworokacie mozna opisa¢ okrag, to a +y = +0 = 180°, wynika wprost z
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twierdzenia o katach wpisanym i Srodkowym w okregu, wspartych na tym samym tuku. Dla ka-
ta wpisanego BAD i §rodkowego a1 opartych na tuku BCD mamy £BAD = 3w oraz analogicznie
dla katéw wpisanego BCD i srodkowego 1 opartych na tuku BAD mamy £BCD = 1y;. Suma
miar katéw srodkowych a; i y4 jest réwna 360°, gdyz katy te sa oparte na fukach dopelniajacych
okregu. Mamy zatem £BAD + £BCD = 180°. Dla drugiej pary katéw w czworokacie ABCD
dowéd przebiega analogicznie.

2) Implikacja: Jesli sumy miar przeciwlegtych katéw w czworokacie sa réwne (@ +y = f+ 06 =
180°), to na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag. Zatézmy, ze a + y =  + 6 = 180°. Oznaczmy
przez O okrag opisany na tréjkacie ABC. Wykazemy stosujac metode “nie wprost”, ze D € O.
Przypusémy, ze D ¢ O, to znaczy, ze D lezy wewnatrz albo na zewnatrz kota ograniczonego okre-
giem O. Z tego wynika, ze 0 jest albo wiekszy albo mniejszy od kata 180° — B, co jest sprzeczne
z zalozeniem. Zatem okrag O jest opisany na czworokacie ABCD, co koniczy dowéd.

Uwaga 1. Twierdzenie 1 (2) podaje warunek konieczny i dostateczny wpisywalnoéci (opisywal-
noéci) okregu w (na) czworokacie.

Przyklad 1. Narysuj okrag wpisany w dany kwadrat. Czy mozna wpisa¢ okrag w prostokat?
Jaka wiasno$¢ ma srodek okregu wpisanego w dany czworokat?

Szkic rozwigzania. Srodek okregu wpisanego w kwadrat jest punktem réwnoodleglym od bokéw
kwadratu, lezy zatem w punkcie przeciecia dwusiecznych wszystkich jego katow.

Srodek okregu wpisanego w prostokat powinien by¢ réwno oddalony od kazdego z bokéw
czworokata. W prostokacie, ktéry nie jest kwadratem, odlegtosci dwoch par bokéw réwnole-
glych sg rézne, stagd nie mozna wpisa¢ okregu w prostokat.
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Przyklad 2. Narysuj okrag opisany na kwadracie. Narysuj okrag opisany na prostokacie. Jaka
wlasno$¢ ma srodek okregu opisanego na czworokacie?

Szkic rozwigzania. Srodek okregu opisanego na czworokacie jest réwno oddalony od wierzchot-
kéw czworokata. Takg wlasnosé, zaréwno w kwadracie jak i w prostokacie, ma punkt przeciecia
symetralnych bokéw tych czworokatéw.

Uwagi metodologiczne.

1) Jezeli w czworokat mozna wpisac okrag, to jego srodek jest punktem réwno oddalonym od bo-
kow. Zatem Srodek okregu jest punktem przecigecia dwusiecznych katéw wewnetrznych czwo-
rokata.

2) Jezeli na czworokacie mozna opisa¢ okrag, to jego Srodkiem jest punkt réwno oddalony od
wierzchotkéw czworokata. Zatem $rodek okregu jest punktem przeciecia symetralnych bokéw
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czworokata.

3) Nie w kazdy czworokat mozna wpisa¢ okrag i nie na kazdym czworokacie mozna opisaé
okrag. Zalezy to od tego, czy dwusieczne wszystkich katow wewnetrznych czworokata prze-
cinajg si¢ w jednym punkcie lub odpowiednio, czy symetralne wszystkich bokéw czworokata
przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Jakie warunki musi spetnia¢ réwnolegtobok, aby mozna bylo a) opisa¢ na nim okrag,
b) wpisa¢ w niego okrag?
Wskazowka: Wystarczy skorzysta¢ odpowiednio z twierdzer 2i 1.

Szkic rozwigzania. a) Przeciwlegte katy w réwnolegtoboku sa réwne. Na czworokacie mozna
opisac okrag, gdy sumy miar przeciwlegtych katéw sg réwne. Zatem na réwnolegtoboku mozna
opisa¢ okrag, gdy 2a = 28 = 180° czyli gdy a = B = 90°. Stad réwnoleglobok ten musi by¢
prostokatem.

Na odwr6t: Jesli rownoleglobok jest prostokatem, to sumy miar przeciwlegtych katéw sa réwne,
wiec mozna na nim opisaé okrag.

b) Przeciwlegte boki w réwnolegtoboku sa réwnej dtugosci. W czworokat mozna wpisaé okrag,
gdy sumy dlugosci przeciwleglych bokéw sa réwne. To znaczy, ze w réwnolegtobok mozna
wpisaé okrag, gdy 2a = 2b, tzn. a = b, a wiec réwnolegtobok jest rombem.

Na odwrét: Jesli réwnoleglobok jest rombem, to sumy dlugosci przeciwleglych bokéw sa rowne.
Zatem mozna w niego wpisac¢ okrag.

Odpowiedz: a) Na réwnolegtoboku mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy gdy jest on prosto-
katem. b) W réwnoleglobok mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy gdy jest on rombem.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze trapez daje si¢ wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwnora-
mienny.
Wskazéwka: Korzystajac z twierdzenia 2 pokaza¢, ze zachodzg odpowiednie dwie implikagje.

Szkic rozwigzania. 1) Pokazemy, ze jesli na trapezie mozna opisa¢ okrag, to trapez ten jest réw-
noramienny. Zatézmy, Ze na trapezie mozna opisa¢ okrag. Wtedy $ + 6 = 180°. Z drugiej strony,
z réwnolegtosci podstaw AB i CD, mamy a + 6 = 180°. Zatem a = f§, co oznacza, ze trapez jest
réwnoramienny.

2) Zal6zmy, ze trapez jest rownoramienny. Pokazemy, ze mozna opisa¢ na nim okrag. Z réw-
noramiennodci trapezu wynika, ze katy przy podstawie sg réwne, tzn. @ = . Jednoczeénie
a+ 06 =180°, zatem  + 6 = 180°, a wiec a + y = 180°.

Zadanie 3. Uzasadnij, ze jesli trapez jest rtéwnoramienny, przy czym dlugo$¢ ramienia trapezu
jest réwna éredniej arytmetycznej diugosci jego podstaw, to mozna wpisaé¢ w niego okrag.
Wskazowka: Zastosowac twierdzenie 1.

. T s a+b . .
Szkic rozwigzania. JeSli ramie ¢ = — to znaczy ze c + ¢ = a + b, zatem w czworokat ten mozna
wpisaé okrag.

Uwagi metodologiczne. 1) Z zadania tego wynika, ze tylko w niektére trapezy réwnoramienne
mozna wpisaé okrag (co wida¢ wyraznie, jedli przedtuzymy ramiona dowolnego trapezu réw-

noramiennego do tréjkata i zauwazymy, ze okrag wpisany w trapez musi by¢ jednoczesnie okre-
giem wpisanym w tak powstaly tréjkat, patrz rysunek ponizej).
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2) Z zadania nie wynika, czy réwnoramienno$¢ jest warunkiem koniecznym wpisywalnosci
okregu w trapez (patrz zadanie 7).

Zadanie 4. Na kwadracie o boku diugosci a opisano okrag. W jeden z otrzymanych odcinkéw
kotowych wpisano kwadrat tak, ze jeden z jego bokéw zawarty jest w boku kwadratu wyjscio-
wego, a dwa pozostale wierzchotki nalezg do okregu, ktéry jest brzegiem kota. Oblicz dtugosé
boku “nowego” kwadratu.

Wskazéwka: Skorzystac¢ z twierdzenia Pitagorasa

, o . : L - . _aV2
Szkic rozwigzania. Z warunkéw zadania wynika, ze promieni ¥ okregu wynosi r = - Ozna-

czajac przez x szukang dtugosé boku "nowego” kwadratu, z twierdzenia Pitagorasa mamy:
(5«6 =(57)
2 2 V2 )

9 a
Rozwigzujgc to réwnanie kwadratowe z niewiadoma x otrzymujemy: A = Zaz, =g lub x, =
—a. Oczywiscie odpowiedzZ drugg odrzucamy.

Odpowiedz: x = g.

Zadanie 5. Dane sg przekgtne rombu |AC| = 8 oraz |[BD| = 6. Znajdz promieri okregu wpisanego
w ten romb.

Wskazéwka: Srodek okregu wpisanego w romb lezy w punkcie przeciecia dwusiecznych jego
katéw wewnetrznych (tu sg to przekatne rombu). Skorzystaé z wlasnosci prostopadtosci i “dzie-
lenia si¢” na potowy przekatnych w rombie.

Szkic rozwigzania. Przekatne w rombie przecinajg sie pod katem prostym i dzielg na potowy.
Zatem dlugos¢ boku |AB| rombu wynosi

IAB| = V32 + 42 = 5.
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Przekatne w rombie s dwusiecznymi katéw wewnetrznych, zatem srodek O okregu wpisanego
w romb ABCD lezy w punkcie przeciecia przekatnych tego rombu. Tréjkat ABO jest prostokat-
ny i jego wysokos$¢ r opuszczona z wierzchotka O jest r6wna promieniowi okregu wpisanego.
Poréwnamy pole tréjkata ABO wyrazone za pomocg wysokosci 7i OB

1 1 1
Papo = §|AB| -1, Papo = E'AO| -|OB| = 53 -4 =6,

Stad

= Z-94
"%

Odpowiedz: r = 2,4

Zadanie 6. Oblicz pole trapezu ABCD, opisanego na okregu o promieniu 5, w ktérym kat przy
wierzchotu A jest dwa razy wigkszy od kata przy wierzchotku B, a przekatna AC jest dwusieczng
kata przy wierzchotku A.

Wskazowka: Mozna pokazad, ze obydwa trdjkaty na jakie przekatna AC dzieli trapez ABCD sg
réwnoboczne.

Szkic rozwigzania. Z twierdzenia 1 mamy
|AB| + |DC| = |BC| + |AD|. 1)
Zachodzg réwnosci pomiedzy miarami katow:
£CAB = £ABC (z warunkéw zadania) oraz £CAD = LACD (katy naprzemianlegte).

Zatem trojkaty DAC i CAB sa réwnoramienne i |AD| = |DC|, |AC| = |CB|. Stad i z (1) mamy

|AB| = |BC|, wiec tréjkat ABC jest rownoboczny, a kat L ABC = 60°. Zatem trapez ten jest rombem.

Wysokos¢ trapezu jest rowna 2 - 5 = 10, stad sin 60° = iy, |AD| = 1. Ostatecznie pole

P=|AB|-h=|AD|-h=£-1O=200\/5

\V3 3

oz p _ 200V3
Odpowiedz: P = =5+

Zadania dodatkowe

Zadanie 7. W trapez prostokatny ABCD o ramionach |AD| = 12 i |[BC| = 13 wpisano okrag.
Znajdz podstawy trapezu.

Wskazowka: Wyznaczy¢ sume oraz réznice dtugosci podstaw trapezu. Jedno z ramion trapezu
jest jednoczesnie jego wysokoscia.

Szkic rozwigzania. Z twierdzenia 1 mamy |AB| + |DC| = 12 + 13 = 25. Przyjmijmy, ze bok AB
jest dtuzszy od boku CD. Oznaczmy przez x réznice dtugosci podstaw trapezu, x = |AB| - |CD|.
Poniewaz trapez jest prostokatny, wiec jego wysokos¢ h = |AD|. Z twierdzenia Pitagorasa mamy

x= (132 - (122 = /(13 -12)(13 + 12) = V25 =5,

oczywiscie 2|DC| + x = 25, 2|DC| =25-5=20,|DC| =101 |AB| =10 + 5 = 15.
Odpowiedz: |AB| = 15, |CD| = 10



Zadanie 8. W kwadrat wpisano koto, a nastepnie w to koto wpisano kwadrat. R6znica pél tych
kwadratéw wynosi 8 cm?. Oblicz pole kota.

Wskazowka: Opisaé promien kota i dtugosé¢ boku mniejszego kwadratu za pomocg dtugosci boku
wigkszego kwadratu.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy dlugos¢ boku wiekszego i mniejszego kwadratu odpowiednio
przez a i b. Z twierdzenia Pitagorasa mamy b* = % Poniewaz b* = a® — 8, stad a? = 16,4 = 4.
Promien r okregu wynosi r = § = 2. Zatem pole kofa wynosi P = nr? = 47

Odpowiedz: P = 4n

Zadanie 9. Podstawy trapezu réwnoramiennego sg réwne |[AB| = 24, |CD| = 10, a promieni
okregu opisanego wynosi R = 13. ZnajdZ wysoko$¢ trapezu, gdy $rodek okregu opisanego lezy
na zewngtrz trapezu.

Wskazowka: Z wasno$ci okregu opisanego na czworokacie wynika, ze srodkiem tego okregu jest
punkt przeciecia sie symetralnych jego bokéw. Zatem w przypadku trapezu réwnoramiennego,
$rodek okregu opisanego na nim lezy na symetralnej jego podstaw.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy Srodek okregu opisanego przez O, jego rzut na odcinek CD przez
N, wysokos¢ trapezu przez H, a odlegtoé¢ punktu O od prostej AB przez y.

W tréjkacie réwnoramiennym OAB, o dtugosciach ramion |[OA| = |OB| = 13 mamy:
¥ =13-122=25  y=5.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ONC mamy
(H+5)*+5% =13?,
zatem

H=12-5=7.

Odpowiedz: H =7

Zadanie 10. W trapezie réwnoramiennym ABCD kat BAD jest réwny 60°, a odlegtos¢ srodka O
okregu wpisanego od wierzchotka A jest réwna |OA| = 2. Znajdz boki trapezu.
Wskazowka: Srodek okregu wpisanego w trapez nalezy do dwusiecznej kata BAD, a poniewaz
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trapez jest rownoramienny, wiec Srodek tego okregu nalezy jednoczeénie do symetralnej pod-
staw trapezu.

Szkic rozwigzania. Niech DK bedzie wysokoscig trapezu poprowadzong z wierzchotka D. Niech
O bedzie srodkiem okregu wpisanego w trapez (punkt przeciecia dwusiecznych katéw trapezu),
a L rzutem protopadtym punktu O na prostg AB.

D C

Oo

Z tréjkata OAL mamy
OL 1
% =sin30° = 5 zatem |OL|=1,
1|AB
L > I c0s30°, zatem  |AB|=4-cos30° =2V3.
W tréjkacie AKD mamy:
|AK] o
ctg 60
IDK| ~ %
IAK| = IDKIZ = 2j01]- £ = 288
oraz
JAK] JAK| _4V3
2~ cos60°,  zat AD ===
AD| cos zatem |AD| = T 3

W trapez ten wpisano okrag zatem |AB| + |CD| = 2|AD| = ?, przy czym |AB| = |CD| + 2|AK].
Stad

By

ocDj+2- 28 = 2. 2

2-
co- 48

UJ‘
N~ ~
“[s,

4v3
3
8

&

Odpowiedz: |AB| = 23, |CD| = 22, |AD| =



Zadanie 11. Na stole utozono cztery monety tak, ze kazda dotyka dwéch sgsiednich. Udowod-
nij, ze $rodki tych monet sg wierzchotkami czworokata, w ktéry mozna wpisa¢ okrag, a punkty
stycznoéci sg wierzchotkami czworokata, na ktérym mozna opisa¢ okrag.

Wskazéwka: Pierwsza cze$¢ zadania wynika wprost z twierdzenia 1. Dla dowodu drugiej cze-
Sci zadania wystarczy pokaza¢é, ze symetralne bokéw mniejszego czworokata przecinaja sie w
jednym punkcie (jako dwusieczne katéw wewnetrznych wiekszego czworokata).

Szkic rozwigzania. Oznaczmy Srodki tych monet przez A, B, C, D, ich promienie odpowiednio
przez ra, tg, rc, tp. Ze stycznosci tych monet wynika, ze

|AB| =7Tp+ 7B, |CD| =7rc+71p, |AD| =ra+7D |BC| =7rg+r1c.

Zatem
|AB| + |CD| = |AD| + |BC|

z twierdzenia 1 wynika, ze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag.

Punkty stycznoéci monet oznaczmy przez P, Q, R, S. Srodek okregu wpisanego w czworokat
ABCD jest punktem przeciecia dwusiecznych katéw czworokata ABCD. Dwusieczne katéw we-
wnetrznych czworokata ABCD sg symetralnymi bokéw czworokata PORS (wynika to z réwno-
ramiennosci tréjkatéw). Zatem symetralne bokéw czworokata PQRS przecinajg sie w jednym
punkcie, stad mozna na tym czworokacie opisaé okrag.

Zadanie 12. ZnajdZ promieri okregu wpisanego w romb o polu P = 840, gdy dany jest stosunek

dtugosci przekatnych 21 : 20.

Wskazowka: Skorzystaé ze wzoréw na pole rombu wyrazone odpowiednio za pomocg jego prze-

katnych i za pomoca jego wysokosci i podstawy.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy dlugos$é boku rombu przez a, dlugosci przekatnych przez d; id,, a

promien okregu wpisanego w romb przez r. Z warunkéw zadania mamy Z—l =0 stad d; = %gz,
2

a pole P = 840. Pole rombu mozna wyznaczy¢ za pomocg WZorow:

P:@, P=a-h=2ar.
2
Zatem
de P
_ 20" _L
840 = =5 r 5

dy =40 dy =42.

Dtugos¢ a boku rombu wyznaczymy korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prosto-
katnego utworzonego przez bok i przekatne rombu.

@ = () 1 (8) =20 2 =s

stad a=29.

Stad
_ 840 420
2.29° 29°

C 14 . _ 420
Odpowiedz: r = 35



Zadanie 13. Podstawy trapezu réwnoramiennego ABCD wynoszg |AB| = 16, |CD| = 12, a wyso-
kos¢ 14. Znalez¢ promienh R okregu opisanego.
Wskazowka: Skorzystaé z twierdzenia sinuséw, patrz rozdziat Twierdzenie sinuséw i cosinuséw.

Szkic rozwigzania. Skorzystamy z twierdzenia sinuséw.

Jedli przez DK oznaczymy wysoko$¢ trapezu opuszczong z wierzchotka D na bok AB, to

1
|KA| = §(|AB| —|CD)J) = 2. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata KAD

IAD| = |[KAR + |[KDP2 = V22 + 142 = 10 V2.
Okrag opisany na trapezie ABCD jest jednocze$nie opisany na tréjkacie ABD. Stad dla jego Sred-
nicy 2R = smligIAD' Jednoczesnie z tréjkata AKD mamy
IDK| 14 72
ADI10v2 10
oraz |BD| = 14V2 (przekatna w kwadracie). Zatem

142
R=—==20.
10

sin {BAD =

Odpowiedz: R = 10

Zadanie 14. Srodek okregu o promieniu 13, opisanego na trapezie, jest oddalony od podstaw
tego trapezu o 5 i 10. Obliczy¢ pole tego trapezu.

Wskazowka: Rozwazy¢ przypadki, gdy érodek lezy wewnatrz i gdy lezy na zewnatrz trapezu.
Szkic rozwigzania. Pierwszy przypadek: gdy $rodek okregu lezy wewnatrz trapezu.

Wtedy wysoko$¢ trapezu wynosi 5 + 10 = 15

Promienie okregu tworzg z podstawami a i b trapezu dwa tréjkaty réwnoramienne o ramionach
diugosci 13. Zatem z twierdzenia Pitagorasa mamy:

(&) +52 =13, (L) +102=13,
a=24, b=2v69.

Wowczas b
p= %45: 15(12 + V69).
Drugi przypadek: gdy $rodek okregu lezy na zewnatrz trapezu.
Wtedy wysokos¢ trapezu jest rtéwna 10 — 5 = 5. Wéwcezas pole wynosi P = 5(12 + V69).
Odpowiedz: P = 15(12 + V69) lub P = 5(12 + V69)

Zadanie 15. Na kole o promieniu dtugosci r opisano trapez réwnoramienny o najmniejszym
polu. Znalez¢ jego katy.

Wskazowka: Wyrazi¢ pole trapezu za pomoca sinusa kata lezacego przy podstawie trapezu.
Szkic rozwigzania. Oznaczmy kat przy wierzchotku A jako «, oczywiscie a € (0, 1), a dtugosc ra-
mienia trapezu przez c. Poniewaz suma dtugosci podstaw trapezu wynosi 2c, wiec pole trapezu
Wynosi




Poniewaz a € (0, 7t), zatem pole P przyjmuje najmniejsza warto$¢ dla kata a = 7. Stad trapezem
o minimalnym polu opisanym na okregu jest kwadrat.

Odpowiedz:a ==y =06= g

Zadania domowe

Zadanie 16. Kwadrat ABCD wpisano w okrag o promieniu R > 0. Wykaza¢, ze dla dowolnego
punktu M, lezagcego na okregu, zachodzi réwnosé: [MA|* + IMBJ? + IMC|* + IMDJ? = 8R2.
Wskazowka: Rozwazy¢ dwa tréjkaty prostokatne o wierzchotku M # A, B, C, D, wsparte na $red-
nicach okregu wyznaczonych przez wierzchotki kwadratu. Je$liM = AlubM = BlubM = C
lub M = D rozpartujemy jeden tréjkat i dodatkowo Srednice.

Zadanie 17. Uzasadnij, ze jesli sSrodkiem okregu, opisanego na pewnym czworokacie, jest punkt
przeciecia przekatnych, to czworokat ten jest prostokatem.
Wskazowka: Katy wewnetrzne tego czworokata sg proste, jako wsparte na $rednicy okregu.

Zadanie 18. Podstawy trapezu réwnoramiennego sa rowne |AB| = 24, |CD| = 10, promieri okre-
gu opisanego wynosi R = 13. Znajdz wysokos¢ trapezu wiedzac, ze $rodek okregu opisanego
lezy wewnatrz trapezu.

Wskazéwka: Z wtasnosci okregu opisanego na czworokacie wynika, ze srodek tego okregu lezy w
punkcie przeciecia symetralnych jego bokéw. Zatem w przypadku trapezu réwnoramiennego,
srodek okregu opisanego nalezy do symetralnej jego podstaw.

Odpowiedz: H = 17

Zadanie 19. Na okregu opisano trapez réwnoramienny ABCD. Oblicz stosunek dtugosci ramie-
nia tego trapezu do jego obwodu.

Wskazowka: Skorzystaé z twierdzenia 1.

Odpowiedz: k = 1

Zadanie 20. Znajdz promien okregu wpisanego w trapez réwnoramienny ABCD o podstawach
|AB| = 81i|CD| = 2.

Wskazéwka: Skorzystac¢ z twierdzenia 1.

Odpowiedz: r = 2

Zadanie 21. Znajdz promieri okregu wpisanego w trapez réwnoramienny o obwodzie L = 16
oraz kacie ostrym 30°.

Wskazéwka: Skorzystaé z twierdzenia 1.

Odpowiedz: r =1

Zadanie 22. W trapezie réwnoramiennym ABCD kat ADC wynosi 120°, a odlegtoé¢ wierzchotka

D od érodka okregu wpisanego jest réwna |OD| = 2 V3. Znajdz dtugoéci bokéw trapezu.
Wskazowka: Odcinek OD lezy na dwusiecznej kata ADC. Punkt O lezy na symetralnej podstaw
trapezu.

Odpowied?: |AB| = 6 V3, |CD| = 23, |BC| = |AD| = 4V3
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