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Teoria

Na poczatku przypomnimy kilka szkolnych definicji i twierdzer dotyczacych wielomianéw.
Autorzy podrecznikéw szkolnych podajg rézne definicje wielomianu - dla jednych wielomian,
to funkcja ; dla drugich wielomian, to suma jednomianéw, a jeszcze dla innych wielomian jest
wyrazeniem algebraicznym. Na wyktadzie z algebry ustyszycie Paristwo, Ze wielomianem nazy-
wamy cigg nieskoficzony o prawie wszystkich wyrazach réwnych zero, a dodawanie i mnozenie
wielomianéw bedzie okreslone jako dodawanie i mnozenie ciggéw. Takie podejscie okaze sie
naturalnym, bo przeciez dodajac lub mnozac wielomiany, wykonujemy te operacje na wspét-
czynnikach tych wielomianéw. Podobnie przy mnozeniu wielomianu przez liczbe.

Definicja 1. Funkcje f: R — R okre$long wzorem

f(x) = ax" + ay_q "

+...+a1x + 4y,

dla dowolnego x € R, gdzie a,,a,-1,...,41,40 s ustalonymi liczbami rzeczywistymi i a, # O,
nazywamy wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x. Liczby a,,, a,-1, . . ., a1, a0 nazy-
wamy wspoétczynnikami wielomianu f, wspétczynnik ap nazywamy wyrazem wolnym. Stopient
wielomianu f oznaczamy st(f) lub deg(f). Wielomianem zerowym nazywamy funkcje f(x) = 0
dla kazdego x € R. Przyjmujemy dodatkowo, Ze stopient wielomianu zerowego jest réwny —oo.

Wielomiany stopnia zero nazywamy wielomianami stalymi; wielomiany stopnia pierwsze-
go, drugiego nazywamy odpowiednio liniowymi (funkcje liniowe) lub kwadratowymi (funkcje
kwadratowe). Zbiér wszystkich wielomianéw o wspéiczynnikach rzeczywistych zmiennej rze-
czywistej x oznaczamy przez R[x].

Dwa wielomiany f i g sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i ich wsp6t-
czynniki przy tych samych potegach zmiennej x s3 réwne. Wobec tego wielomian

f(x) = a,x" +a,_1x" VLt aix+ag jest wielomianem zerowym, gdy a, = a,-1 =... =a; = a9 = 0.
Suma i iloczyn wielomianéw jest wielomianem i jesli st(f) = m, st(g) = n, to st(f + g) < max(m, n)
oraz st(f - g) =m+n.

Niech c € R. Liczbe f(c) = a,c" + Ap_1C" Y+ .+ aic + ag nazywamy wartoécig wielomianu f w
punkcie c.

Twierdzenie 1. Niech f i g bedg wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych, przy czym g nie jest
wielomianem zerowym. Istniejg wtedy jednoznacznie wyznaczone wielomiany q i v o wspdfczynnikach
rzeczywistych takie, Ze dla kazdego x € R spetnione sq warunki:

(@) f(x) = q(x) - g(x) +7(x),

(b) stopient wielomianu r jest mniejszy od stopnia wielomianu g.

Wielomian g nazywamy ilorazem, a r resztg z dzielenia wielomianu f przez g. Jesli r jest
wielomianem zerowym, to wielomian f jest podzielny przez wielomian g. Latwo zauwazy¢, ze
reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x — c) jest réwna f(c).

Przyklad 1. Wykonaj dzielenie wielomianu f(x) = x* — x® — 34x? + 57x — 21 przez wielomian
g(x) =x%—6x+3.
Rozwiazanie: Mamy



x2  +5x -7
-x>  =34x> +57x -21) : (x> —6x +3)
-t 4+6x3 322
5x3  —37x* +57x 21
—5x3  430x> —15x
—7x2  +42x 21
7x*  —42x 421

W tym przypadku reszta z dzielenia wielomianu f przez wielomian g jest réwna zero (jest wielo-
mianem zerowym), a wiec wielomian f jest podzielny przez wielomian g. Mamy wiec réwnos¢:

xt — 3 —34x% + 57x — 21 = (x® — 6x + 3)(x? + 5x — 7).

Na poczatku XIX wieku angielski matematyk W.G. Horner podat algorytm stuzacy do wy-
znaczania ilorazu i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian (x —a). Algorytm ten nazywa
sie czesto schematem Hornera.

Lemat 1. (schemat Hornera) Niech f(x) = a,x" + a,-1x"™' + ... + a1x + ao bedzie wielomianem o
wspdtczynnikach rzeczywistych i niech a € R. Niech g(x) = bu_1X" ' + byox™ 2 + ... + byx + by bedzie
ilorazem z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x — a). Wtedy wspétczynniki wielomianu g spetniajg
zaleznosci:

bp1=a, , by=ar1 +a-bry dlak=0,1,2,...,n—2,areszta jest réwnar =ay+a-by.

Definicja 2. Liczba rzeczywista a jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy

f(@)=0.
Pierwiastek wielomianu f stopnia 7 jest wiec rozwigzaniem réwnania wielomianowego

1

At +a, X"+ +mx+ag=0.

Dla n = 2 otrzymujemy funkcje kwadratowg (tréjmian kwadratowy) postaci
f(x) =ax*+bx+c, a#0.

Liczbe A = b? — 4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego.
(a) Jesli A <0, to tréjmian kwadratowy nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
(b) Jesli A > 0, to tr6jmian kwadratowy ma dwa rne pierwiastki rzeczywiste okre$lone wzorami
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Mamy wtedy  ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2). Jest to tzw. postac iloczynowa tréjmianu
kwadratowego.
(c) Jesli A =0, to tréjmian kwadratowy ma pierwiastek dwukrotny (podwoéjny) dany wzorem

-b

X12 = 7 -
2a

Mamy wtedy ax? + bx + ¢ = a(x — x1)%.



Np. dla tréjmianu kwadratowego f(x) = 2x> =7x+3 mamy A=25, x =1, x =3
oraz 2x* —7x+3=2(x-1)(x-3).
Przy rozwigzywaniu réwnarn i nieréwnosci kwadratowych przydatne sg tzw. wzory Viete’a.

Lemat 2. Jesli A > 0ix1, xo sq pierwiastkami réwnania kwadratowego a2 +bx+c=0,to prawdziwe
sq réwnosci

C
X1+Xp=— , X1:-Xp=— .
a a

Definicja 3. Niech k € N. Liczba rzeczywista a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f wte-
dy i tylko wtedy, gdy wielomian f jest podzielny przez (x—a)* i nie jest podzielny przez (x—a)*!.

Np.dla wielomianu f(x) = (x + 2)*(x — 5)*(x> + 7) liczba —2 jest trzykrotnym pierwiastkiem,
a liczba 5 jest dwukrotnym pierwiastkiem.

Twierdzenie 2. (Bezoute’'n) Liczba rzeczywista a jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest podzielny przez dwumian (x — a), tzn. f(x) = (x —a) - g(x).

Dowéd: (=) Zalézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu f. Wtedy f(a) = 0. Na mocy
wczedniejszego twierdzenia istniejg wielomiany g i r, takie ze

f@) = (x—a)- g(x) +r(x),

gdzie st(r) = 0lub r(x) = 0, tzn. r jest wielomianem statym (liczbg rzeczywista) lub wielomianem
zerowym. Otrzymujemy stad
0= f(a) = (a—a)- g(a) + r(a). Zatem r = 0, co oznacza, ze (x — a) jest dzielnikiem f.
(<) Zakladamy teraz, ze wielomian f jest podzielny przez dwumian (x — a). Istnieje wiec taki
wielomian g, ze f(x) = (x —a) - q(x). Stad f(a) = (a —a) - q(a) = 0 - g(a) = 0, wiec liczba a € R jest
pierwiastkiem wielomianu f .

Niech f bedzie wielomianem o wspétczynnikach caltkowitych. Wszystkie pierwiastki tego
wielomianu, ktére sg liczbami catkowitymi lub liczbami wymiernymi, mozemy fatwo wyzna-
czy¢, korzystajac z ponizszego lematu.

Lemat 3. Niech f(x) = a,x"+a,-1x"" ' +. . .+a1x+ag bedzie wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych
takim, ze a, # 0iag # 0. Wowczas,

(a) jesli liczba catkowita c jest pierwiastkiem wielomianu f to c jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag ;
(b) jesli utamek nieskracalny :77 € Q jest pierwiastkiem wielomianu f, to p jest dzielnikiem ay i q jest

dzielnikiem a,,.

Lemat 4. Niech n € N. Wielomian n-tego stopnia o wspélczynnikach rzeczywistych ma co najwyzej n
pierwiastkow.

Na zakoriczenie warto przytoczy¢ twierdzenie o rozktadzie dowolnego wielomianu o wspét-
czynnikach rzeczywistych na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

Lemat 5. Kazdy wielomian f o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n mozna zapisa¢ w postaci
f) =clx—x1) .- (x—x)(P +arx+by) ... (¥ +ax +b),

gdzie ¢, x1,...,%s,a1,...,a,b1,...,bs €R, c #0 oraz n=s+2t , awielomiany
Z+ax+b;, i=1,2,...,t nie majg pierwiastkow rzeczywistych.
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Zadania na zajecia

Zadanie 1. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f(x) = x* + 4x> + x> + 2x + 3 przez
wielomian g(x) = x> + x — 1.

Zadanie 2. Nie wykonujac dzielenia, oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f przez dwu-
mian g, jesli f(x) = x* —4x® = 7x? +3x =20 , g(x) =x+2.

Zadanie 3. Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian (x+4) jestréwna 4 , a przy dzieleniu
przez (x —2) jest rtéwna —2 . Oblicz reszte z dzielenia wielomianu f przez tréjmian kwadratowy
(x> +2x—8).

Zadanie 4. Wyznacz calkowite wartosci parametru a, dla ktérych wielomian
f(x) =23 +ax?> —a’x + 1 ma dwa rézne pierwiastki catkowite.

Zadanie 5. Rozwigz réwnanie: x* —7x> +18x2 —20x+8 =0.

Zadanie 6. Rozwigz réwnanie: x° +2x* —31x> +28 = 0.

Zadanie 7. Rozwigz nieréwnosé: x* + x* = 7x2 — x + 6 < 0.

Zadanie 8. Rozwigz nieréwno$é: (1 — 2x)3(3x +2)%(x — 1) > 0.

Zadanie 9. Dla jakich warto$ci parametru m pierwiastki x; i x, réwnania

mx m+1
+ =x+1

m-—1

spelniaja nierownos¢: -+ £ <2m+1 ?
Uwaga 1. Jesli tego typu zadania byly (bedq) rozwigzywane w temacie “Funkcja kwadratowa”,to
zadanie to nalezy poming¢.

Zadanie 10. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu f(x) = 2x* +3x> —x?> + 4x —5 przez
wielomian g(x) = x> +3x —2.

Zadanie 11. Rozwigz réwnanie: 16x* —24x* -2x+3=0.
Zadanie 12. Rozwigz réwnanie: x* +3x> +4x?> + 6x+4=0.
Zadanie 13. Rozwigz réwnanie: x'> — x12 —x” + x6 = 0.
Zadanie 14. Rozwigz nier6wnosé: 2x> — 5x2 — 2x + 5 > 0.

Zadanie 15. Rozwigz nier6wnosé: (12x° — 16x% + 7x — 1)19(=10x% + 3x + 1)° > 0.

Zadania domowe
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Zadanie 16. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
(m+1)x*—4dmx+m+1=0

ma dwa rézne pierwiastki dodatnie ?

Zadanie 17. Wyznaczy¢ takie liczby a i b, aby wielomian f(x) = x* - 3x® + 6x% + ax + b byl
podzielny przez dwumian (x* — 1) .

Zadanie 18. Rozwiaz réwnanie: x* +4x> —18x* - 12x+9=0.
Zadanie 19. Rozwigz nieréwnos¢: (x — 4)(x? + 5x — 6)(—x> + 2x + 1) < 0.

Zadanie 20. Rozwigz nier6wnosé: —x* + 5x> —5x2 —x +2 > 0.

Odpowiedzi:
112, g(x)=x*+3x-1, r(x) =6x+2
1.14. g(x) = x> —6x>+5x—7 oraz r=—6.
1.15. r(x) = —x.
1.16. a=-1.
1.17. x; =1ix, =2 - pierwiastek trzykrotny .
1.18. x € {x1,+2)}.
1.19. xe(-3,-1)U(1,2).
1.20. x € {-3;1}.
121 me (-}, -1)U(, 1)
1.23. g(x) =2x* - 3x+ 12, r(x) = -38x+ 19.
124. x=1lubx=3.
1.25. x=—-1lubx=-2.
1.26. x = 0-szesciokrotny ; x = 1-dwukrotny ; x = —1.
1.27. x€(-1,1)U(3;+).
1.28. x € (-1 H\{3).
1.29. me (-0, —1)U(1, o0) .
1.30. a=3,b=-7.
131 xy=-1,x%=3,x=-3-2V3, 2 =-3+2V3.
1.32. xe(-6,1— V2)U(1,1+ V2)U (4, +)).
1.33. x € [3=07, 317
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