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Teoria

Twierdzenie 1. Twierdzenie sinuséw (twierdzenie Snelliusa).
W dowolnym tréjkgcie stosunek dtugosci dowolnego boku do sinusa kgta lezgcego naprzeciw tego boku
jest staty i réwny dlugosci Srednicy okregu opisanego na tym tréjkgcie.
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Dowéd tego twierdzenia przeprowadzimy, uzasadniajac, ze 51— = 2R.
Rozpatrzymy trzy przypadki.
Przypadek I:  jest katem prostym.
Przypadek II: a jest katem ostrym.
Przypadek III: a jest katem rozwartym.
Przypadek I:

1. a jest katem prostym, z zalozenia,
2. BC jest $rednicg okregu opisanego na tréjkacie ABC, stad |BC| = 2R,
3.a=2R,

4.sina =sin90° = 1, zatem - = 2R, c.n.d.




Przypadek II:

Poprowadzmy $érednice A;B i zauwazmy, ze:
1. |[£BAC| = |£BA1C| = a, jako katy wpisane w koto oparte na tym samym tuku;

a

2.sina = 3%, z okreSlenia sinusa kata @, zatem sifm =2R c.n.d.

Przypadek III:

PoprowadZmy $rednice A;B i zauwazmy, Ze:

1. |£A1CB] jest prosty, jako kat wpisany w koto oparty na pétokregu,

2.|£CA1B| = 180° — a, jako kat wpisany w koto oparty na tuku CAB dopelniajacym tuk CA;B do
okregu,

3. AA;BC jest prostokatny o przeciwprostokatnej A1B i|A;B| = 2R,

4. sina = sin(180° — @) = 5%, zatem S = 2R cn.d.

sina

Udowodnilismy zatem, Ze niezaleznie od tego, czy «a jest katem ostrym, prostym, czy roz-

wartym, to z— = 2R.

: 2 42 b _ c  _
Tak samo przeprowadza si¢ dowody réwnosci 5z = 2R oraz 5 = 2R.

Przykltad 1. Obliczmy dlugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC, zaktadajac, ze
a=4V7icosa = —g.
Mozemy skorzystaé z twierdzenia sinuséw, ale wczesniej nalezy obliczy¢ sin a. Ze wzoru jedyn-
kowego otrzymujemy:

V2

7
sina=1-cos’a=1-(- 3 )2=§, skad
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V7

sina = 3 Vsinag = ——.

3

Poniewaz «a jest katem tréjkata, to a € (0, 7t), zatem sina > 0, wiec musi by¢ sina = g Korzy-
stajgc teraz z twierdzenia sinuséw, obliczamy, ze *— = 2R, skad R = 55— = 424(7 =6.
3

Promieni okregu opisanego na tréjkacie ABC ma diugosc 6.

Przyklad 2. Z wierzchotka A tréjkata ABC, ktérego boki majg diugosé a, b i ¢, poprowadzono
potprosta przecinajgca bok BC w punkcie D. Podzielita ona dany tréjkat na dwa tréjkaty. Wyka-
zemy, ze stosunek promieni okregéw opisanych na obu tych tréjkatach nie zalezy od kata, jaki
tworzy ta pétprosta z bokiem BC.

Oznaczmy |£ADB| = 0. Ri-promien okregu opisanego na tréjkacie ABD, R,- promien okregu
opisanego na tréjkacie ADC. Z twierdzenia sinuséw dla tréjkagta ABD mamy: Ry = 55—. Za-
uwazmy dalej, ze |[{ADC| = 180° — 6 (jest to kat przylegly do kata ADB). Stosujac twierdzenie

sinuséw dla tréjkata ADC, dochodzimy do wniosku, ze

b b Ri 555 _C
Ry = = . Zatem —L =200 - °
27 25in(180°—0)  2sind " Ry L b

a wiec stosunek ten zalezy tylko od dtugosci bokéw b i c.

Przyklad 3. Wykazmy, ze jezeli a, f s miarami katéw tréjkata, to sin(a + ) < sina + sin 8.
Z twierdzenia sinuséw mamy:

a b c c
=2R, —— =2R =
sina " sinp oraz sin[180° — (@ + B)]  sin(a + B)

= 2R, skad

. a . b . c
sina = —, sinf = — oraz sin(a+p) = —.
2R P 2R @+F) 2R
Mamy zatem:
sin(a + ) < sina +sinf © << i+£ ©c<a+b
2R 2R 2R )
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa w kazdym tréjkacie, gdyz zawsze suma diugosci dwoéch
bokéw jest wieksza od diugosci boku trzeciego. Zatem rowniez prawdziwa jest rownowazna jej
nieréwnosé, wystepujaca w tezie, co koriczy dowdd.

Korzystajgc z twierdzenia sinuséw fatwo udowodnié twierdzenie o dwusiecznej kata w tréj-
kacie:



Twierdzenie 2. Twierdzenie o dwusiecznej kgta w tréjkgcie.
Duwusieczna kgta wewnetrznego w tréjkqgcie dzieli przeciwlegty bok proporcjonalnie do dfugosci pozosta-
tych bokéuw.

|AD| _ |AC|

IDB| ~ |BC|
Twierdzenie 3. Twierdzenie cosinusow (twierdzenie Carnota).
W dowolnym tréjkgcie kwadrat dtugosci dowolnego boku jest réwny sumie kwadratow dtugosci pozosta-
tych bokéw, pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokéw i cosinusa kqta zawartego miedzy
nimi:

a* =b* +c* —2bccosa
b* = a* + ¢® — 2accos
? =a*+b* - 2abcosy

Uwaga 1. W szczeg6lnym przypadku, gdy tréjkat jest prostokatny iy jest katem prostym, twier-
dzenie to sprowadza sie do twierdzenia Pitagorasa, poniewaz cosinus kata prostego jest rowny
zero, czyli

A =a*+1?

Dowdéd.
Przypadek I: y jest kagtem prostym.




Twierdzenie cosinuséw to uogélnienie twierdzenia Pitagorasa dla dowolnego tréjkata. Jezeli
kat 7 jest prosty, to cosy = 01 ¢? = a? + b2

Przypadek II - y jest katem ostrym.

Przyjmujemy oznaczenia jak na powyzszym rysunku.

Mamy kolejno:

1. Punkt D jest spodkiem wysokosci BD tréjkata ABCi|BD| = h,

2. Korzystajac z zaleznosci w tréjkacie prostokatnym CDB, obliczamy: siny = %, stad
h=asiny, cosy ="%,zatemm =acosyin=|b—m|=|b—acosy|

3. Boki tréjkata prostokatnego ABD majg dlugosci: c, asiny, |b —acosy|.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokgtnego ADB otrzymujemy:

c? = (asiny)? + (b —acosy)?, stad

2 = a?sin’y + b? — 2abcosy + a*cos?y = a’(sin®y + cos?y) + b? — 2abcos ) i ostatecznie ¢? =
a% + b* — 2abcos y, c.n.d.

Przypadek III -y jest katem rozwartym.

Oznaczenia jak na ponizszym rysunku.

Mamy kolejno:

1. Punkt D (spodek wysokosci BD) nalezy do przedtuzenia boku AC, |[BD| = h.

2. W tréjkacie prostokatnym CBD kat 6 jest réwny 180° — y, wobec tego sin(180° — y) = ;
poniewaz sin(180° — y) = siny, to h = asin’y, cos(180° - y) = Z; poniewaz

cos(180° — y) = —cos y, to m = —acosy, stad otrzymujemy n =m +b =b—acosy.
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3. Boki tréjkata prostokatnego ABD majg dtugosci: ¢, asiny, b —acosy.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prostokatnego ABD, otrzymujemy:
2 = (asiny)? + (b —acosy)?, stad

c? =a?sin®y + b? — 2abcosy + a® cos? y = a*(sin® y + cos?y) + b? — 2abcos y

i ostatecznie ¢* = a? + b* — 2abcosy, c.n.d.

Zatem, niezaleznie od tego, czy  jest katem ostrym, prostym, czy rozwartym, to ¢* = a* + b* —
2ab cos y.

Z twierdzenia cosinuséw wynika, ze jezeli znamy dtugosci wszystkich bokéw tréjkata, to
mozemy obliczy¢ cosinusy wszystkich jego katéw. I tak

b? + 2 —a?

oS ="
g a2+ c% - b?
cosf=———
2ac '

a2+ -
COSVE"om

Zauwazmy tez, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkataia < b < ¢, to miary katéw
tréjkata spelniajg warunek o < f < yi

jezeli cosy > 0, to tréjkat jest ostrokatny,

jezeli cos y = 0, to tréjkat jest prostokatny,

jezeli cos y < 0, to tréjkat jest rozwartokatny.

Przyklad 4. W tréjkacie dane sg dtugosci bokéw: a = 5, b = 4 oraz y = 150°. Obliczmy diu-
gos¢ trzeciego boku tego tréjkata i dtugos¢ promienia opisanego na nim okregu. Z twierdzenia

cosinus6w wynika, ze c? = a% + b? — 2ab - cos 150°. Poniewaz cos 150° = —%g, otrzymujemy:

2 =41+21V3, skad

c = /41 +20V3.

Skorzystamy teraz z twierdzenia sinuséw: —= = 2R, a poniewaz sin 150° = 1, wiecR = c.

Przyklad 5. Dany jest tréjkat o bokach dtugoscia =4, b =5, c = 7. Czy jest to tréjkat ostrokatny,
prostokatny, czy rozwartokatny?

Gdyby tréjkat ten byt prostokatny (ewentualnie rozwartokatny), to kat prosty (rozwarty) musiat-
by leze¢ naprzeciwko najdiuzszego boku. Wystarczy zatem rozwazy¢ kat lezacy naprzeciwko
boku dtugosci c. Mozemy to zrobié, korzystajac z wniosku z twierdzenia cosinuséw:

a2+ b -2 1
e -

askoro cosy < 01iy € (0,180°), to kat y jest rozwarty. Zatem jest to tréjkat rozwartokatny.

Przyktad 6. W réwnolegtoboku kat ostry ma miare 60°, a stosunek kwadratu dtugosci krét-
szej przekatnej do kwadratu diugosci dtuzszej przekatnej wynosi 19 : 39. Obliczymy stosunek
diugosci bokéw réwnolegtoboku.



Oznaczmy przez a i b dlugosci krétszego i dtuzszego boku réwnolegtoboku, zas przez dq i d; -
odpowiednio dlugosci jego krétszej i dtuzszej przekatnej. Po zastosowaniu twierdzenia cosinu-
séw do tréjkata ABD otrzymujemy:

d = a® + b* — 2ab - cos 60° = a* + b* — ab.
Podobnie, z tréjkata ABC (|LABC| = 120°) na mocy twierdzenia cosinuséw:
d3 = a* + b* — 2ab - cos 120° = a® + b* + ab.

Zatem z warunkéw zadania: )
d_1 a4+ —ab 19
d? T2+ +ab 39

Poszukujemy stosunku 7 (lub g, co na jedno wychodzi). Aby go policzzlc’, podzielmy licznik i
(2412
(§)2+1+§

teraz t = £. Ostatnie réwnanie przyjmuje posta¢ 5741 = B3 skad 102 - 29t + 10 = 0, zatem
A = 441, \/Z =21;t = % Vit = g Poniewaz a < b, wiec t < 1, zatem drugie rozwigzanie
odrzucamy.

2

Szukany stosunek bokéw wynosi .

mianownik lewej strony naszego réwnania przez b*. Otrzymujemy: = 1. Oznaczmy

Przyklad 7. Trzy cieciwy okregu o promieniu dtugosci R tworza tréjkat wpisany w ten okrag.
Dtugosci dwéch tych cieciw wynosza & i R V3. Wyznaczymy dlugosé trzeciej cieciwy.

[CIR=vINe]

€>/€



IABl _
siny
2R, skad wobec faktu, ze |[AB| = R V3, otrzymujemy flr‘l/yg = 2R, a wiecsiny = %5 Poniewaz y
jest katem tréjkata, wiec ostatnia réwnos¢ moze zachodzi¢ dla y = 60° lub y = 120°. Rozwazmy
zatem dwa przypadki:

Na mocy twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC:

1)y = 60°

Oznaczmy dlugosc¢ szukanej cieciwy BC przez x. Zauwazmy, ze (z twierdzenia sinus6w)

R\? R
(R\/§)2:(E) +x2—2-x~5-cos60°

skad otrzymujemy réwnanie: 4x? — 2xR — 11R? = 0
A =180R?, VA = 6 V5R; x; = U208 5, - (330K

Pierwsza z tych liczb, jako ujemna, nie spetnia warunkéw zadania. Zatem w tym przypadku
(1+3V5)R
—

diugos¢ trzeciej cieciwy wynosi:
2)y =120°
Postepujac analogicznie, otrzymujemy tym razem réwnanie:

R\? R
(RV3)2 =(E) +x2—2-x-§-C05120°, skad 44 + 2xR — 11R? = 0.

Ostatnie réwnanie spetniajq liczby x3 = _(Hi\/g)R ixg =G ‘/i_l)R .

Pierwsza z nich jest ujemna, zatem w tym przypadku dtugo$¢ trzeciej cigciwy wynosi:
(1+3V5)R lub © V5-1R
;. i -

(3V5-1R
—_

Trzecia cieciwa moze mie¢ dtugosé

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Majac dane dtugoéci a, b bokéw tréjkata ostrokgtnego ABC oraz diugosé R promienia
okregu opisanego na tym tréjkacie, oblicz sinusy katow oraz diugos¢ trzeciego boku tréjkata.
Wykonaj obliczenia, gdya = 6,b =10, R = 8.

Wskazowka: Skorzystac z twierdzenia sinusow.

Szkic rozwigzania. Sporzadzamy rysunek. Korzystajac z twierdzenia sinuséw mamy:

- =2R

sina

,6 =16

sina

sina—E
)

Analogicznie dostajemy sin § = g. Znajdziemy teraz miare kata y.

339 + 555

siny = sin(180 — (o + B)) = sina cosf + sinfcosa = o

Bok c =2Rsiny = M.

iods simy = 2 GnB =5 gy — 3¥39+5V55 . _ 3V39+5V55
OdpowiedZ: sina = §,sinff = 3,siny = o, C= Y

Zadanie 2. W tréjkacie ABC bok |AB| = ¢ = 12, bok |BC| = a = 10, bok |CA| = b = 6. Dwusieczna
kata ACB przecina bok AB w punkcie D. Oblicz diugosci odcinkéw AD i BD.
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Wskazowka: Skorzystac¢ z twierdzenia sinuséw oraz faktu, ze dwusieczna kata dzieli go na dwa
katy przystajace, a suma katéw przylegtych wynosi 180°.

Szkic rozwigzania. Sporzadzamy rysunek. Katy zaznaczone na rysunku jako y sa réwne, bo CD
jest dwusieczng (dwusieczna dzieli kat na dwa katy przystajace). Ponadto suma katéw «a i f8
réowna sie 180°. Jest tak dlatego, ze o i § to katy przylegle, a suma katéw przylegtych to kat
potpetny (czyli 180° ). Oznaczmy dodatkowo |[AD| = y, [BD| = x. Zrysunku wynika, ze: x+y = 12.

Rozwazmy tréjkat BCD.
x a

siny  sinf

X = ——sin
 sinf 4
x _siny
a sinf’
Czyli
x _ siny
10~ sinp
Rozwazmy teraz tréjkat ADC.
y b
siny  sina
Y= sina *MY
y _siny
b sina’
Czyli
y _siny
6 sina

Wiemy, Zze katy o i § sg przylegte, czyli o + = 180°. Zatem o = 180° — fisina = sin (180° — ) =
sin . Wobec powyzszego

*_Y

10 6
Dostajemy dwa réwnania 3 = £ oraz x +y = 12. Rozwigzaniem tego ukladu réwnar jest x = 7.5
iy=4.5.
Odpowiedz: x =751y = 4.5.

Zadanie 3. Dany jest tréjkat o bokach a, b, c. Promieri okregu opisanego na tym tréjkacie réwny
jest R. Oblicz pole tego tréjkata.

Wskazéwka: Skorzysta¢ ze wzoru na pole tréjkata P = labsiny, gdzie ai b to dlugosci bokéw
trojkata, a y oznacza kat zawarty miedzy nimi.
Szkic rozwigzania.

Mamy P = labsiny. Z twierdzenia sinuséw siny = . Stad P = 2.
Odpowiedz: P = 4.

Zadanie 4. W tréjkacie ABC mamy dane: dtugosci bokéw AB i AC, dtugo$¢ r promienia okregu
wpisanego oraz miare kata a = [£BAC|. Oblicz: dlugo$¢ boku BC, miary katéw g = |LABC| i
y = |{£ACB]|, pole tréjkata ABC i dlugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC. Wykonaj
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3 _ 4(
obliczenia dla |[AB| = 12, |AC| =8, a = 37,1 = 19482

Wskazowka: P = Paps + Ppcs + Pcas, gdzie S jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Szkic rozwigzania. Pole: P = $bcsina = 24 V2. Z drugiej strony, niech S bedzie srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC. Wtedy

242
—19 - 8\5(&1 + 20).

1 1 1 1
P= PABS +PBCS +PCAS = ElAB|1’+ ElBC|7’+ §|CA|1’ = ET’((Z +b+ C) =

Poréwnujac obydwa wzory znajdujemy a = 208 + 96 V2.

Zadanie 5. Boki AB i AC tréjkata ABC majg odpowiednio dtugoéci 4 i 6 i tworza kat BAC o
mierze 120°. Oblicz dtugosé¢ boku BC tego tréjkata.
Wskazéwka: Korzystamy z twierdzenia cosinuséw.

Odpowiedz: |BC| = V76

Zadanie 6. Znajdz cosinusy katow w tréjkacie ABC, w ktérym |AB| = 7, |BC| = 11, |CA| = 14.
Rozstrzygnij, czy tréjkat jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny.
Wskazéwka: Poniewaz cos § < 0, zatem kat 8 jest rozwarty.

Szkic rozwigzania. Korzystamy trzy razy z twierdzenia cosinuséw.
iods- 67 —13 31
Odpowiedz: cosa = 25,co0s 3 = =2, cosy =

Trojkat jest rozwartokatny.

Zadanie 7. W tréjkacie ABC : |AB| = 15, |BC| = 10, kat |[£ABC| = 30°. Znajdz dtugos¢ srodkowej
poprowadzonej z wierzchotka A.

Wskazéwka: Korzystamy z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ADB, gdzie D jest punktem prze-
ciecia srodkowej poprowadzonej z wierzchotka A z bokiem BC.

Odpowiedz: 54/10 — 33

Zadania dodatkowe

Zadanie 8. Udowodnij twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie.
Wskazéwka: Korzystamy z twierdzenia sinuséw.

Zadanie 9. Z punktu A statek wida¢ pod katem o = 40°, a z punktu B pod katem p = 25°.
Odcinek brzegu pomiedzy punktami A, B ma dtugosé¢ 800 m. W jakiej odleglosci od brzegu
znajduje sie statek?

Wskazéwka: Praktyczne zastosowanie wzoru sinuséw.

800m

10



Szkic rozwigzania. Najpierw wyznaczamy odleglos¢a = |BS|. Poniewazy = 180°-40°-25° = 115°,
wiec ze wzoréw sinuséw

a 800
sind0°  sin115°"
a stad
800 - sin 40°
T Tsinllse
Zatem szukana odleglos¢
J = asin25° = 800 - sin40° - sin 25° 40,

sin 115°
Odpowiedz: d=240 m

Zadanie 10. W tréjkacie ABC, w ktérym |AB| = |BC| = a i |[£ABC| = a, poprowadzono odcinek
AD, gdzie D € BC i pole tréjkata ABD jest dwa razy wieksze od pola tréjkata ADC. Obliczy¢
diugos¢ AD.

Wskazowka: Wykorzystujemy fakt, iz oba tréjkaty majg te samg wysoko$é. Stosujemy wzér z
twierdzenia cosinuséw do tréjkata ABD.
Szkic rozwigzania. Z warunkéw zadania mamy Paapg = 2Paapc, @ poniewaz oba te tréjkaty maja
te samag wysokos¢ h, wiec

1 1
5 BDI-h=2--DC| I,

stad |BD| = 2|DC]. Ponadto |BD| + |DC| = a, wiec |[BD| = %a oraz |[DC| = %a. Stosujac wzér z
twierdzenia cosinuséw do tréjkata ABD mamy

|AD]? = a® + (%a)2 -2a- %a cos a.

Odpowiedz: |AD| = § V13 — 12 cosa

Zadanie 11. W tréjkacie stosunek dlugosci dwéch bokéw réwna sie k, a kat miedzy tymi bokami
jest réwny 60°. Znalez¢ warto$ci tangensa pozostatych katow.

Wskazowka: Stosujemy twierdzenie sinuséw oraz wykorzystujemy podstawowe zaleznosci
trygonometryczne w zadanym tréjkacie.

Szkic rozwigzania. Z treéci zadania a = kb. Na podstawie twierdzenia sinuséw 5 — = Si%ﬁ, skad
sina _ a _ k
sinf — b
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60

Poniewaz a = 120° — 8, wiec sina = sin(120° - ) = B cos B+ 4sing, a uwzglegdma]qc row-

no$¢ sina = ksin , otrzymujemy tg f = 21?r 7 Analoglczrue obliczamy tga = _k Jezelik=1

cosf = 0czyli p = 90° (a wiec a = 30°), natomiast dla k = 2 otrzymujemy tg = g, czyli = 30°
(aa =90°).

Odpowiedz: Jezelik # 1 ik # 2, totga = ];—:/E, tgp = z;f -;jezelik = § lub k = 2 - tr6jkat prostokatny
o katach ostrych 30° i 60°

Zadanie 12. W réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym przyprostokatna ma dtugosc a. Obli-
czy¢ dtugosci odcinkéw, na ktére dzieli ta przyprostokatng dwusieczna kata przeciwlegtego.

y=a-—x

Wskazéwka: Mozliwe sa dwa sposoby rozwigzania zadania. Mozemy wykorzysta¢ fakt, ze
tréjkaty ADC i AED sa przystajace. Pozostate obliczenia dokonujemy poprzez zastosowanie try-
gonometrii do planimetrii.

Szkic rozwigzania. Poniewaz tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec katy przy wierzchotkach A i
B sa réwne i ich miara jest réwna 7.
Pierwszy sposéb. Z tréjkata ADC mamy tg § = 7, czylix = atg .

12t“,skthg8 V2 -1.

2tg
Ze wzoru tg2x = - tg =

Ostatecznie: x = a(V2 — 1), y=a2- V2).

Dr u gisposéb. Z punktu D poprowadzimy prostopadia do AB. Poniewaz tréjkaty ADC i AED
sq przystajace, wigc DE = x. Z tréjkgta DBE mamy -*- = sin 7, stad x = a( V2 -1).

Odpowiedz: x = a( V2-1), y=a2- V2)

otrzymujemy tg 7 =

Zadanie 13. Punkt A lezy wewnatrz obszaru kata o mierze 7. Odleglosci tego punktu od ramion

kata s3 réwne 2 i V3 — 1. Znalez¢ odlegtosé¢ A od wierzchotka kata.
Wskazowka: Zastosowanie podstawowych wzoréw trygonometrycznych w planimetrii.
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Szkic rozwigzania. Oznaczmy odlegltoé¢ punktu A od wierzchotka kata O przez x. Niech |AC| = 2

oraz |AB| = V3-1.Z tréjkata OAB mamy x = Siﬁ’_la) (0 < a < %), aztréjkagta OCA mamy
3

x = =2 Skad

sina

2 V3-1 . o x
sina sin(Z — a)’ czyli (\/5—1)Sma —231n(§ —a).

Stosujac wzoér na sinus réznicy otrzymujemy

1
(V3 —1)sina = 2(§COSO(— Esina),

czyli V3sina —sina = V3cosa — sina, skad tga = 1. Ze wzgledu na warunek 0 < a < z

2
sina

mamy « = 7, zatem sina = g Podstawiajgc obliczong wartoé¢ sina do réwnania x =
otrzymujemy x = 2 V2
Odpowied?: 2 V2

Zadanie 14. Cieciwa dzieli obwéd kota w stosunku 1 : 2. W jakim stosunku dzieli ona pole tego
kota?

Wskazowka: Okredlamy stosunek pola S; wycinka kotowego AOB o promieniu R i kacie $rod-
kowym a pomniejszonego o pole tréjkata rownoramiennego AOB do pola 5.

Szkic rozwigzania. Poniewaz f—; = 1, wiec kat a w tréjkacie AOB stanowi 1 kata pelnego, czyli
a = %” Pole S; jest réwne polu wycinka kotowego AOB o promieniu R i kacie srodkowym

a = &, zmniejszonemu o pole tréjkata réwnoramiennego AOB, czyli S = R — 1R?sin 2.
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Iy

Pole drugiej czesci na jakie cieciwa AB podzielita koto S, = nR?—S,. Zewzoréwna S5, mamy

3 2 2

S RY(Z — 1. %)
S22 Rn-1T+ %)

> d5. An-33
Odpowiedz: P

Zadania domowe

Zadanie 15. Korzystajac z rysunku, oblicz szeroko$¢ kanatu.

a
h

80m

Wskazowka: Praktyczne zastosowanie wzoru sinuséw.
Odpowiedz: = 56,5m

Zadanie 16. Na kole opisano trapez, ktérego jedno ramie ma dlugos¢ 10 i tworzy z podstawag
kat 60°, a drugie tworzy z podstawa kat 30°. Obliczy¢ dtugosc¢ krétszej podstawy trapezu.

Wskazéwka: Aby rozwigzaé zadanie rozpatrujemy dwa przypadki. Wykorzystujemy warunek
konieczny i wystarczajacy na to, aby w czworokat mozna byto wpisaé okrag.

Odpowiedz: 53 — 5 lub 53

Zadanie 17. W tréjkacie réwnobocznym ABC poprowadzono odcinek AD, gdzie D € BC. Wy-

znaczy¢ tangens kata DAB, jezeli wiadomo, ze stosunek pola tréjkata ABD do pola tréjkata ADC
;2

Wynosi 3.
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Wskazowka: Stosujemy wzor sinuséw do tréjkata DAB.

.o _\3
Odpowiedz: tgx = TS

Zadanie 18. Udowodni¢, ze jezeli katy @, f i y pewnego tréjkata spelniajg warunek sin® a +
sin® = sin” , to tréjkat ten jest prostokgtny.

Wskazowka: Oznaczamy przez a, b, ¢ dtugosci bokéw lezacych na przeciw odpowiednich
katéw, a przez R promieri okregu opisanego na danym tréjkacie. Stosujemy twierdzenie sinuséw.

Zadanie 19. Udowodnic¢, ze jezeli dtugosci a, b, c bokéw pewnego tréjkata spelniajg warunek a =
/b + c), to w tréjkacie tym kat a (lezacy naprzeciw boku o diugosci a) jest dwa razy wiekszy
od kata f8 (lezacego naprzeciw boku o dtugosci b).

Wskazéwka: Stosujemy twierdzenie sinuséw oraz wzory na sume i réznice funkgji trygono-
metrycznych.

Zadanie 20. W tréjkacie réwnoramiennym ACB $rodkowe poprowadzone z wierzchotkéw A i
B sa prostopadle. Znalez¢ tangens kata przy wierzchotku C.

Wskazéwka: Znajdujemy Srodek cigzkosci tréjkata AOB. Korzystamy z twierdzenia o $rodko-
wych w tréjkacie. Stosujemy twierdzenie sinuséw.
Odpowiedz: tg2x = 2, gdzie |[{ACB| = 2x
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