Funkcje wymierne
Jerzy Rutkowski

Teoria

Przypomnijmy, ze przez R[x] oznaczamy zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x i o wsp6t-
czynnikach rzeczywistych.

Definicja 1. Funkcja wymierng jednej zmiennej nazywamy funkcje liczbowg, ktérag mozna okre-

§li¢ wzorem postaci f(x) = %

R\ A, gdzie A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu h.

,gdzie g,h € R[x]iprzy tymh # 0. Dziedzing tej funkcji jest zbiér

Uwaga. W powyzszej definicji zapis I # 0 oznacza, ze h nie jest wielomianem zerowym.
Zbiér wszystkich funkcji wymiernych zmiennej x i o wspélczynnikach rzeczywstych ozna-
czamy przez R(x).

Dziatania dodawania i mnozenia funkcji wymiernych okresla sie wzorami:

g k _ gl+hk

7 B R M
§ k _ gk

T T @)

Powyzsze wzory sg takie same jak wzory okreslajagce dodawanie i mnozenie liczb wymier-
nych.
Réwnania wymierne

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Rozwigzaé rownanie

x —20 N 3x —18 _ x—14
x2—4x—-32 x2—-13x+40 = x2-x-20

®)

Szkic rozwigzania. Zastosujemy metode analizy starozytnych. Zat6zmy wiec, ze liczba x jest roz-
wigzaniem réwnania. Korzystajac ze wzoréw Viéte’a lub tez ze wzoréw na pierwiastki réwnania
kwadratowego, rozktadamy na czynniki tréjmiany kwadratowe znajdujace si¢ w mianownikach
utamkéw wystepujacych w réwnaniu (3). Réwnanie to przyjmie wtedy postac

x—20 3x—-18 x—14

G+Hx-8)  (x-5a-8  (x+dx-5) @

Mnozymy teraz obie strony réwnania (4) przez najmniejszg wspélng wielokrotnoé¢ mianow-
nikéw utamkoéw wystepujacych w tym réwnaniu czyli przez iloczyn (x + 4)(x — 5)(x — 8). W
rezultacie uzyskujemy réwnanie
(x —20)(x = 5) + B3x — 18)(x + 4) = (x — 14)(x — 8).

Stad kolejno otrzymujemy
% — 25x + 100 + 3x* — 6x — 72
3x* —9x — 84
x* —3x-28

X2 — 22x + 112,
0,
0.
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Ostatnie réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki: x; = —41ix, = 7. Pierwiastek x; odrzucamy,
gdyz przy x = —4 np. mianownik (x + 4)(x — 8) w réwnaniu (4) przyjmuje warto$¢ 0, co nie jest
mozliwe. Réwnanie (3) ma wiec rozwigzanie x = 7.

Uwagi metodologiczne. Uwaga. W nauczaniu szkolnym wielka wage przywiazuje sie do wyzna-
czania tzw. dziedziny réwnania czyli zbioru tych liczb rzeczywistych, dla ktérych obie strony
roéwnania maja sens. Uczen, ktéry rozwigzujac rownanie wymierne, nie wyznaczy! poprawnie
dziedziny réwnania, moze otrzymac nawet punkty ujemne! O tym, jak niewtasciwe jest takie
podejécie, niech $wiadczy nastepujacy przyktad réwnania:

1 —_—
Bra2+1

Wyznaczenie dziedziny tego réwnania jest rOwnoznaczne ze znalezieniem pierwiastkow rze-
czywistych wielomianu f(x) = x> +x2 + 1. Z jednej strony wielomian f(x) jako wielomian stopnia
nieparzystego ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty (fatwo sprawdza sie, ze doktad-
nie jeden), a z drugiej strony wida¢, ze wielomian f(x) nie ma pierwiastka wymiernego. Zatem
znalezienie pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu f(x) wymaga zmudnych obliczeri. Jednak-
Ze obliczenia takie s absolutnie niepotrzebne. Bowiem, Aby rozwigzaé dane réwnanie, wystar-
czy bowiem zastosowa¢ metode analizy starozytnych. Przyjmujac, ze liczba x jest rozwigzaniem
naszego réwnania, uzyskujemy réwnanie

1=x+2*+1.

Stad x® + x2 = 0 i wobec tego x = 0 lub x = —1. Sprawdzenie pokazuje (jest ono konieczne), ze
obie te liczby spelniajg dane réwnanie. Ostateczne dane réwnanie ma rozwigzanie: x = 0 lub
x=-1

Zadanie 2. Rozwigzaé rownanie

24 3 10
= ®)

+ .
3-8 x2+2x+4 xX2+x—-6

Szkic rozwigzania. Zastosujemy metode analizy starozytnych. Zaktadamy wiec, ze liczba x jest
rozwigzaniem réwnania (5). W pierwszym kroku rozktadamy mianowniki utamkéw wystepu-
jacych w réwnaniu na iloczyny czynnikéw nierozktadalnych:

-8 = (x—2)(x*+2x+4),
+2x+4 = XX+2x+4,
P+x—-6 = (x—2)(x+3).

Wida¢ stad, ze najmniejszy wspdlny mianownik rozpatrywanych utamkéw jest réwny iloczy-
nowi (x — 2)(x + 3)(x* + 2x + 4). Mnozac obie strony réwnania (5) przez ten najmniejszy wspéiny
mianownik, uzyskujemy réwnanie:

24(x +3) +3(x* +x = 6) = 10(x* + 2x + 4).

Dalsze obliczenia przebiegajg nastepujaco:

7x% —7x — 14
-x-2

I
SIS
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Otrzymane réwnanie ma dwa pierwiastki: x; = —11ix, = 2. Liczba —1 spelnia réwnanie (5),
natomiast liczba 2 jest miejscem zerowym mianownika np. pierwszego utamka w réwnaniu

(5) i wobec tego nie jest ona rozwigzaniem réwnania (5). Ostatecznie réwnanie (5) ma jedno
rozwigzanie x = —1.

Zadania domowe

Zadanie 3. Rozwigzaé réwnanie:

2 1 6
-4 x2+6x+8 x2+3x-10"

2x -7 + 3x-3  b5x+17
-7x+12  x2+x-20 x2+2x-15
q 2x — 16 N 5x — 10 _ 2x—6
x2—4x-5 x2-3x—-4 x2-9x+20
x—-3 2x+1 5x -3
—3x+2+x2+x—6=x2+2x—3;
x-9 + xX+6 _ 2x -8 )
-8x+15 x2-9x+18 x2-11x+30’
2x+1 3x+27 2x -5 )
P+x-20 2-2x—35 2-_1lx+28
x+5 4x + 30 2x +15
8 P i +al P+ 16r163 ¥+ 1bx+5d
h) x—10 + x+1 _ xX+6 )
R4+x-12 x2+2x—-15 x2+9x+20’
x-17 4x-16  3x-11
P _16x+63 - 14x+45 12— 12x+35
4x —12 N 3x—11  5x-19
-2x—15 x2+x-6 x2-7x+10’

2x — 16 + dx-12 x=-9
—-12x+35 x2-2x-15 «x2—4x-21’
x+3 + 2x +25 + 4x + 10
—15x+44 x2+3x—-28 x2—-4x-77
x—10 N x—-7 _ x—5 _
—17x+72 x2-20x+99 x2-19x+88’
m) 2x —17 N 2x — 29 4 2x — 6 —0:

¥2-9x+20 x2-11x+28 x2-12x+35
2x —6 . 7x —2 _ 8x+5
—11x+30 x2-2x-24 x2-x-20’
0) 2x—13 N 3x—-21 _ 2x —19

x2 — +40 x2—16x+55 x2—19x+88"
Odpowiedz: a) 3;, b7, 03,8 d)4 e)xeR\{356} fye; g -5-8 h)7, i
brak rozwigzary; j)4,17; k)brakrozwigzan; 1)6; 1) brakrozwigza;, m)6,8;, n)brak
rozwigzan; 0)9.

a)

b)

d)x

e) 2

f)

k)

1) 2 =0;

1) =z

n)




Zadanie 4. Rozwigzaé réwnanie:

L2 1
V2 3x+2 2 —bx+4 2-7x+10
5 6 3
b + = ;
)x2+4x—21 x2—-9  xZ24+12x+27
1 2 1
Q) + = ;
x2-11x+28 x2-8x+15 x2-9x+20
1 1
d) + 5 = ;
X2—-7x+12 x2-12x+27 x?>—-16x+63
1 1 1 3
e) + + = ;
x2—8x+15 x2-12x+35 x2-16x+63 x2-12x+27
4 12 13
f) =

¥ _14x+45 2 —4x—32 x2—5x—36
Odpowiedz: a) 3, 6; b) —6, =12; c¢) brak rozwigzarr; d)5 e)x € R\ {3,5,7,9};, f) brak

rozwigzan.

Zadanie 5. Rozwigzaé réwnanie:

w5 2
=27 x2+3x+9 2-9’
0 2 12
-2x+4 2-x-6 x3+8
g2 2 _ 1
3 — 3+8  x*+4x2+16

¥»-8 x
Odpowiedz: a) —4; b) 1;2; c¢) 6.
Nieréwnosci wymierne

Zadania obowiazkowe

(x+3)(x=7) <
(x+1)2(x-2) =
Szkic rozwigzania. Oznaczmy funkcje wymierng stojaca po lewej stronie danej nieréwnosci przez
f(x). Mozemy postepowaé wedlug nastepujacej procedury.

Krok 1°. Zaznaczamy na osi liczbowej pierwiastki licznika i pierwiastki mianownika funkcji
wymiernej f(x):

Zadanie 6. Rozwigzaé nier6wnos¢

Krok 2°. Zaznaczamy na naszym schemacie znaki warto$ci przyjmowanych przez funkcje
wymierng f(x) w przedziatach otwartych wyznaczonych przez zaznaczone punkty (bowiem w
kazdym z tych przedziatéw funkcja wymierna f(x) przyjmuje wartoéci tego samego znaku):




Krok 3°. Wykluczamy miejsca zerowe mianownika ze zbioru rozwigzan danej nieréwnosci.
Mozna to zaznaczy¢ nastepujgco:

N -6

Krok 4°. Z otrzymanego schematu odczytujemy koricowe rozwigzanie danej nieréwnosci.
Odpowiedz: x € (—=3; -1) U (=1;2) U (7, o).

Uwagi metodologiczne. Kolejnos¢ krokéw 2° i 3° mozna zmieni¢. Co wiecej, gdybysmy rozwigzy-
wali nier6wno$¢ ostrg, to pomineliby$Smy krok 3°.

W nauczaniu szkolnym skladnikiem procedury rozwigzywania nieréwnosci wymiernych
jest tworzenie tzw. siatki znakéw. Jak widac chociazby na powyzszym przyktadzie, mozna obejs¢
sie bez tych siatek. Ci, ktérzy uwazajg, ze siatki znakéw sg wskazane, mogg je na ¢wiczeniach
tworzy¢.

N 1 S 4
x-2 x-5" x-4

Zadanie 7. Rozwigzaé nieré6wnosc¢

Szkic rozwigzania. Doprowadzamy wpierw dang nier6wnos¢ do postaci % > 0, gdzie g(x), h(x) €
R[x] i przy tym wielomiany g(x) i h(x) przedstawiamy w postaci iloczynéw wielomianéw nie-

rozkladalnych. W tym celu dokonujemy kolejno nastepujacych przeksztaltcen algebraicznych:

4 + L — 4 > 0

x—2 x-5 x-4 !

4(x—4)(x—=5)+ (x—2)(x —4) —4(x — 2)(x — 5) 0
(x —2)(x — 4)(x = 5) !

x> —14x + 48 0

(x=2)(x —4)(x - 5) !

(x —6)(x —8) 0

(x=2)(x —4)(x - 5)

Postepujgc podobnie jak w przykladzie 6, otrzymujemy ponizszy diagram:

Odczytujemy z niego rozwigzanie x € (2;4) U (5;6) U (8, ).

x—1 x-3
< .
x2—4x+9 x*-5x+7
Szkic rozwigzania. Poniewaz tréjmiany kwadratowe x> —4x+9 i x> —5x +7 majg ujemne wyrézniki
i dodatnie wspétczynniki przy x?, wiec dla kazdego x € R przyjmuja one wartosci dodatnie.

Zadanie 8. Rozwigzaé nier6wnosé¢
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Mozemy wiec obie strony danej nieréwnosci pomnozy¢ stronami przez iloczyn wspomnianych
tréjmianéw kwadratowych. Obliczenia nasze przebiegaja wtedy nastepujaco:

(x=DE*=5x+7) < (x=3)x*-4x+09),
¥-6x?+12x -7 < x°—7x*+21x-27,
¥ -9x+20 < O,
x-4)(x-5 < 0.

Odpowiedz: x € (4;5).

Zadania domowe

Zadanie 9. Rozwigzaé nier6wno$¢:

xX—6 <0 (x=7)(x+4)

D 13 <0 i R
(x+1D(x-2) ) (x+3)(x—4) _

) a5 "V D oma—e S

o x(x — 1)(x +2) - 0; f (x =5)(x + 6)3(x +9)

(x = 5)(x = 7)(x + 4) (x—1)2(x +2)(x + 4)* ~

Odpowiedz: a) x € (6;13); b)x € (—00,-4)N(5;7); ¢)x € (=00, -1)N(2;3) U (5, c0);
d)xe(-3;4)U(6;11); e)xe(—4,-2)U(0;1) U (7,00);

f) x € (—00,=9) U(—6,—4) U (-4, -2) U (5, o).

Zadanie 10. Rozwigzaé nier6wnos¢:

1 1 1 2
. b .
x—1+x—3>0’ ) x—-4" x-1’

1 8 15 1 3

0) + < ; d)

x—=1 x+2 " x+5 X —

Odpowiedz: a) x € (1,2) U (3,0); b)x € (-oo,1
x €(3;4) U (5,6).

a)

+ .
U@G,7); o) xe(=5-2)U0;1)U (6 0); d)

Zadanie 11. Rozwigzaé nier6wnos¢:

5x —48 x—2 x+8
a) —M—

-1; b < .
x2 —8x+20 ! ) xX2+2  x2+10x+26
Odpowiedz: a) x € (—oo,—4) U (7,00); b) x < 17.

Uwaga. Nalezy bardzo uczula¢ studentéw na to, Ze nie mozna mnozy¢ nieréwnosci stronami
przez wyrazenie, ktére dla pewnych dwdéch argumentéw przyjmuje wartoéci réznych znakéw
(chyba, ze wyjéciowa nieréwnos¢ to 0 < 0).

Rozklad funkcji wymiernej na sume wielomianu i utamkéw prostych

(nieobowigzkowe)

Teoria



W punkcie tym ograniczamy sie wylacznie do funkcji wymiernych o wspéiczynnikach rze-
czywistych. Przypomnijmy wiec wazne oznaczenia:

R[x] — zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x i o0 wspétczynnikach rzeczywistych,

R(x) — zbiér wszystkich funkcji wymiernych zmiennej x i o wspélczynnikach rzeczywstych.

Twierdzenie 1. Dla kazdej funkcji wymiernej % € R(x) istniejg wielomiany q(x), r(x) € R[x] takie, Ze
f) ()
— =qx) + — oraz str(x) < st g(x).

Powyzsze twierdzenie wynika natychmiast z twierdzenia o dzieleniu z resztg dla wielomia-
néw. Mozna je wystowié nastepujaco:

Kazda funkcje wymierng mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wymier-
nej takiej, ze stopien jej licznika jest mniejszy od stopnia jej mianownika.

Przypomnijmy pewne wazne twierdzenie z arytmetyki wielomianéw o wspétczynnikach
rzeczywistych:

Twierdzenie 2. Kazdy wielomian f(x) € R[x] stopnia dodatniego ma nastepujgcy rozktad na iloczyn
wielomiandéw nierozktadalnych o wspdlczynnikach rzeczywistych:
) =@—a) - (=) (0P bix+ o) (0 b+ o),
gdziem,n e NU{0},a1,...a,, €R, b1,..., by, €R,cq,...,c, € Roraz Aj = b?—4c]- <0dlaj=1,...,n
W wielu zagadnieniach (np. przy calkowaniu funkcji wymiernych) wazng role odgrywaja
pewne specjalne funkcje wymierne zwane ulamkami prostymi.

Definicja 2. Utamkiem prostym o wspétczynnikach rzeczywistych nazywamy kazda funkcje
wymierng postaci

A lub Bx+C
(x —a)k (2 + bx +¢)!’

gdziek, 1 €N, A,B,Ca,b,c € R oraz b* —4c < 0.

Utamkami prostymi o wspolczynnikach rzeczywistych sg np. funkcje wymierne:

5 7 8x—-13 14x -9 : 1
x—4 (x +6)27 2+x+1’ (x2—4x+7)3 (x2 —5x +9)6°

Twierdzenie 3. Kazdg funkcje wymierng, ktérej licznik ma nizszy stopieri niz mianownik, mozna przed-
stawic w postaci sumy utamkow prostych.

Z powyzszego twierdzenia i z twierdzenia 1 wynika nastepujacy wniosek:

Whiosek. Kazda funkcja wymierna rozklada sie na sume wielomianu i utamkoéw prostych.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 12. Rozlozy¢ na sume utamkéw prostych dang funkcje wymierna:

4% - 1x -2 5x% + 30x + 61

) T b G hEsDe-3)
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0 22 +39x+1 d) 11x*+12x -5

(x —1)2(x +5)’ (x=2)(x2+x+1)
Szkic rozwigzania. Ad a). Poniewaz stopieni licznika danej funkcji wymiernej jest mniejszy od
stopnia jej mianownika, wiec funkcja ta rozkltada sie na sume utamkéw prostych. Co wiecej,
wiadomo, Ze rozktad ten ma postaé

4x2-11x-2 A N B N C
(x=22  x=2 (x-22 (x-2)

Mnozac powyzsza réwnoé¢ stronami przez (x—2)?, uzyskujemy nastepujaca réwnoséé wielomia-
néw

4x* ~11x -2 = A(x-2*+Bx-2)+C (6)

Jednym sposréd kilku sposobéw wyznaczenia wspétczynnikéw A, B i C jest zastosowanie ite-
rowanego schematu Hornera do dzielenia wielomianu 4x* — 11x — 2 przez x — 2. Obliczenia
przebiegaja wtedy nastepujgco:

4| -11] -2
214 -3 8
2141 5

Wynikaja z nich réwnosci:
4> —11x—2=(x—2)(4x—-3) -8 =(x = 2)[4(x —2) +5] -8 = 4(x = 2)* + 5(x — 2) — 8.

Odczytujemy stad, ze A = 4, B = 5, C = —8iwobec tego szukany rozklad danej funkcji wymiernej
na sume utamkow prostych jest nastepujacy:

4 -1lx-2 4 N 5 8
(x=22  x-2 (x=22 (x-=2)%

Uwaga. Inny sposéb wyznaczenia wspétczynnikéw A, B i C polega na rozwigzaniu uktadu réw-
nan liniowych otrzymanego jako efekt poréwnania wspélczynnikéw przy tych samych potegach
x w wielomianach stojgcych po obu stronach réwnoéci (6) po uprzednim wykonaniu dziatan po
prawej stronie tej rownosci.

Ad b). Réwniez tu stopien licznika funkcji wymiernej jest mniejszy od stopnia mianownika.
W tym przypadku rozktad funkcji wymiernej na sume utamkéw prostych ma postac

5¢22+30x+61 A .. B, C
x+dHx+1D)x-3) x+4 x+1 x-3

Wynika stad ponizsza réwnos¢ wielomianéw
5x% +30x + 61 = A(x + 1)(x — 3) + B(x + 4)(x — 3) + C(x + 4)(x + 1).

Jeden ze sposob6éw wyznaczania wspétczynnikéw A, B i C polega na dokonywaniu odpowied-
nich podstawien. W naszym przypadku sg to podstawienia: x = —4, x = —1ix + 3. Obliczenia
przebiegajg wtedy nastepujgco:

x— —4, 21 =214, A=1;
x> -1, 36 = —12B, B=-3;
X3, 196 = 28C, c=7.



Dana funkcja wymierna ma wiec nastepujacy rozklad na sume utamkéw prostych

52+30x+6l  _ 1 3 7
G+HEx+1)x-3) x+4 x+1 x-3

Ad c). Rozklad danej funkcji wymiernej na sume ulamkéw prostych ma nastepujaca postaé

22 +39%x+1 A N B N C
(x=12x+5) x-1 (x-12 x+5

Stad
22 +39%x+1 = A(x-1)(x+5)+B(x+5)+Cx—-1)>% )

Dokonujac teraz podstawien x — 1ix +— -5, otrzymujemy odpowiednio réwnoéci B = 7 i
C = —4. Poréwnanie wspétczynnikéw przy x?> w wielomianach po obu stronach réwnosci (7)
doprowadza nas do réwnania 2 = A + C. Zatem A = 6 i wobec tego

202 +39x+1 6 N 7 4
(x—12x+5) x-1 (x-12 x+5

Ad d). Zauwazmy, ze tréjmian kwadratowy x* + x + 1 ma ujemny wyr6znik i wobec tego
nie rozktada sie on na iloczyn czynnikéw liniowych o wspétczynnikach rzeczywistych. Rozktad
rozpatrywanej funkcji wymiernej na sume utamkoéw prostych jest wiec postaci

11x*+12x-5 A . Bx+C
(x=2)(x2+x+1) x-2 x2+x+1

Wynika stad ponizsza réwnos¢ wielomianéw

112 +12x -5 = A@?+x+1)+ Bx+C)(x —2). (8)
Podstawienie w tej réwnoéci x - 2 daje nam réwnanie 63 = 7A, skad wynika, ze A = 9. Poréw-
nanie wspétczynnikéw przy x? i wyrazéw wolnych wielomianéw stojacych po obu stronach

réwnosci (8) doprowadza nas do zaleznosci11 =9+ Bi-5=9-2C,skad B=2iC=7. W ten
spos6b uzyskaliémy nastepujacy rozklad danej funkcji wmiernej na sume utamkéw prostych

11x% +12x =5 9 + 2x+7
(x=2)(2+x+1) x-2 x2+x+1

Zadanie 13. Rozlozy¢ na sume wielomianu i utamkéw prostych dang funkcje wymierna:

X — 42+ 7x+2 b) x°+6xt —4x3 +8x* —x + 13

x2 -1 ’ x3 '
Szkic rozwigzania. Ad a). Mamy tu do czynienia z funkcja wymierna, ktérej licznik nie ma stopnia
nizszego niz mianownik. Dzielimy wiec z reszta licznik tej funkcji wymiernej przez mianownik:

a)

X4+ 7x+2= (% -1)(x —4) + 8x - 2.
Z otrzymanej réwnos$ci wynika zwigzek

-4+ Tx+2 _x_4+8x—2
x2 -1 B x2-1




Jak wida¢, szukany wielomian to x — 4. Nalezy jeszcze roztozy¢ na sume utamkéw prostych
funkcje wymierng (8x —2)/(x2 — 1), ktérej licznik ma juz nizszy stopieri niz mianownik. Szukany
rozktad ma postaé

8x-2 A B

-1 x-1 x+1

Wynika stagd réwnos¢
8x—-2=A(x+1)+B(x-1).

Dokonujac w tej rownosci podstawien x +— 11ix +— -1, uzyskujemy zwigzki A = 3i B = 5.

Szukany rozktad danej w zadaniu funkcji wymiernej jest wiec nastepujacy

953—4x2+7x+2_x_4Jr 3 N
2 -1 a x—-1 x+1

AdDb). Dzielac przez x° kolejne skladniki licznika danej funkcji wymiernej, otrzymujemy réw-
nos¢

¥ +6xt—4x3+ 82 —x+13 8 1 13
=x"+6x—-4+-—-—+—.
x3 x  x2 %8

Jest to zadany rozktad.

Zadania domowe

Zadanie 14. Rozlozy¢ na sume utamkoéw prostych dang funkcje wymierna:

x+15 x+13 7x%+7x -8
a) ——; b) ——; 0 —;
x2-25 x2+5x+4 X —x
d) 4> +9x+7 o) X2 +4x—1 H 4x? —17x+7
(x+1D(x+2)(x+3) (x+1)33 7 (x-23 7
) 5x% +5x+6 h Br+1 i 3x® —15x% + 32
& ax+3) @+ 12(x+5) 2x_ap
) 8x?+x+16 K 5¢° +4x? —x+1 D x3 —4x? +4x + 4
V 3 +a) G222 —x+1) 41y
S ’ 3 3 8 1 5 8
Odpowzedz.a)x_s x+5 b)x+1 x+4’ C)x—l x+1 x Cl)x+1 x+2 x+3
ol 2 4 g4 1 m 12 4
x+1 0 12 w1 Ux—2 @27 (-2p ¥xTeTx+s
A3 412 2 1 xwd 7
x+1 (x+12 x+5 x x2 x—-4  (x—4)? Vs x5
4 -1 -4
) 3 x 1)x 3x+8

- + ; + .
x+2 (x+2)2? x2-x+1 2+1  (2+1)

Zadanie 15. Rozlozy¢ na sume wielomianu i utamkéw prostych dang funkcje wymierna:

2) x> +6x2 +5x+3 b) 23 +7x2 +8x+5
(x+T)(x+4) ~ (x +2)2

o 5 4 1
Odpowiedz: a) x + 1 + Tl s d b)2x -1+ +

x+2  (x+2)?%
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Zadanie 16. Wykorzystujac rozklady na ulamki proste sktadnikéw ponizszej sumy, obliczy¢ te

sume:
1 1 1

T ar)a+2) G+ +3) T Gran)x+4l)

Odpowiedz: Zachodza réwnosci:

- () ) )
T o\x+1 x+2 x+2 x+3) 777 \x+40 x+41
1 1 40

x+1 x+41  2+42x+41

Liczne przyklady tytutowych rozktadéw mozna znalezé w tych podrgcznikach do analizy matematycz-
nej, w ktérych omawia si¢ catkowanie funkcji wymiernych. Kilka przykladow jest tez zamieszczonych na
stronach 225-229 w mojej ksigzce , Algebra abstrakcyjna w zadaniach”.

11



