Teoria

Definicja 1. WartoScig bezwzgledna liczby a € IR nazywamy liczbe |a| okreSlong wzorem

a=! @ jesli a>0,
= —a, jesli a<O.

Zgodnie z powyzszym okreéleniem liczba |a| jest réwna odlegtosci liczby a od liczby 0 na osi
liczbowej.

Przyklady. Zachodza réwnosci: |7| =7, |-5| =5, |4 - V17| = V17 - 4.

Przyporzadkowanie x — |x|, gdzie x € IR, okre$la pewng funkcje. Oznaczamy jg symbolem
[|. Mamy tu | | : R x R* U {0}.

Poniewaz |x| = | — x| dla kazdego x € R, wiec funkgja | | jest parzysta. Wykres funkcji | | jest
nastepujacy:
4
Yy
1
| =
0 1

Twierdzenie 1. Dia dowolnych a,b € R zachodzg réwnosci:

jabl = lal 0], M
al _ |al
5 = ol (b #0). @)

Warto zapamietad, ze dla kazdego a € R zachodzi réwnos¢
Va2 = Jal. )
Twierdzenie 2. Dla dowolnych a,b € R zachodzg nieréwnosci

lal =1l < la+bl < lal+1bl. (4)

Z pojeciem bezwzglednej wartosci liczby blisko zwigzane sa podstawowe w analizie mate-
matycznej pojecia otoczenia i sgsiedztwa punktu na prostej.
Otoczeniem punktu xy € R nazywamy kazdy z przedzialéw (xo — 6, xo +6), gdzie 6 przebiega
zbiér R* liczb rzeczywistych dodatnich.
Zauwazmy, ze
(xo—6,x0+0) = {xeR:|x—x <5}

Pojecie otoczenia punktu na prostej ilustruje rysunek:
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Podobnie sasiedztwem punktu xy € R nazywamy kazdy ze zbioréw (xo—0, xo+0)\ {xo}, gdzie
0 przebiega zbiér R*.
Zauwazmy, ze
(xo—6,x0+0)\ {xp} ={x e R:0 < |x —xo| <O}

Oto rysunek ilustrujacy pojecie sasiedztwa punktu:
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Réwnania z warto$cig bezwzgledna

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Rozwigzaé réwnanie |x — 3| = 1.

Szkic rozwigzania. Dane réwnanie jest rtownowazne z alternatywa x —3 = =1 lub x — 3 = 1. Stad
x=2lubx=4.

Uwagi metodologiczne. Warto zwréci¢ uwage na to, ze otrzymane tu liczby 2 i 4 sa wszystkimi
takimi liczbami, ktérych odlegtoé¢ od liczby 3 jest réwna 1.
Zadanie 2. Rozwigzaé réwnanie 4x + |x — 6] = 9.

Szkic rozwigzania. Zgodnie z definicjg bezwzglednej wartosci liczby zachodzi réwnosé

- 6| = x—6, jesli x>6,
X Tl —x+6, jesli x<6.

Rozpatrujemy wiec dwa przypadki przedstawione na ponizszym rysunku:
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Przypadek 1°. x < 6. Dane réwnanie jest w tym przypadku réwnowazne z réwnaniem
4x + (—x+6)=9.

Stad x = 1. Poniewaz liczba x = 1 spelnia warunek x < 6, wiec jest ona rozwigzaniem danego
réwnania.
Przypadek 2°. x > 6. Uzyskujemy w tym przypadku réwnanie

4x +(x—6) =9.

Stad x = 3. Jednakze liczba x = 3 nie spetnia warunku x > 6. Wobec tego zadna liczba x > 6 nie
spetnia danego réwnania.

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze dane réwnanie ma dokladnie jedno rozwigzanie, a mia-
nowicie x = 1.



Zadanie 3. Rozwigzaé réwnanie

lx—4]+x=5+]x=9 = 15. (5)

Szkic rozwigzania. Zgodnie z definicjg zachodza réwnosci:

-] = x—4, jesli x>4,
X T —x+4, jesli x<4,

- 5| = x—5, jesli x2=5,
X Tl —x+5, jesli x<35,

oraz
-9l = x=9, jesli x>9,
Tl —x+9, jesli x<09.

Rozpatrujemy wiec 4 przypadki przedstawione na ponizszym diagramie
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Przypadek 1°. x < 4. W przypadku tym réwnanie (5) jest réwnowazne z réwnaniem
—-(x—4)-(x-5)—(x—9)=15.

Powyzsze réwnanie ma rozwigzanie x = 1. Poniewaz rozwigzanie to spelnia warunek x < 4,
wiec jest ono rozwigzaniem réwnania (5).
Przypadek 2°. 4 < x < 5. Otrzymujemy tu réwnanie

(x—4)-(x-5)—(x—9)=15.

Uzyskane réwnanie ma rozwigzanie x = —5. Poniewaz liczba x = —5 nie spelnia warunku 4 <
x < 5, wiec nie istnieje Zadne rozwigzanie réwnania (5) spelniajgce ten warunek.
Przypadek 3°. 5 < x < 9. Tu uzyskujemy réwnanie

x—4)+(x-5-(x-9) =15

Rozwigzaniem tego réwnania jest x = 15. Odrzucamy je, gdyz nie spelnia ono warunku 5 < x <
9.
Przypadek 4°. x > 9. W tym przypadku réwnanie (5) przyjmuje postaé

(x—4)+(x—=5)+(x—-9)=15.
Otrzymujemy tu rozwigzanie x = 11. Poniewaz spelnia ono warunek x > 9, wiec jest ono roz-

wigzaniem réwnania (5).
Odpowiedz: x =1 lub x = 11.

Zadanie 4. Rozwigzaé réwnanie |x + 5] + |x + 13| = 8.
Odpowiedz: x € (—13, =5).



Zadanie 5. Rozwigzaé réwnanie |x — 5] + |x + 9| = 11.
Odpowiedz: Brak rozwigzan.

Zadanie 6. Rozwigza¢ rownanie “x -5/ - 1| = 1. Wskazéwka: Wprowadzi¢ niewiadomg pomoc-
niczg t = |x - 5|.
Odpowiedz: x € {3;5;7}.

Zadania domowe

Zadanie 7. Rozwigzaé réwnanie:
a) x-7/=1; b) [x+4|=9;

c) |x+6/=0; d) |x-5=-3.
Odpowiedz: a) x =6lubx=8; b)x=-13lubx=5¢)x=-6; d)brakrozwigzan.

Zadanie 8. Rozwigza¢ réwnanie:

a) x+|[3x—4|=20; b) 5x+[2x —9| = -12;
) 2x+[5x-1]=13; d) 4x+2x-7|=5;
e) x+|x—4|=4; f) x+|x—6/=3;

g) 6x + |4x — 11| = 39; h) x-|x-71=7.

Odpowiedz: a) x = =8lubx =6, b)x=-7, c)x=-4lubx=2, d)x=-1, e)xe(—oo,4);
f) brak rozwigzan; g)x=5; h)x e (7, ).

Zadanie 9. Rozwigzaé rownanie:

a) elx—6/+|x+3 =11 b) |x—4|+|x+7=13;
Q) Ix—-4l+x-7=7; d) |x—4+x+ 11 =15
e) |x=3|+x=5|+x-7]=5; f) x=1]+x—6]+|x+4 =12;
g) lx—5]+2x-2|+3x-1=6; h) x=3|+x=7]+2x—-9| =5;
i) x=1]+x=7-2x-5=2; i) lx+5—=|x+1|+3lx—4| =10;

K) |x=1]+x=3|+|x=7]+|x—-11] = 14.
Odpowiedz: a) x € {—4;7}; Db)x € {=8;5);, ¢c)x € {29}, d)x e (-11;4); e)x € (4,6}, f)
x=-1,3 gxe(l,2); hyxe{45; Hxe{3lu(7, o) jxe{2,6}; kyxe(37).

Zadanie 10. Rozwigzaé réwnanie:

a) |x2—10x + 15| = 6; b) |x* —8x +3|=12.
Odpowiedz: a) x € {1;3;7;9}; b)x €{-1,3;5;9}.

Zadanie 11. Rozwiazaé réwnanie:
a) |x+2/-2[=7 b) |lx=51-7]=3;
o |k+4-8/=1 d) |x-3-5/=5
e) |x-4-9=6

Odpowiedz: a) x € {(-11,7}; b)x € {-5;1;9;15}, c)xe{-13;,-11,3;5}; d)xe{-7,3,13}; e)
x €{-11;1;7;19}.



Zadanie 12. Rozwigzaé réwnanie:
a) |x—4l+k-2-x+1l|=2; b) |lx 3|+ |x -5 [2x - 4]| = 4.
Odpowiedz: a) x € {1,3;5;9}; b)x € (—0,2) U (5, ).

Nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna

Zadania obowiazkowe

Zadanie 13. Zinterpretowaé geometrycznie i rozwigzaé nieréwnos¢ |x — 4| < |x — 10].

Szkic rozwigzania. Liczba x € R spelnia dang nieréwnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy jej odlegtos¢
od liczby 4 jest mniejsza niz jej od odlegtos¢ od liczby 10.

Przedstawimy tu dwa sposoby rozwigzania rozpatrywanej nieréwnosci.

Sposéb 1°. Zgodnie z przedstawiong powyzej interpretacjg geometryczng liczba x € R spel-
nia dang nieréwnoé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy na osi liczbowej lezy na lewo od $redniej arytme-
tycznej liczb 4 i 10, czyli na lewo od 7 (zob. rysunek ponize;j).

Y

Zatem rozwazana nier6wno$¢ ma rozwigzanie x < 7, czyli x € (—o0,7).
Sposoéb 2°. Poniewaz wystepujace w danej nieréwnoséi wartosci bezwzgledne sg liczbami
nieujemnymi, wigc nierd6wnos¢ ta jest rownowazna z nastepujaca

x—4P < |x-102 (6)

Dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢ |x — 4| = x — 4 lub ré6wnos¢ |x — 4| = —(x — 4). W kazdym z
tych dwéch przypadkéw mamy

Ix — 4 = (x — 4)*> = x*> — 8x + 16.
Podobnie |x — 10[* = x? — 20x + 100. Zatem nier6wnos¢ (6) jest rtownowazna z nastepujaca
x> —8x+16 < x* —20x + 100.

Stad 12x < 84 i ostatecznie x < 7.

Zadanie 14. Zinterpretowac geometrycznie i rozwigzaé nieréwnosc:
a) elx| <4 b) e|x—5<2; Cc) elx+6/=3
d) elx—3|>1; e) elx+4|>|x—6 f) elx+1<|x-9|.
Odpowiedz: a) x € (—4;4), nieréwnos¢ spelniaja liczby odlegle od liczby 0 o co najwyzej 4;
b) x € (3;7), nieréwnos¢ spetniaja liczby odlegte od liczby 5 o mniej niz 2;
€) x € (=00, —=9) U (=3, o), nier6wnos¢ spetniaja liczby odlegte od liczby —6 o przynajmniej 3;
d) x € (—0,2) U (4, 00), nieré6wnos¢ spetniajq liczby odlegte od liczby 3 o wiecej niz o 1;
e) x € (1,00), nieréwnos¢ spelniajg liczby, ktérych odlegtoé¢ od liczby —4 jest wieksza niz
odlegtos¢ od liczby 6;
f) x € (—o0,4), nieréwnos¢ spelniajg liczby, ktérych odleglos¢ od liczby —1 nie jest wieksza
niz odlegloé¢ od liczby 9.



Zadanie 15. Rozwigzaé nier6wnos¢

lx+1]+x—4] < 11. (7)

Szkic rozwigzania. Zgodnie z definicjg zachodza réwnosci:

1] = x+1, jesli x>-1,
YTHTY —x-1, jesli x< -1,

oraz
v — 4] = x—4, jesli x>4,
YTHT —x+4, jesli x<4,

Rozpatrujemy wiec 3 przypadki przedstawione na ponizszym diagramie
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Przypadek 1°. x < —1. Nieréwnos¢ (7) jest w tym przypadku réwnowazna z nieréwnosciq
—(x+1)-(x—-4) <11.
Stad x > —4. Uwzgledniajac warunek x < —1, uzyskaliémy w rozwazanym przypadku rozwig-
zanie x € (—4; -1).
Przypadek 2°. -1 < x <4. W przypadku tym otrzymujemy nier6wnoéc¢
x+1)—-(x—4)<11,
czyli nier6wnosé 5 < 11. Wynika stad, Ze w rozwazanym przypadku nieré6wnos¢ (7) ma rozwia-

zanie x € (—1;4).
Przypadek 3°. x > 4. Uzyskujemy tu nier6wnos¢

x+1)+(x—4) <11

Ma ona rozwigzanie x < 7. W przypadku 3° otrzymaliémy wiec rozwigzanie x € (4;7).
Biorgc pod uwae rozwigzania uzyskane w kolejnych przypadkach, otrzymujemy nastepujace
rozwigzanie nieréwnosci (7):

xe(—4,-1) v xe(-1,4) Vv xe47),
czyli ostatecznie x € (—4;7).

Zadanie 16. Rozwigzaé nieréwnosé:a) e 2|x +2| —|x — 6| > 1; b) ex|+|x+2|+|x+4|>9;
Odpowiedz: a) x € (—o0; =11) U (1;0);  b) x € (—c0; =5) U (1; 00).

Zadanie 17. Rozwigzaé nier6wnos¢

x—-3 1
= < 5 ®



Szkic rozwigzania. Dana nier6wnos¢ jest rtownowazna z nieréwnoécig podwdéjna

1 < x-3 < 1
3 x+1 3

czyli z ukladem nieréwnosci

x—3 1
> — 57
x+1 3
x—3 1
< -
x+1 3

Obliczenia mogg tu przebiega¢ nastepujgco:
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3x—-9+x+1 4(x —2)

1
z > 0, ,
173 > O 3+ 1) aarn 0
x-3 1 3x-9—-x-1 2(x —5)
2 < o XTTTXTL ;
x+1 3 3x+1) socrny -0

Nier6wnos¢ (8) jest wiec rownowazna z ukltadem nieréwnosci

x=2)x+1) > 0,
(x=5)x+1) < 0

Pierwsza z nich ma rozwigzanie x € (—oo,—1) U (2, o), a druga x € (-1;5). Wobec tego uklad
tych nieréwnosci ma rozwigzanie x € (2;5). I jest to rozwigzanie nier6wnosci (8).
Zadania domowe

Zadanie 18. Rozwigzaé nieréwnos¢:

a) |x—4+x—-111<13; b) x+3|-|x-7]>8;

o) |x—13|-12x—-5|=9; d) 2lx—1—-|x+2|—|x=5>1.
Szkic rozwigzania. a) x € (1;14); b)x € (6;0); c)xe(1,3);, d)xe(5;00).

Zadanie 19. Rozwigzaé nier6wnos¢:

x+5 x—3 x—2 1

; <2 =7

) x—3‘<3’ b) x—6‘ 2 ) x+1 <2
x+5 4x -1 3x+5

d) 7x+11’< / ) <L D |53l <

Odpowied: a) x € (—00,1) U (7,00);  b) x € (=00,5) U (9,00); ) x € (1;5); d)x € (—o0,~2) U
(-1,00); e)xe(-1;1); f)xe(—oo,—1)U(1,00).



