Roéwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Piotr Rzonsowski

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Obliczy¢ réwnania:

a) cos4x=-1, b) tgx= V3,
) cos(3+1)=0, d) sinx=-1.

Wskazowka: (a) Oblicz cos y = —1 a nastepnie za i podstaw 4x i wyznacz x, (b) Odczytaj wartos¢

z tabelki, (c) Oblicz cosy = 0 a nastepnie za y podstaw 5 + Z i wyznacz x, (d) odczytaj z
wykresu

Szkic rozwigzania.
a) Przypomnijmy, ze cost = —1 dla t = 7 + 2kn, gdzie k € Z. Stad

cos4x:—1<:>4x:n+2kn<:>x:%+kg dla keZ.
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b) Nalezy odczytac z tabeli (student powinien pamietac), ze tg 3 = V3. Poniewaz funkcja tg ma
okres 7t dlatego dostajemy odpowiedz x = % + k7, gdzie k € Z.
c) Poniewaz cost = 0gdy t = 7 + kmnt, dlatego mamy

cos(;—c+%)20<:>g >

0
-1.0

d) Odczytujac z wykresu dostajemy, ze x = —% + 2kn lub x = 22 + 2kn dla k € Z.
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Uwagi metodologiczne. Przed tym zadaniem warto jest przypomnie¢ wartosci funkgji trygono-
metrycznych dla katéw 0°,30°,45°,60°,90°,180°,360°.

Odpowiedz:a)x = T+k% dla k€Z, b)x=3F+km, gdziekeZ, c)x= §n+2kn dla keZ,
d)x=-% +2knlubx = 7?”+2kndlak€Z

Zadanie 2. Rozwigzaé réwnania:

a) 4cos’x+4sinx=5 b) sinx+cosx=0
¢) sinx+ V3cosx =0 d) sinzx—coszxz%

Wskazowka: (a) Wprowadz nowq zmienng sinx = ¢ i rozwigz réwnanie kwadratowe, a nastepnie
wyznacz x, (b) Przenie$ cosx na prawg strone i podziel przez cos x i odczytaj rozwigzanie z
wartosci tgx, (c) analogicznie do (b), (d) skorzystaj z jedynki trygonometrycznej

Szkic rozwigzania.

a) Przeksztalcamy réwnanie w taki sposdb, zeby wystepowala tylko jedna funkcja trygonome-
tryczna. W tym celu skorzystajmy z jedynki trygonometrycznej cos? x = 1 — sin® x. Stad do-
stajemy:

—4sin*x +4sinx—1=0
Wprowadzajgc nowq zmienng ¢ = sinx (zatem ¢ € [-1, 1]) dostajemy réwnanie kwadratowe:
—4 +4t-1=0

Rozwigzujac réwnanie kwadratowe dostajemy, Zze t = % Stad mamy
sinx = % <=>x:g+2kn Vo ox= gn+2kn dla keZ
b) Zauwazmy, ze réwnanie to mozemy przeksztalci¢ do postaci
sinx+cosx =0 tgx=-1 dla x¢g+kn gdzie keZ
Zatem x = 370 + kr dla k € Z i to jest rozwigzanie réwnania, poniewaz wartosci x = ¥ + knt

nie spelniaja réwnania.
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c) Podobnie jak w podpunkcie b) dostajemy

sinx+ V3cosx =0 e tgx=-V3 dla x¢g+kn gdzie keZ

Stad dostajemy x = —% + k7t gdzie k € Z.
d) Korzystajac z jedynki trygonometrycznej sprowadzamy réwnanie do postaci
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zatem cos x = % lub cosx = —%. Rozwigzujgc te réwnosci dostajemy rozwigzanie:
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gdziek € Z,
Odpowiedz: a)x = £ + 2kt V x:gn+2k7'c dla k€ Z, b)x=%n+kndlakeZ, c)
x=-%+kngdziekeZ, d)x=-5+kn V x=7%+kndlakeZ

Zadanie 3. Rozwigza¢ réwnania: | sin x|+sinx = 0; Wskazéwka: Rozwaz dwa przypadkisinx < 0
isinx > 0.

Szkic rozwigzania. Rozwaz dwa przypadki : sinx < Oisinx > 0.”
1° Gdy sinx > 0, wtedy x € [0 + 2kn, 7 + 2kn] oraz réwnanie przyjmuje postac:

2sinx = 0.

Stad x = krt gdzie k € Z.
2° Gdy sinx < 0, to (—=m + 2km, 0 + 2kmt) oraz réwnanie przyjmuje postac:

—sinx +sinx =0
Stad jest ono prawdziwe dla kazdego x € (—m + 2km, 0 + 2km).
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Uwagi metodologiczne. Tu uwagi metodologiczne (o ile jest potrzeba).

Odpowiedz: x € [-1 + 2kmt, 0 + 2kmt]

Zadanie 4. Rozwigza¢ nieréwnosci:
: 1
a) sinx>; b) tgx< V3

c) sinx+cosx >0 d) cos’x—5cosx <0

Wskazowka: (a),(b),(c) odczytujemy z wykresu, (d) Zapisz nieréwno$é w postaci cos x(cos x —
5) <irozwaz kiedy ten iloczyn bedzie ujemny.
Szkic rozwigzania.

a) Odczytujemy z wykresu funkgji sinus.
A
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b) Odczytujemy z wykresu funkgji tangens.
c) Korzystajgc z wzoru cos x = sin(5 — x) oraz sumy sinuséw dostajemy

ZSin%cos(x - %) >0

Nier6wnos¢ ta jest spetniona, gdy cos(x — Z) > 0. Zatem x € (—% + 2k, 370 +2kn), gdzie k € Z
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d) Zapiszmy nier6wno$¢ w nastepujacej postaci

cosx(cosx —5) <0

Zauwazmy, ze cos x — 5 jest zawsze ujemne, dlatego powyzsza nieréwnoéc jest spetniona gdy
cosx > 0. Stad dostajemy x € (-7 + 2km, 5 + 2kn) dlak € Z
Odpowiedz: a) x € (¢ + 2kn,%n +2kn)dlak € Z, b) x € (-3 +kn,5 +kn)dlak € Z <)
x€ (-7 +2kn,%n+2kn)dlak€Z, d) x € (-7 +2kn, 5 + 2kn) dlak € Z

Zadania dodatkowe
Zadanie 5. Rozwigzaé réwnanie sinx + cosx = 1 Wskazéwka: Przemno6z réwnanie przez g i
skorzystaj ze wzoru na sin(a + f3).

Szkic rozwigzania. Dzielimy réwnanie obustronnie przez V2i dostajemy

V2 V2 V2

—sinX+ — cosx = —
2 2

2
Zauwazmy, ze sin §f = cos § = g Stad
sin x cos I + cos x sin m_ N2 — sin(n +x) =
4 4 2 4 2

Rozwigzujgc ostatnig réwnanie dostajemy:
x=2kn vV x=Z+2%n da keZ

Metoda ta dziata dla kazdego réwnania postaci asinx + b cos x = c, dla takiego réwnania wyko-
nujemy dzielenie przez Va? + b?, a nastepnie postepujemy analogicznie.
Odpowiedz: x =2kn vV x=3+2kn dla keZ

Zadanie 6. Znajdz w zaleznosci od warto$ci parametru m liczbe rozwigzan réwnania sinx = m,
w przedziale [-27, 27t]. Wskazéwka: Odczytaj z wykresu

Szkic rozwigzania. Odczytujemy z wykresu
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Odpowiedz: dla |m| > 1 brak rozwigzan, dlam = 1, —1 dwa rozwigzania, dla m € (=1,1)\ {0} cztery
rozwigzania, dla m = 0 pie¢ rozwigzan

Zadanie 7. Rozwigzaé réwnanie cosx + cos2x + cos 3x + cos4x = 0. Wskazowka: Skorzystaj ze
WZOru na cos « + cos .

Szkic rozwigzania. Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych dostajemy:

5 3 5 1
cos X + cos4x = 2 cos Ex cos(—zx) Cos 2x + cos 3x = 2 cos Ex cos(—ix)

Stad réwnanie przyjmuje postacé

5 3 X 5 x
2 cos Ex[cos Ex + cos E] =0 4cos Excosxcos 5= 0

Zatem rozwigzania sg postaci x = 7 + %kn lubx=(2k+1)rlubx =% +kndlakeZ
Odpowiedz: x = F + %kn lubx=@2k+1)lubx =7 +kndlakeZ

Zadania domowe

Zadanie 8. Rozwigza¢ réwnania:

a) sin3x =sin2x b) sinx+ cos3x —sinbx =0
¢) V3sinx+cosx= V2 d) f_gzxx =0

Wskazowka: (a),(b) Skorzystaj z wzoru na réznice sina —sin 8, (c) Podziel réwnanie przez dwa
i skorzystaj ze wzoruna sina + f, (d) Skorzystaj ze wzoru na tg 2a.

Odpowiedi:a)x:§+§kn V x=2kn, keZ b)x:’—g+%" V x=xfn+kn, ke,
x={5H+2%kn VvV x= %n+2kn, kez, d)kn, keZ

Zadanie 9. Rozwigzaé nieréwnoSci:

a) sinxcosx < j b) tg2x>tgx
) |sin2x| < % d) |sinx|> g

Wskazéwka: Wykonaj rysunki dla podanych funkcji.
Odpowiedz: a) x € (%n + kT, %TC +kn), ke€Z, b)yxe(=f+kmkn)U(fn+kn, 5 +kn), keZ,

o) xe(—L&+kE,2+k%), keZ dxe(E+kn3n+kn), kel
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