Réwnania i nieréwnos$ci wyktadnicze i logarytmiczne

Pawet Foralewski

Teoria

Poniewaz funkcje wyktadnicza i logarytmiczna zostalty wprowadzone wczeéniej, tutaj przy-
pomnimy tylko definicje logarytmu i jego podstawowe witasnosci.

Definicja1. Niechaibbeda dodatnimiliczbami rzeczywistymiiniecha # 1. Logarytmem liczby
b przy podstawie a nazywamy liczbe x spelniajgcg réwnanie a* = b. Piszemy wtedy x = log, b.
Twierdzenie 1. Dla dowolnych a,b,c € Ry, a # 1, mamy:

(a) log,1=0,

(b) log, al = p,

(C) alog“b — b,

(d) log (b-c)=log, b+log,c,

(e) log, 2 =log, b —log,c,

(f) log, b* = klog, b dla dowolnego k € R,

(g) log, b=l %1,

log.a”

Zadania obowiazkowe

Szanowni Panstwo, zgodnie z sugestiami w zadaniach 1 i 2 dodatem po jednym tatwym
przyktadzie (podpunkty a). Zdaje sobie sprawe, ze w zwigzku z ilo$cig godzin przeznaczonych
w repetytorium na réwnania i nieréwnosci wykladnicze i logarytmiczne, zadan obowigzkowych
moze by¢ za duzo. Z drugiej strony kazde z nich jest inne, wymaga zastosowania innej metody
postepowania (nie bytem tutaj zbyt oryginalny i czeSciowo wykorzystalem materialy ze starego
repetytorium), wiec nie chciatbym zadnego z nich wyrzucaé. Proponuje zatem, aby do stowa
,obowigzkowe” podeszli Paristwo w tym przypadku z pewnym dystansem i iloé¢ rozwigzanych
na zajeciach zadan obowigzkowych uzaleznili od swojego wyczucia, mozliwosci grupy itd. itp.
Zadanie 1. RozwiaZz rownania:

a) 3*+1 = 81
6-5x
b) 835 0,125 (%) =0,

c)2-16" —17-4* = -8,

d) (V3+ V2)"7 = (V3 - V2,

e) 152x+4 — 33x . 54x74‘

Wskazéwka: W podpunkcie a) zapisz 81 jako 3%, w podpunkcie b) sprowadz potegi w réw-
naniu do tych samych podstaw, z kolei w podpunkcie c) jako wspdlng podstawe przyjmij 4 i
podstaw ¢ = 4%, w podpunkcie d) kluczowa role odgrywa tozsamosé (V3 + V2)(V3 — V2) = 1,
na koniec w podpunkcie e) zapisz liczbe 15 jako 3-5 i rozdziel potegi o podstawie 3 i o podstawie
5.

Szkic rozwigzania. a) Mamy 3! = 3* { wykorzystujac réznowartoéciowosé funkgji f(x) = 3%,
dostajemy x = 3.
b) Sprowadzajac potegi w réwnaniu do tych samych podstaw otrzymujemy

6—5x
23
3(3x-5) _ »-3
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skad
99x=15 _ n75x-12.

Poniewaz funkcja wyktadnicza f(x) = 2* jest réznowarto$ciowa, dostajemy 9x — 15 = 7,5x — 12,
skad ostatecznie x = 2.
¢) Przyjmujac w tym réwnaniu jako wspdlng podstawe liczbe 4 mamy
2- (4% —17-4"+8=0.
Podstawiajac t = 4* dostajemy
22 —17t+8 = 0.
W konsekwengji ¢ = 1 lub t = 8 i ostatecznie x = -3 lub x = 3.

d) Kluczowa dla rozwigzania kolejnego réwnania jest réwnos¢ ( 3B+ V2)(V3-V2) =1, skad
dostajemy

1 -1
Vg—‘/_—m—(‘/g+ \/E) .

Zatem nasze rownanie przybiera postacé

(\/§+ \/E)ll—x — (\/§+ \/5)1—335.

Po poréwnaniu wyktadnikéw otrzymujemy x = 5.
e) W tym przypadku mamy

52X+4 . 32x+4 — 33X . 54)(—4

Stad
4—x 2x—8 1 o
=t o ()
Mnozac stronami przez 25*™* dostajemy

(2534~ =1,

co zachodzi gdy 4 —x =0, czylix = 4.
Odpowiedz: a) x =3,b) x =2,c)x = -3 lubx = 3,d) x = -5,e) x = 4.

Zadanie 2. Rozwigz réwnania:

a) log;(x = 5) =2

b) log, ,(x> —14) =3,

) log(x* — 1) —log-(x + 1) = 3,

d) xlo8: Vi1 = Vg,

e) 5log, x — 2log, x = 12.

Wskazéwka: Uwaga ogdélna: pamietaj o wyznaczeniu dziedziny réwnania. Ponadto, w pod-
punktach a) i b) skorzystaj z definicji logarytmu, podobnie w podpunkcie c) korzystajac najpierw
ze wzoru e) z Twierdzenia 1, w podpunkcie d) zlogarytmuj obie strony réwnania przy podstawie

2, dwa razy wykorzystaj wzér f) z Twierdzenia 1 i w konicu podstaw ¢t = log, x, w podpunkcie e)
wykorzystaj wzér g) z Twierdzenia 1

Szkic rozwigzania. a) Dziedzing tego réwnania jest przedzial (5, o). Z definicji logarytmu mamy
x — 5 = 3?, skad dostajemy x = 14



b) Dziedzing tego réwnania jest zbiér (V14, o)\ {3} (x € ((2,3)U (3, %)) N (V14, )). Z definicji
logarytmu mozemy dane réwnanie zapisa¢ w postaci

X —14 = (x -2)3,

lub réwnowaznie

X -2x—-1=0.
Rozwigzaniami réwnania kwadratowego sg x = 1— V2 oraz x = 1+ V2. Poniewaz 1— V2 < V14,
ostatecznie otrzymujemy x = 1+ V2.

¢) Dziedzing tego réwnania jest przedziat (1, o0) (muszg by¢ jednoczesnie spetnione warunki
x2 —1>0oraz x + 1 > 0). Korzystajac z wtasnosci logarytmu mamy

X2 -1

logs 57 =3

lub réwnowaznie
log.(x — 1) = log; 125,
skad (korzystajac z faktu, ze funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa) x — 1 = 125. Zatem
rozwigzaniem réwnania jest x = 126 (nalezy do dziedziny).
d) Dziedzing tego réwnania jest zbiér R, \{1}. Zlogarytmujmy obie strony réwnania przy
podstawie 2
log, x'°% Vel - log, V8.
Dalej mamy
1 3
(E log, x — 1)log2x =5
Podstawiajac t = log, x, otrzymujemy réwnanie 3t —t — 3 = 0, ktérego rozwigzaniami sg t = —1
lub t = 3. Stad x =  lub x = 8 (oba rozwigzania nalezg do dziedziny réwnania).

log x
log, 9

e) Dziedzing tego réwnania jest zbiér R,. Korzystajac z réwnosci log, x = = llog,x
dostajemy 4log, x = 12. W konsekwengji log, x = 3, czyli x = 27.

Odpowiedz: a)x =14,b)x =1+ \/f,c)x:126,d)x:%lubx:8,e)x:27.

Zadanie 3. Rozwiaz nieréwnosci:
4x
(i) <a
b) 42 —5.2" > -2,
c) log, log%(x +11) > 0,
d) log, (x* - 1x) < 1.

Wskazowka: Uwaga ogdlna: pamietaj, ze funkcje f(x) = a* oraz g(x) = log, x sg rosnace dla
a > 1 oraz malejace kiedy a € (0,1). W podpunkcie a) sprowadz potegi do tej samej podstawy,
w b) podstaw t = 2%, w ¢) skorzystaj dwukrotnie z definicji logarytmu, a w d) rozwaz dwa
przypadki w zaleznosci od x. Oczywiscie, w podpunktach c) i d) wyznacz najpierw dziedziny
nieréwnosci.
Szkic rozwigzania. a) Sprowadzajgc obie strony nieréwnosci do tej samej podstawy otrzymujemy

G <()

3



Poniewaz funkcja wykladnicza przy podstawie mniejszej od 1 jest malejgca, dostajemy 4x > 3,
skad ostatecznie x € (3, o).

b) W nieréwnosci
220+ _5.0% 5 2
podstawiamy ¢+ = 2*. Mamy t > 0. Rozwigzaniem nieréwnosci kwadratowej 2t> — 5t + 2 > 0

jest zbiér (—oo, %) U (2, o), skad wobec faktu, ze t > 0, dostajemy (O, %) U (2, 00). Ostatecznie
X € (—o0,—=1) U (1, 00).

c) Dziedzing nier6wnosci jest przedziat (=11, -10) (musza by¢ jednoczesnie spetnione wa-
runki x + 11 > 0 oraz log%(x +11) > 0). Mamy
log, log%(x +11) > log, 1,

skad po opuszczeniu logarytmu zewnetrznego o podstawie wigkszej niz 1 otrzymamy

log%(x +11) > 1 = log

2
3

WIN

Ponownie mozemy opuséci¢ logarytm, pamietajac o zmianie znaku nieréwnoéci na przeciwny
(podstawa logarytmu jest mniejsza od 1). Mamy zatem x + 11 < 3, czyli x < —10%. Po uwzgled-
nieniu dziedziny, dostaniemy, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (11, -101).

d) Dziedzing nieréwnosci jest zbiér (%, co)\{1} (2% — }lx > 0,x > 0, x # 1). Po opuszczeniu
logarytméw w nieréwnosci

log, (x3 - }Lx) <log, x,

zwrot otrzymanej nieréwnosci zalezy od warto$ci x. Zatem musimy rozwazy¢ dwa przypadki.
1°1 <x < 1.Mamy ® - 3x > x, czylix® — 2x > 0, zatem x € [—ﬁ,O] u [g,oo]. Poniewaz
% < x < 1, w rozwazanym przypadku otrzymamy pusty zbiér rozwigzan.

2° x > 1. Rozwigzaniem nieréwnoéci x> — 1x < x jest zbiér [—oo, —%5] U [0, ﬁ]. Poniewaz x > 1,

1
dostajemy x € (1, ¥,

Rozwigzaniem danej nieréwnosci jest suma rozwigzan z poszczeg6lnych przypadkéw czyli prze-
dziat (1, £].

Odpowiedz: a) x € (?1, ), b) x € (=00, —1) U (1, 0), ¢) x € (—11, —10%), d)xe(d, ﬁ].

Zadania dodatkowe

Zadanie 4. Rozwigz réwnania:
a) /7x+5 _ (\3/1)9—x =0,

3x
X, x+1 _ [ 4
b) (0,125)* - (V2) ( sﬁ) ,
Q)4 —5.2v1 L4 =,
d) 4\/4x+23 =10- 2v4x+23 _ 16,
3 _
e) (\/7)2 3x — %531(’
f) 4¥+1 4 3. 520 — 520+l _ gx



Wskazowka: Powyzsze réwnania mozna rozwigza¢ analogicznie jak odpowiednie réwnania
z Zadania 1

Odpowiedz: a) x = =22, b) x = §z,c)x =1lubx = -1,d) x = -22lubx =58,e) x = 3, f) x = 3.

Zadanie 5. Rozwiagz réwnanie
2714224 = V3.2 -8,

Wskazowka: Najpierw wyrazenie po lewej stronie przeksztalcamy wykorzystujac wzér na sume
zbieznego szeregu geometrycznego nieskoriczonego, potem podnosimy obie strony réwnania
do kwadratu i w koficu rozwigzujemy réwnanie postepujac analogicznie jak w Zadaniu 1 b).

Uwagi metodologiczne. Czeé¢ absolwentéw szkot srednich moze nie zna¢ wzoru na sume zbiez-
nego szeregu geometrycznego nieskoriczonego. Rozwigzujac to zadanie nalezy ten wzér wy-
prowadzi¢ ze wzoru na sume czeéciowg szeregu geometrycznego nieskoriczonego.

Odpowiedz: x = 11lub x = 2.

Zadanie 6. Rozwigz réwnania:
a)log, ;9 =2,
b) log,[log,(log, x)] = 0,
) 1-1log Vx — 5+ log V2x — 3 = log 30,
d) log(x + 6) — 2 = 3 log(2x — 3) — log 25,
e) x1°8% = 100x,
f) log,, x + log, x +log, x = 7.

Wskazowka: Powyzsze réwnania mozna rozwigza¢ analogicznie jak odpowiednie réwnania
z Zadania 2.
Odpowiedz: a) x = =2,b)x =8,c)x =6, d) x =6lubx =14, e) x = 0,1 lub x = 100, f) x=16.

Zadanie 7. Rozwigz réwnania:
a)log|2x — 3| - log|3x - 2| =1,

b)log /T + % +... = log(4x — 15).

Wskazowka: W pierwszym rownaniu nalezy najpierw , opusci¢ znaki warto$ci bezwzglednej”
i rozwazy¢ odpowiednie przypadki, natomiast w réwnaniu drugim nalezy najpierw skorzysta¢
ze wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego nieskoniczonego.

Szkic rozwigzania. W pierwszym réwnaniu nalezy najpierw , opusci¢ znaki wartoéci bezwzgled-
nej” i rozwazy¢ odpowiednie przypadki, natomiast w réwnaniu drugim nalezy najpierw sko-
rzysta¢ ze wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego nieskoriczonego.

Odpowiedz: x = 2 lub x = 2,b) x = 5.

Zadanie 8. Rozwigz nieréwnosci:
a) 0,25 . 2%+l > 1,
b)3-9¥-28-3*+9<0,
o)logglog, x < 3,

d) log%(x -1 - log%(x +1)<2,



e)log, ., x> -1

Wskazowka: Powyzsze nieréwno$ci mozna rozwigzac¢ analogicznie jak odpowiednie nieréw-
nosci z Zadania 3.
Odpowiedz: a) x € [-1,1], b) x € [-1,2], ) x € (0,9], d) x € (3, 0), &) x € (=2 + V5, ).

Zadanie 9. Rozwigz nier6wnosé
2logx +4log® x + 8log® x + ... < log” x.

Wskazowka: Aby tradycji stalo sie zado$¢, takze w tym zadaniu nalezy wykorzysta¢ wzér na
sume zbieznego szeregu geometrycznego nieskoniczonego.

: . 1
Odpowiedz: a) x € (@/1)'

Zadania domowe

Zadanie 10. Rozwigz réwnania:

BVl (4 _ 9
a3 -(5) =%
b) 5x2+2 = 53
€) 342 + 91 = 810,
d) 1550= =5,

e) 23x . 7x—2 — 4x+1’
f) 62x+4 — 33x . 2x+8'

Odpowiedz: a) x = 3_;@ lub x = 3+T\@,b)x =1lubx=2,¢)x=2,d)x = log,, \/g, e)x =21
x =4.

Zadanie 11. Rozwiaz réwnania:
a)log, 2(x*+2x-1)=2
b) log5 x —log, x* +2 =0

logllog)  _
C) log(logx2-1) — 2

d) log(x + %) =log 1 —logx
e) 1()chosx(g - x2) =0,
f) x + log(5 — 2**1) — xlog 5 — log 2 = 0.

Odpowiedz:a) x = 1lubx = =11,b) x = 3lubx = 9, ¢) brak rozwigzan, d) x = %, e) brak rozwigzan,
fyx=1lubx = -1.

Zadanie 12. Rozwigz nieréwnosci:
a)55 > V5,
b) 23% + 221 _2¥ _2 <
c) log,(x +3) —log,(x = 1) > 2 - log, 8
d) log,, ;x> 1.



Odpowiedz: a) x € (—o0,—-2) U (0, 00), b) x € (—0,0), ¢) x € (00, 1) U [5,0), d) x € (2, 3).
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