Geometria analityczna
Pawetl Mleczko

Teoria

Informacja 1 (o prostej).

— postaé ogdlna prostej: Ax + By + C =0, A2 + B2 £ 0,

— postaé kanoniczna (kierunkowa) prostej: y = ax + b.

Wspétczynnik a nazywamy wspétczynnikiem kierunkowym prostej.

Twierdzenie 2 (o prostych réwnoleglych i prostopadlych).

— Duwie proste sg réwnoleglte wtedy i tylko wtedy, gdy majg takie same wspdtczynniki kierunkouwe.
warunek réwnoleglodci

— Duie proste sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn ich wspétczynnikéw kierunkowych wy-
nosi —1.

Twierdzenie 3 (odleglos¢ punktu od prostej). Odlegtos¢ d punktu (xo, yo) od prostej Ax+By+C =0
(A% + B2 # 0) wynosi
d= |A'X0+B'y0+C|
VAZI B
Definicja 1 (réwnanie okregu). Okregiem o §rodku w punkcie (xg, o) i promieniu 7, r > 0,
nazywamy zbiér punktéw (x, y) spetniajacych réwnanie
(x = x0)* + (y = yo)* = 1.

Réwnanie to nazywane jest postacig kanoniczng.

Zadania obowiazkowe

Zadanie 1. Narysowac zbiér A = {(x,x -1:xe€ ]R}. Jak mozna nazwa¢ zbiér A? W jaki inny
spos6b mozna go opisac?

Szkic rozwigzania. Mozna A = {(x, y:y=x-1x¢€ R}. Zbioér A da sie przedstawic jako prosta
w postaci:

— ogllnej: —x +y +1 =0,

— kierunkowej: y = x — 1.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkty (1,5) oraz (-2, 1).
Szkic rozwigzania. Szukamy prostej o réwnaniu kierunkowym y = ax + b. Oba punktu nalezg do
prostej, wiec jej wzor znajdziemy rozwigzujgc uktad réwnan:

S5=a+b

1=-2a+b.
Rozwigzujac uktad dowolng znang metoda znajdujemy: a = 3, b = 33.
Uwagi metodologiczne. Warto wspomniec, ze w tablicach matematycznych znajduje sie wzoér na
wspolczynniki prostej, ktéry mozna wyprowadzi¢ cho¢by metodg wykorzystang do rozwigza-
nia zadania. Korzystajac z tego wzoru mozna znalezé wspétezynnik a = 52 = %. Nalezy zo-
brazowa¢ sytuacje na rysunku i zwréci¢ uwage, ze wspétczynnik kierunkowy jest tangensem
odpowiedniego kata.
Odpowiedz: y = 3x + 33



Zadanie 3. Wyznaczy¢ prosta rownolegta do prostej 2x + 1y — 8 = 0 i przechodzacg przez punkt
1,3).

Szkic rozwigzania. Przedstawiamy réwnanie prostej w postaci kierunkowej: y = —4x + 16. Szuka-
my prostej o réwnaniu y = —4x +b (patrz twierdzenie 2). Punkt (1, 3) nalezy do tej prostej, zatem
rozwigzujemy réwnanie 3 = —4 +b. Stad b = 7.

Odpowiedz: y = —4x + 7

Zadanie 4. Wyznaczy¢ prosta prostopadta do prostej y = —3x + 3 i przechodzacg przez punkt
(0,0).

Szkic rozwigzania. Szukamy prostej postaci y = ax + b, gdzie wspélczynnik a spetnia warunek
—1 -a = -1 (patrz twierdzenie 2). Stad a = 2 oraz — poniewaz (0, 0) nalezy do prostej: b = 0.
Odpowiedz: y = 2x

Zadanie 5. Czy proste x + y +1 = 0 oraz y = —x + 5 sg réwnolegle?

Szkic rozwigzania. Obie proste przedstawiamy w postaci kierunkowej i stwierdzamy, ze majg
takie same wspoétczynniki kierunkowe.
Odpowiedz: Tak.
Zadanie 6. Narysowaé w ukladzie wspoéirzednych okrag dany réwnaniem
P+ 2 +2x -6y +4=0.

Szkic rozwigzania. Przedstawiamy okrag w postaci kanonicznej: (x + 1)? + (y — 3)? = ( V6)2.

Uwagi metodologiczne.

y

(-1,3)

Odpowiedz:

Zadanie 7. Znalez¢ styczne do okregu x* + y* = 9 przechodzgce przez punkt (4, 0).

Szkic rozwigzania. Szukamy stycznych postaci y = ax + b. Poniewaz styczne majg przechodzi¢
przez punkt (4,0), wiec b = —4a. Stad nalezy sprawdzi¢, dla jakiego parametru a uklad réwnan

x+y?=9
y=ax—4a

ma doktadnie jedno rozwigzanie. Jest tak dla a i%ﬁ.

Odpowiedz: y = 3( 12( luby = 3\Fx + 124 ‘f



Zadanie 8. Znalez¢ styczne do okregu x2+y?+4x—8y+12 = 0i réwnolegle do prostej x+y+1 = 0.

Szkic rozwigzania. Szukamy prostych o réwnaniu x + y + b = 0 dla odpowiedniej wartosci b.
Przedstawiamy okrag w postaci kanonicznej

(x+22+(y—4)°> = 2V2)~

Szukamy takich wartosci b, dla ktérych odleglos¢ srodka okregu (-2, 4) od prostejx + y+b =0
bedzie réwna 2 V2. Korzystajac ze wzoru na odlegtosé prostej od punktu otrzymujemy réwnanie

2+0b] =4,

ktérego rozwigzaniem jest b = 2 lub b = —6.

Uwagi metodologiczne. Zadanie mozna rozwigzaé sprowadzajac sytuacje — analogicznie jak w za-
daniu 7 do réwnania kwadratowego z parametrem. Ten spos6b mozna zaproponowac jako za-
danie domowe.

Odpowiedz: y= —x—-2luby=-x+6

Zadanie 9. Ile punktéw wspdlnych z okregiem x? + y*> — 2x + 2y = 0 ma prosta y = x + 3?
Szkic rozwigzania. Przedstawiamy réwnanie okregu w postaci kanonicznej:

(x =172+ (y +1)2 = (V2).

Liczymy odlegtos¢ srodka okregu (1, —1) od prostej x — y + 3 = 0. Odlegtoé¢ ta wynosi 5%6 ijest
wieksza od promienia okregu.

Uwagi metodologiczne. Mozna rozwigza¢ odpowiedni uktad réwnar i zbada¢ iloé¢ jego rozwia-
zan.
Odpowiedz: Prosta nie ma punktéw wspdélnych z okregiem.

Zadania dodatkowe

Zadanie 10. Wyznaczy¢ liczbe punktéw wspdlnych okregu o réwnaniu x* + y? +2x — 6y +4 = 0
z prostg o réwnaniu y — x — m = 0 w zaleznosci od parametru m.

Szkic rozwigzania. Rozwigzujemy uklad réwnan

y=x+m
X +1yP+2x—6y+4=0
w zaleznosci od parametru m. Sprowadza si¢ to do rozwigzania réwnania
22+ 2m—4)x+m* —6m+4=0

w zaleznosci od m.

Uwagi metodologiczne. Zadanie mozna rozwigzac korzystajac ze wzoru na odleglos¢ punktu od
prostej.

Odpowied: Dlam € (4 —2 V3,4 +2V3) s3 dwa wspélne punkty, dlam =4 +2V3lubm =4 V3
jest jeden punkt wspdlny (prosta jest styczng), dla m € (—co0,4 — 2V3) U (4 + 2 V3, ) nie ma
punktéw wspdlnych.



Zadanie 11. Czy okregi x> + 1> + 2x + 8y + 16 = 0 oraz x> + y* — 4x — 6y + 8 = 0 majg punkty
wspoélne?

Szkic rozwigzania. Przedstawiamy oba okregi w postaci kanonicznej:

(x+ 172+ (y+4)7° =1,
(x—2)%+ (y - 3)* = (V5)%.

Poniewaz odlegtos¢ srodkéw obu okregéw wynosi V58, natomiast suma dtugoéci promieni wy-
nosi V5 + 1, wiec okregi nie majg punktéw wspdélnych.
Odpowiedz: Brak punktéw wspdlnych.

Zadanie 12. Wyznaczy¢ réwnanie okregu stycznego do dwoch prostych o réwnaniach x+y—2 =
0 oraz x + y + 3 = 0i przechodzgcego przez punkt (1,0).

Szkic rozwigzania. Zauwazmy na poczatek, ze proste sg réwnolegle. Stad srodek szukanego okre-
gu znajdowac sie bedzie na prostej x + y + b = 0. Wyznaczymy b, korzystajac z ponizszego
rysunku.

y

Prosta przechodzaca przez punkty A, B i C jest prostopadta do prostych k i £. Korzystamy teraz
z twierdzenia Talesa oraz faktu, ze z warunkéw zadania wynika |AC| = |CB| i otrzymujemy

IAD| _|AC| _ .
IDE| ~ |CB|]

Stad D lezy w potowie dtugosci odcinka AE, czyli D = (0, —1), wiec b = 1.
Oznaczmy $rodek okregu przez (xo, —xo — 3). Odlegtos¢ srodka okregu od prostej x+y+3 = 0
jest taka sama jak odlegloé¢ srodka okregu od punktu (1,0). Stad

|XO—X0—%+3| _

= o= 12+ (s 2
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Rozwigzaniem powyzszego réwnania sa punkty: (-3, 1) oraz (3, -%).
Odpowiedz: (x + %)2 + (y - i)z =5 lub (x - %)2 + (y + %)2 =5

Zadanie 13. Punkty A = (=1,-2), B = (2,1) oraz C = (-4, —-3) s wierzchotkami tréjkata ABC.
Obliczy¢ pole tego tréjkata.

Szkic rozwigzania. Wyznaczymy dtugos¢ podstawy AB oraz dlugos$¢ wysokosci tréjkata opusz-
czonej z wierzchotka C. W tym celu znajdziemy réwnanie prostej k przechodzacej przez punkty
AiB.Mamy: y = x — 1. Dlugos¢ odcinka AB wynosi 3 V2. Dlugos¢ wysokosci [h] to odlegtoéé
punktu C od prostej k. Mamy: [h| = V2.

Odpowiedz: P = 3

Zadanie 14. Wierzchotki rombu ABCD znajduja sie¢ w punktach A = (-1,0), B = (3,-1) oraz
D = (-2,4). ZnajdZ wspoélirzedne wierzchotka C oraz oblicz pole rombu P.

— — — —
Szkic rozwigzania. Wyznaczymy wektory AB oraz AD. Mamy AB = [4,-1], AD = [-1, 4]. Wektory

—_ = /s =3

— — - =
AC, DB, zawierajace przekatne rombu dy,d; dane sg wzorami AC = AB + AD, DB = AB — AD,
— — —
czyli AC = [3,3], DB =[5, -5]. Mamy AC = [x; — X4, Yc — Yal = [xc + 1,y — 0] = [3,3], skad tatwo
. 1 —> —_—> 1
wyznaczamy wspoétrzedne C = (2,3). Pole P = 5|AC]| - DB| = 33 V2542 =15.

Uwagi metodologiczne. Warto wspomnie¢ o wektorach i dzialaniach na wektorach.
Odpowiedz: C = (2,3),P =15

Zadanie 15. Na prostej o réwnaniu y = 5 w taki sposéb wyznaczy¢ punkt B, aby famana ABC,
gdzie A = (2,3), C = (5,4), miala jak najmniejszg dlugos¢?

Szkic rozwigzania. Mozna napisac funkcje liczacg dtugosé tamanej (w zaleznoéci od wspétrzednej
punktu B) i znalez¢ warto$¢ najmniejszg tej funkcji. Znacznie tatwiej jednak jest skorzystac z
symetrii. Niech C" = (5, 6) bedzie punktem powstalym z odbicia wzgledem prostej y = 5 punktu
C. Zauwazmy, ze dtugo$¢é tamanej ABC oraz ABC’ jest taka sama (dobre miejsce, Zeby powiedzie¢
o izometriach). Lezy on na przecieciu prostej y = 5 oraz prostej przechodzacej przez punkty A
orazC:y=x+1.

Uwagi metodologiczne. Warto wspomnie¢ i podyskutowaé o izometriach (w zadaniu pojawi si¢
symetria, mozna popyta¢ o inne, a nawet zrobi¢ dygresje w strone wlasnosci izometrii i teorii

grup).
Odpowiedz: B = (4,5)

Zadanie 16. Wyznaczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach (0,x), (x,3) oraz (1,3) jako funkcje f
zmiennej x, x € R i naszkicowac jej wykres. Wyznaczy¢ liczbe rozwigzan réwnania f(|x]) = m w
zalezno$ci od wartoéci parametru m, m € R.

Szkic rozwigzania. Dtugos¢é podstawy to |x — 1| a wysokosci |x — 3| (rysunek!). Stad wielko$¢ pola
mozna opisa¢ funkcjg f: R\{-3,-1,1,3} - Rdang wzorem f(x) = 3|x—1|-]x=3| = |3 (x—1)(x=3)|.
Funkcje tego typu rysuje si¢ na zajeciach z funkcji kwadratowej i wielomianéw, studenci powinni
sobie juz poradzi¢. Z wykresu odczytujemy ilos¢ rozwigzan w zaleznosci od m. Wykres funkcji
g, 8(x) = f(Ix]), x € R\ {-3,-1,1, 3}, przedstawia sie nastepujaco:
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Uwagi metodologiczne. Warto przedyskutowa¢ dziedzing (lub maksymalny zbiér okreslonosci)
funkcji.

Odpowiedz: Ilo$¢ rozwigzan w zaleznoéci od m: 0 —m € (—o0,0), 4 — (%, %), 8-me (O, %), 6-m= %,

3-m= % 2—-m€ (%,oo).

Zadania domowe

Zadanie 17. Wyprowadzi¢ wzor na prosta przechodzacg przez punkty (x1, y1) oraz (xp, y2).
Odpowiedz: y = £=2(x — x1) + 11

Zadanie 18. Znalez¢ réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (1, 3), jesli dodatkowo wiadomo,
ze punkt (2, —1) nalezy do tego okregu.
Odpowiedz: (x — 1)* + (y — 3)* = 17.

Zadanie 19. Okrag, do ktérego $rodek nalezy do osi OY a promieri ma dtugosé r = V5 jest
styczny do prostej o réwnaniu x + 2y — 1 = 0 Napisz réwnanie tego okregu.
Odpowiedz: (x — 6)*> + y? = 5 lub (x + 4)* + y*> = 5.

Zadanie 20. Czy prosta y = 2x + 3 ma punkt wsp6lny z okregiem x> + > + 4x + 4y + 4 = 0?
Odpowiedz: Tak.

Zadanie 21. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC, gdzie A = (-2,1), B =
(0,-3)iC = (4,3).
Odpowiedz: (x + 8)? + (y — 2)* = 3.

Zadanie 22. Okrag o réwnaniu (x — 2)> + (y + 3)? = 4 jest opisany na pewnym tréjkacie réwno-
bocznym. ZnajdZ réwnanie okregu wpisanego w ten tréjkat.
Odpowiedz: (x —2)* + (y + 3)* = 1.



