Zastosowanie symboli X i IT do zapisu sum i iloczynéw

Teoria

Niech a1, 4, ...,a, bedg dowolnymi liczbami. Sume a; +a, + ... + a, zapisuje sie zazwyczaj

w postaci
n

Y

k=1
(czytaj: suma od k = 1 do 7 ai). Znak X. to duza grecka litera sigma, symbol k to tzw. wskaznik
sumowania, liczba 1 to dolny wskaznik sumowania, a liczba n to gérny wskaznik sumowania.

Prawdziwe s3 np. réwnosci:
5
Y B =124224+32 442+ 5 = 55,
k=1

_12+6+4+3 25

1_12+6+4+43 25
4 12 T 12
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==

4
k=1

Wskaznik sumowania mozna oznacza¢ dowolng literg. Mamy np.

n

k=1 i=1 j=1 r=1
Ponadto wskazniki sumowania dolny m i gérny n moga by¢ dowolnymi liczbami catkowitymi
takimi, ze m < n. Mamy np.

8
Z(2k+l):9+11+13+15+17=65
k=4

oraz

4
Y B=(2P+ (1P +0°+13+27 437 + 47 =91,
k=-2

Przeksztalcajac wyrazenia zawierajgce sumy o dowolnej liczbie sktadnikéw, korzysta sie z
waznych wlasnoéci takich sum. Przedstawimy tu najwazniejsze z nich.

Wtiasno$é 1. Dla dowolnych liczb a4, . . ., a,, ¢ zachodzi réwnosé

n n

CZak=ZCQk.

k=1 k=1
Powyzsza wlasno$¢ wynika z rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania liczb.

Wtasnosé 2. Dla dowolnych liczb catkowitych 7, s, t spetniajgcych warunek r < s < t zachodzi
rownos¢

s t

Zak = Zak+2ak. (1)

t
k=r k=r k=s+1
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Przy powyzszych oznaczeniach zachodzg bowiem réwnosci:

s t

t
Zakz(ar+...+a5)+(as+1+...+at)=Zak+ Z k.

k=r k=r k=s+1

Wlasnosé 3. Dla dowolnych liczb m, n, r € Z takich, ze m < n zachodzi réwnos¢

n n+r
Z a = Z A—r- 2)
k=m k=m+r

Przy powyzszych oznaczeniach zachodzg bowiem réwnosci:

n+r

Z Ak—r = Am+r)—r T Amar+1)—r T oot Auar)—r =
k=m+r

n

:um+am+1+...+an=2ak.
k=m

Rozpatrzmy nastepujaca prostokatna tablice liczb czyli tzw. macierz

a ain cee Mp
a1 A ... Q2n
Anl w2 --- Qmn

Liczby tworzace te macierz nazywamy jej elementami. Rzedy poziome tej macierzy nazywa-
my wierszami, a rzedy pionowe nazywamy kolumnami. Kazdy element tej macierzy ma dwa
indeksy. Pierwszy jest numerem wiersza, w ktérym znajduje sie ten element, a drugi jest nume-
rem kolumny. Dla kazdego i € {1, ..., m} suma elementéw stojacych w i-tym wierszu jest réwna

n

S o

=1

Wobec tego suma wszystkich elementéw macierzy jest réwna

Podobnie dla kazdego j € {1,.. ., n} suma elementéw stojacych w j-tej kolumnie jest réwna
m
2
i=1
a suma wszystkich elementéw naszej macierzy jest réwna

n m

Z( Z ”ii)‘

=1 i=1
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Poréwnujac otrzymane sumy i opuszczajgc nawiasy, otrzymujemy ponizszg

Wtasnoséé 4. Dla dowolnych liczb naturalnych m i n oraz liczb a;;, gdziei € {1,...,m}, j €
{1,...,n} zachodzi réwnosé

ZZaU = ZZaij. (3)

i=1 j=1 j=1 i=1
Powyzszy zwigzek mozna wyrazi¢ nastepujgco: w sumach podwéjnych mozna zmieniaé ko-
lejno$¢ sumowania. Wlasnos¢ te majg réwniez sumy potréjne i ogélnie [-krotne, gdzie / € N\ {1}.
lloczyn aja; - ... - a, zapisujemy w postaci

n

Hﬂk

k=1

(czytaj: iloczyn od k = 1 do n a;). Znak IT to duza grecka litera pi, symbol k to tzw. wskaznik
iloczynu, liczba 1 to dolny wskaznik iloczynu, a liczba n to gérny wskaznik iloczynu.

Mamy np.
7
H(3k+1)=4-7-10-13~16-19-22.
k=1
Prawdziwe sg odpowiedniki iloczynowe podanych wyzej wlasnosci 1, 2, 3 i 4.
Zadania na zajecia

Zadanie 1. Obliczy¢:
: 1

a) y 2% b) -.
X )y

Zadanie 2. Za pomocg znaku X zapisa¢ nastepujaca sume:
a) V2+ V3+ Va+ 5+ Yo+ V7+ V8
b)5!+6!+7!+ 8!+ 9!

a11 412 413

Zadanie 3. Dana jest macierz [ ) axp a4y
as1 asy 4ass

. Zapisa¢ dane wyrazenie bez uzycia symboli ©

ill:

Zadania domowe

Zadanie 4. Obliczy¢:



7
a)) @k-1; b

k=1

Z ﬁ c)

i=2

i(—l)kkz.
i=2

Zadanie 5. Za pomocg znaku X zapisa¢ nastepujaca sume:

a) sinx + sin2x + ... + sinnyx;

b)a+@+12+@+2)°+...+ @+2n)>""

Zadanie 6. Za pomocg znaku IT zapisaé nastepujacy iloczyn 3-4- ... - 100.

Zadanie 7. Sformutowa¢ i uzasadni¢ iloczynowe odpowiedniki wtasnosci 1,2, 31 4.

a4

Zadanie 8. Dana jest macierz | 421 4ax»

ill:

3 3

o Y]]
i=1 j=1
3 3

e )] ]a
i=1 j=i
3 3

» L]
i=1 j=4—i
3

b Aij;
j=1 i=1

asz1  asp

—.
-

aij;
j=1 i=1
3
o [ e
j=1 i=1
3
) H aij;
i=1 j=1
3 3
m) [[ 2
i=1 j=i
a1 a

Zadanie 9. Dana jest macierz | a1 ax

boli ZiIl:

a) (a1 +ann + a3 + a1a)(ax + ax + axs + ax)(az + azxn + asz + aza);
b) (a1 + a1 +as)(a2 + ax + as)(aiz + axz + asz)(ais + ax + ass);

asz  asp

a3 |. Zapisa¢ dane wyrazenie bez uzycia symboli

ai3
as3
c)
8)
k)
n)
a13 14
a3 04
asz3  Aaz4

Q) ananaiziia + 4210202304 + A3103033034;
d) ananas + a12a2a3; + 113023033 + A14024034.

Aij;
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Zadanie 10. Dana jest nastepujaca tréjkatna tablica liczb:

a1
an
as1

an1

ax
azy a3z
an2  An3

Ann

l

0)

—.
I

—_
I
-

3 3
130

i=1 j=4-i

3
i=1 j=1

. Dane wyrazenie zapisa¢ za pomocg sym-



Sumujgc dwoma sposobami elementy tej tablicy, wykaza¢ réwnosc¢

i=1 j=1 =1 i=j

Zadanie 11. Dana jest nastepujaca tablica liczb:

A1n
don-1  A2n
a3 pn-2  A3u-1 03p

apl -+ Apn-2 Aupn-1 Aun

Sumujgc dwoma sposobami elementy tej tablicy, wykaza¢ odpowiednig réwnos¢.

Indukcja matematyczna

Zasade indukcji matematycznej (lub tez indukgji zupelnej) stosuje sie w dowodach licznych
twierdzen.

Twierdzenie 1 (Zasada indukcji matematycznej). Niech kazdej liczbie naturalnej n przyporzgdko-
wane bedzie zdanie T(n) i niech spetnione bedg warunki:

1°. zdanie T(1) jest prawdziwe,

2°. dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T(n) wynika zdanie T(n + 1).

Woéwczas zdanie T(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

Zasade indukcji matematycznej mozna sugestywnie zilustrowaé za pomocg odpowiednio
ustawionych tabliczek domina.

Zadania na zajecia

Zadanie 12. Stosujgc zasade indukcji matematycznej, wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej
n zachodzi réwnos¢

. 1
Zk = Fn(n+1). )
k=1

Zadanie 13. Za pomocg indukcji matematycznej wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réw-
nos¢

2n
Z(—1)’<+1(2k—1)3 = —2n(16n?® - 3). (5)
k=1

Zadanie 14. Wykazad, ze dla dowolnych n € Nix € R\ {1} zachodzi réwnos¢

xn+1_1
T+x+x2+...+x" = ) 6
X+x X 1 6)




Zadanie 15. Wykazad, ze dla kazdego n > 3 zachodzi nieréwnos¢

LN S
n+l n+2 7 2n

. g %)

Zadanie 16. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwy jest zwiazek 41 | (5-7%"+8"1).

Zadanie 17. Wykaza¢, ze dla kazdegon > 3 liczba P, wszystkich przekatnych n-kata wypuktego
jest réwna n(n — 3)/2.

Zadanie 18. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej
n zachodzi réwnosé

Zkz = %n(n+1)(2n+1). )
k=1

Zadanie 19. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalne;
n zachodzi réwnosé

i 1 _ n ©)
£ (Tk = 3)(7k + 4) C A(Tn+4)
Zadanie 20. Metodg indukgji zupetnej wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnoé¢
1 sin ZHx sin £x
Z sinkx = ———=, (x # 2km). (10)
e sin 5

Uwaga. Tego typu zadania mozna przerabiaé¢ w ramach kursu trygonometrii.

Zadanie 21. Wykazaé, ze jedli x > -1, to dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi ponizsza nie-
réwnos¢, zwana nieréwnoscig Bernoulliego

1+x)" > 1+nx (11)

Zadanie 22. Metodg indukcji zupelnej wykazaé, ze dla kazdego n € N U {0} prawdziwy jest
zwigzek

X2+ X+ D [(X + 12! 4 X2, (12)



Zadanie 23. Ponizszg réwno$¢ zapisaé za pomocg znakéw L i udowodnié jg przez indukgje:

1—1 1—1+ + ! —l—L+ L + +i
3 4 777 2n-1 2n n+l1 n+2 7 2n

Zadania domowe

Zadanie 24. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢:

a) Y (10k - 3) = n(5n + 2);

k=1

b) Zk(k+1) n(n +1)(n +2);

0) Z(k +2)(3k +1) = n(n +2)(n + 3);

k=1

d) kZ:‘kS - En(n ¥ 1)]2;

1 n
€) k; Gk—4)Gk+1) 5n+1

K? _n(n+1)
; Qk-1DQk+1) 2Q2n+1)

f)

2n
g Y (-1 = —nP(an +3);
k=1

Zadanie 25. Metodg indukcji matematycznej wykazaé r6wnos¢:

n

a)H(l—%)znz—;l, (n>2).

k=2

Zadanie 26. Wykaza¢ réwnos¢:

1\ 12 12 1 1
a) (x——) +(x2——2) +...+(x”——) :—(x2"+2——)—2n—1;
x X x" 2-1 x2n

coskx  sin(n+1)x 1
Z = (x # =kn).
1= cos cos™ x sinx’ 2

Zadanie 27. Metodg indukcji matematycznej wykazaé¢ nieréwnos¢:

1 1 1

o T SRR e B

Zadanie 28. Udowodnié¢ zwigzek 25 | (2"+2 - 3" + 5n — 4).



0.1. Zasada minimum (nadprogramowe!)
Ponizsze twierdzenie jest rtownowazne z zasadg indukcji matematyczne;j.

Twierdzenie 2 (Zasada minimum.). W kazdym niepustym podzbiorze zbioru N liczb naturalnych
istnieje liczba najmniejsza.

Zadanie 29. Stosujgc zasade minimum, wykaza¢, ze kazda liczba naturalna n > 1 jest iloczynem
liczb pierwszych. (Pojedyncza liczbe pierwsza traktujemy tu jako jednoczynnikowy iloczyn liczb
pierwszych.)

Zadanie 30. ,Udowodni¢” nastepujace ,, twierdzenie”: kazda liczba naturalna jest ciekawa. Uwa-
ga. Ponizej dla kazdej sposréd liczb naturalnych od 1 do 8 wskazujemy wtasnoé¢ swiadczaca o
tym, ze dana liczba naturalna jest ciekawa:

1 — najmniejsza liczba naturalna, jedyna liczba naturalna, ktdra nie jest ani liczbg pierwsza,
ani liczba zlozong,

2 — najmniejsza liczba pierwsza,

3 —najmniejsza liczba pierwsza nieparzysta; najmniejsza liczba naturalna, ktéra nie jest suma
dwéch kwadratéw liczb catkowitych,

4 — najmniejsza liczba ztozona,

5 —najmniejsza liczba naturalna bedgca sumg kwadratéw dwoéch réznych liczb naturalnych,

6 — najmniejsza liczba naturalna bedgca iloczynem dwéch réznych liczb pierwszych,

7 —najmniejsza liczba naturalna niebedgca suma kwadratéw trzech liczb catkowitych,

8 —najmniejsza liczba naturalna bedaca sze$cianem liczby pierwsze;j.

0.2. Symbol Newtona

Dla kazdej liczby naturalnej n liczbe n! (czytaj: n silnia) okres§lamy wzorem
nl=1-2-...-n
Przyjmujemy ponadto umowe, ze 0! = 1. W szczegd6lnosci mamy

1'=1, 2!=2, 3!'=6, 4!=24, 5'=120, 6!=720, 7!=>5040.

Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnej liczby catkowitej k takiej, ze 0 < k < n wartos¢ (})
(czytaj: n po k) symbolu Newtona okre§lamy wzorem

AN n!
(k) K-k

Przyjmujemy ponadto umowe, Ze jesli n € N i k jest liczbg catkowitg ujemng, to () = 0.

Dla dowolnychn € Nik € {0,1,...,n} liczba (;) jest rowna liczbie wszystkich k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego. Poniewaz liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego
jest réwna 2", wiec zachodzi réwnos¢

MU 13)

Zadania na zajecia
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Zadanie 31. Sprawdzi¢, ze jesli 0 < k < n, to zachodzi réwnosé¢

(Z) = (ni k) (symetria). (14)

Zadanie 32. Obliczy¢:

o) ol o o)

Zadanie 33. Wykaza¢, zejeslik,n € Nil < k < n, to zachodzi réwnosé

2o = () &

0.3. Wzér dwumianowy Newtona

Dobrze znamy ponizsze wzory na kwadrat sumy i szeScian sumy:

(a+b)? = a*+2ab+1?
(a+b)?® = a®+3a%h+3ab* + 1.

Ich uogdlnieniem jest ponizszy tzw. wzdér dwumianowy Newtona zachodzacy dla dowol-
nych liczba,be RineN:

@+by = Z(Z)a”‘kbk. (16)

Réwnoéé (16) mozna tez zapisa¢ nastepujaco

(a+b" = a"+ (Y)a”lb + (;)a”2b2 o+ (n 11 1)ab”1 + b (17)
Zadania na zajecia
Zadanie 34. Metoda indukcji matematycznej udowodnié wzér (16).

Uwaga. Nie wyprowadza sie oddzielnego wzoru dla (a —b)", gdyz réznica a — b tez jest suma.
Mianowicie a — b = a + (=b).

Zadanie 35. Rozpatrujgc wyrazenie (1 + 1)", wykaza¢ w sposéb algebraiczny réwnos¢ (13).



0.4. Tréjkat Pascala

Wspétczynniki wystepujace w rozwinieciach kolejnych poteg dwumianu mozna ustawic¢ w
formie ponizszej tablicy zwanej tréjkatem Pascala

Na poczatku i koricu kazdego wiersza stoi liczba 1. Kazdy inny wspétczynnik jest na mocy réow-
noéci (15) réwny sumie dwéch wspélczynnikéw stojacych tuz nad nim.

Zadania na zajecia

Zadanie 36. Korzystajac z tréjkata Pascala, rozwingé wyrazenie:
a) (a+b)%; b) (a + b)°.

Zadania domowe

Zadanie 37. Korzystajac z tréjkata Pascala, rozwinaé wyrazenie (a + b)®.
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0.5. Pewne wzory skr6conego mnozenia

Kolejnymi znanymi nam tozsamosciami algebraicznymi sg réwnosci:

- = (a-b)a+b),
-0 = (a-b)@®+ab+0b?).

Ich uogélnieniem jest zachodzaca dla kazdego n € N \ {1} réwnos¢
a'=b = @-b)@" " +a"Ph+ a7 + . +ab" 4 ).
Mamy np.
-0 = (a-b)@* +a’b+a’* +... +ab® + ).

Zauwazmy, ze jeéli liczba naturalna n > 1 jest nieparzysta, to z powyzszej tozsamosci oraz
ze zwigzku a" + b" = a" — (=D)" otrzymujemy réwnosc¢

A"+ = @+b)@ T —a"Ph+a" P — . —ab" 4 ).
Mamy np.

a+ b’
a + b

(a+b)@®—ab+1?),
(a +b)@a* — a®b + a*b* — ab® + b?).

Literatura

Jedmianowicz L. 1 Lo$ J. - ,,Zbiér zadan z algebry”, Warszawa, PWN
Musielak J. — ,Wstep do matematyki”, Warszawa, PWN

Odpowiedzi
37 5, > 61
La)62 b) . 2.a)NaprzykIadZ Vk; b)np.Zk!. 4.2)49; b)7 3. 5.a)Na
k=2 k=5

n 2n 100
przyklad Z sinkx; b) np. Z(a + k)k”. 6. Na przyklad H k. 8. @) a11a12013 + A2182003 + A3143033;
k=1 k=0 k=3

b) (11 + ax + as)(@r2 + axn + as)(@3 + a3 + as);

C) Ay + a1y + a31a3a33;

d) (a1 + ax + az)(axn + ax)ass;

€) anaypdyz + ands + ass;

f) a1 (a1 + ax)(as + ax + as);

8) A11a12013 + A1 A2 + a33;

h) (a11 + a1 + az1)(a12 + ax)ass;

i) 413 + axndos + a31a3033;

j) a1 (az1 + ax)(as + as + ass);

K) ananas + axpazn + ass;

1) a3(ax + ax)(as + as + ass);

D an + appaxn + apzaxnass;

m) (ay1 + a1z + a13)(axn + a23)as3;

n) a11a1431 + A12 + A13;
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3 4 4 3
0) (a1 + az + a13)(a21 + a)az1. 9. a) HZ”U? b) HZ”U? Q)

i=1 j=1 j=1 i=1
3 4 4 3 n n n n
Z H aij; d) H ajj. 11. Z Z ajj = Z Z ajj. 32. a) 560;
i=1 j=1 =1 i=1 i=1 j=n—i+l j=1 i=n—j+1

1
b) 330; <) 98280; d)1652411475. 36. a) (a + b)* = a* + 4a%b + 6a°D? + 4ab® + b*;
b) (a+b)® = a®+5a*b+10a°b*+10a?b> +5ab* +b°.  37.(a+b)® = a®+6a°b+15a*b*+20a%b® +15a2b* +6ab® +1°.
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