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Przeksztalcenia wykreséw funkcji

Teoria
Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja i niech liczby 4,k € R spelniajg warunki: a > 0 i
k # 0. Zwigzek miedzy funkcja g otrzymana z funkdji f, a przeksztalceniem przeprowadzajgcym
wykres funkcji f na wykres funkgji g, przedstawia ponizsza tabela:

[ L.p. | wartos¢ g(x) | przeksztalcenie przeprowadzajace wykres funkgji f na wykres funkeji g |

1 flx—a) przesuniecie wykresu w prawo o a
2 flx+a) przesuniecie wykresu w lewo o a
3 fx)+a przesuniecie wykresu w gore o a
4 flx)—a przesuniecie wykresu w dét o a
5. f(=x) symetria wykresu wzgledem osi Oy
6. —f(x) symetria wykresu wzgledem osi Ox
7 F(x0) zastgpienie lewej czeSci wykresu symetrycznym odbiciem w osi Oy jego prawej czesci
8 f(=1x]) zastapienie prawej czesSci wykresu symetrycznym odbiciem w osi Oy jego lewej czeéci
9. Lf(x)] zastgpienie dolnej czesci wykresu jej symetrycznym odbiciem w osi Ox

10. —|f(x)] zastapienie gérnej czedci wykresu jej symetrycznym odbiciem w osi Ox

11. fkx) dylatacja wykresu wzdtuz osi Ox i o skali %

12. kf(x) dylatacja wykresu wzdtuz osi Oy i o skali k

Przeksztalcenia wystepujace w powyzszej tabeli bedziemy nazywac elementarnymi przeksztat-
ceniami wykreséw funkcji.

Zlozenie przesunie¢ wykreséw wzdtuz osi Ox i wzdluz osi Oy jest przesunieciem wykresu o
pewien wektor. Mianowicie przesuniecie wykresu funkgcji f(x) o wektor [p, q] prowadzi do wy-
kresu funkcji g(x) okre$lonej wzorem g(x) = f(x —p) +q. Przesuniecie to jest zlozeniem wzietych
w dowolnej kolejnosci przesunieé o wektory [p,0] i [0, ].

Warto odnotowag, ze punktami staltymi dylatacji wykresu wzdiuz osi Ox sg punkty osi Oy i
podobnie punktami statymi dylatacji wykresu wzdtuz osi Oy sg punkty osi Ox.

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Wykres funkgji ¢ : R — R otrzymuje si¢ w wyniku kolejnego wykonania nastepu-
jacych przeksztalcen wykreséw funkgji: przesuniecie w lewo o 5, symetria wzgledem osi Oy i
odbicie dolnej czesci wykresu wzgledem osi Ox. Wyrazi¢ warto$¢ g(x) poprzez wartos¢ funkcji
f w odpowiednim punkcie.

Zadanie 2. Niech funkcje f,g : R — R spelnajg dla kazdego x € R warunek g(x) = f(|x| — 4).
Wskazaé¢ dwa kolejne przeksztalcenia elementarne wykreséw, ktérych zlozenie przeprowadza
wykres funkcji f na wykres funkgji g.

Zadanie 3. Wskazac trzy kolejne przeksztalcenia elementarne wykreséw funkgji, ztoZzenie kt6-
rych przeprowadza wykres dowolnej funkcji f : R — R na wykres funkgji g : R — R takiej, ze
g(x) = f(Ix — 4| + 5) dla kazdego x € R.



Zadanie 4. Odpowiednio przeksztaltcajagc wykres funkgji f(x) = x, naszkicowaé wykres funkgji
gx) =I|x+1-2.

Zadanie 5. Biorac za punkt wyjscia wykres funkgji f(x) = sinx, naszkicowaé wykres funkgji
okreslonej wzorem:

a) g(x) = sin2x; b) g(x) = sinix; c) g(x) = 2sinx; d) g(x) = 3sinx; e)
g(x) =|sinx|.

Zadania domowe

Zadanie 6. Wykres funkcji ¢ : R — R otrzymuje sie z wykresu funkgji f : R = R w wyniku
danego przeksztalcenia. Wyrazi¢ warto$¢ g(x) w dowolnym punkcie x € R przez wartos¢ funkgji
f w odpowiednm punkcie:

a) przesuniecie w goére o 7; b) przesuniecie w dét o 4;
C) przesuniecie w prawo o 3; d) przesuniecie w lewo o0 §;
e) symetria wzgledem osi Ox; f) symetria wzgledem osi Oy;

g) symetria wzgledem punktu (0, 0);

h) symetria wzgledem prostej x = 1;

i) symetria wzgledem prostej y = 5;

j) zastapienie lewej cze$ci wykresu przez odbicie w osi Oy jego prawej czesci;
k) zastgpienie prawej czesci wykresu przez odbicie w osi Oy jego lewej czesci;
1) symetria dolnej czesci wykresu wzgledem osi Ox;

1) symetria gérnej czeéci wykresu wzgledem osi Ox;

m) rozciggniecie wzdtuz osi Oy (czyli tzw. dylatacja pionowa) w skali k = 6;

n) rozciggniecie wzdtuz osi Ox (czyli tzw. dylatacja pozioma) w skali k = 2.

Zadanie 7. Wykres funkcji ¢ : R — R otrzymuje sie z wykresu funkgji f : R = R w wyniku
kolejnego wykonania danych przeksztatceni. Wyrazi¢ wartos¢ g(x) w dowolnym punkcie x € R
przez wartos¢ funkgji f w odpowiednm punkcie.

a) przesuniecie w lewo o 4 i symetria wzgledem osi Oy;

b) symetria wzgledem osi Oy i przesuniecie w prawo o 5;

¢) przesuniecie w lewo o 7 i symetria dolnej czeSci wykresu wzgledem osi Ox;

d) symetria wzgledem osi Oy i dylatacja pionowa w skali k = 3;

e) dylatacja pozioma w skali k = 7 i przesuniecie w prawo o 6;

f) przesuniecie w lewo o 8, symetria wzgledem osi Oy i zastgpienie lewej czesci wykresu
odbiciem jego prawej czesci wzgledem osi Oy;

g) przesuniecie w lewo o 4, zastgpienie prawej czeSci wykresu przez odbicie w osi Oy jego
lewej czesci i przesuniecie w prawo o 6.

Zadanie 8. Wskaza¢ dwa kolejne przeksztalcenia wykreséw funkcji prowadzace od wykresu
funkdcji f : R — R do wykresu funkgji g : R — R, jesli dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢:

a) g(x) = f(lx| =5); b) g(x) = f(lx +2I);
) gx) = f(4x - 8); d) g(x) = If(x+1)I;



e) g() =If()I-4; f) 8()=flx=7)+9;

8) 860 = 76—k b g = ()
) () = f2x+6); ) g() = 1.

Zadanie 9. Wskaza¢ trzy kolejne przeksztalcenia wykreséw funkcji prowadzgce od wykresu
funkcji f R — R do wykresu funkcji g : R — R, jesli dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢:

a) g(x) = f(lx+6l-1); b) g(x) = f(llxl = 9I);
c) g() = fB-Ix=7I); d) g(x) = If(x) +4/+1;
e) 8(x) = —lIf ()l -2l

Zadanie 10. Odpowiednio przeksztalcajac wykres danej funkcji f(x), naszkicowaé wykres funk-

cji g(x):

a) f(x)=x gx)=k-3[+1; b) f(x)=x, g(x)=2x-2-1;
o f()=x gx)=12x+1+1; d) f(x)= ;1_/ g(x) = —Ixill +1;
e f)=1:, g( x) = x 22| +1; f) flx) =2, g(x) =21 -3,
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Homografie

Teoria

Definicja 1. Funkgje liczbowa h(x) nazywamy homografig, jesli mozna jg okreéli¢ wzorem po-
staci

ax+b . .
h(x) = e gdzie a,b,c,de R i ad—-bc#0.
Jedli funkcja h(x) = X+ b — jest homografia i ¢ # 0, to zachodzg réwnosci:
alx+4)+b-4 -
h(x):ax+b: ( c) c_a bc —ad

+—
cx+d c<x+%’) ¢ cz(x+§)

Poniewaz h(x) jest homografia, wiec bc — ad # 0. Wobec tego w rozwazanym przypadku wykres

funkdji h(x) otrzymuje si¢ z hiperboli bedacej wykresem funkgji f(x) = 1 w wyniku nastepuja-

cych kolejnych dwéch przeksztatceri:
1°. dylatacja pionowa wykresu o skali k = (bc — ad)/c?,

0 i — d a
2°, przesuniecie wykresu o wektor v = [—E, E]‘

Jesli funkgja h(x) = Is jest homografigic =0, to wtedy d # 0ia # 0 oraz
ax+b a b
h(X) = ] = E.X + E



W przypadku tym homografia jest funkcja liniowg, niebedaca funkcja stala, a jej wykres jest
prostg ukosna.

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Zaprezentowane powyzej obliczenia ogélne przeprowadzi¢ w przypadku ponizszej

homografii i wskazaé przeksztalcenia wykreséw prowadzace od wykresu hiperboli ¥ = 1/x do

wykresu danej homografii:
_x+2

a) h(x)=_——7 b) h(x) =

8x+7 -3x+4
ix 13 ) M@=

Zadanie 2. Znalez¢ wzor okreslajacy homografie hi(x), jesli wiadomo, ze jej wykres otrzymuje
sie z hiperboli y = 1/x w wyniku kolejnego wykonania nastepujgcych dwoch przeksztatcen:

a) dylatacja pionowa o skali k = 13 i przesuniecie o wektor v = [5;4];
b) dylatacja pionowa o skali k = 4 i przesuniecie o wektor v = [5, -1];

¢) dylatacja pionowa o skali k = 5 i przesuniecie o wektor v = [-8,0].

Odpowiedzi

2. Przesuniecie wykresu w prawo o 4 i zastgpienie lewej czesci wykresu odbiciem symetrycznym jego
prawej czesci wzgledem osi Oy. 6.a) f(xX)+7, b)f(x)—4 ¢ f(x=3), d)f(x+8); e —f(x)
f) f(=x); g —f(=x); h)f2-x); DI10-fx); ) flxD); k) f=l); DIfL D =If@F  m)6f(x);

Wi} rasa-w we-0 olerl A3 o f(S°) DfE-wy g

f(d—Ix—6]). 8.a)Przesuniecie w prawo o 5 i zastgpienie lewej czesci wykresu przez odbicie wzgledem
osi Oy jego prawej czesci;

b) zastgpienie lewej czesci wykresu przez odbicie wzgledem osi Oy jego prawej czesci i przesuniecie w
lewo 0 2;

¢) przesuniecie w prawo o 8 i dylatacja wzdtuz osi Ox w skali k = 1/4 lub tez dylatacja wzdluz osi Ox
w skali k = 1/4 i przesuniecie w prawo o 2;

d) symetria dolnej czesci wykresu wzgledem osi Ox i przesuniecie w lewo o 1 lub na odwrét;

e) odbicie symetryczne dolnej cze$ci wykresu wzgledem osi Ox i przesuniecie w dét o 4;

f) przesuniecie w gére o0 9 i przesuniecie w prawo o 7 lub na odwrét;

g) przesuniecie w lewo o 6 i zastgpienie prawj czeéci wykresu przez odbicie wzgledem osi Oy jego
lewej czesci;

h) dylatacja wykresu wzdtuz osi Ox w skali k = 3 i zastgpienie lewej czesci wykresu przez odbicie
symetryczne jego prawej czesci wzgledem osi Oy lub na odwrét;

i) przesuniecie wykresu w lewo o 6 i dylatacja wzdluz osi Ox w skali k = 1/2 lub taka sama dylatacja i
przesuniecie w lewo o 3;

j) odbicie dolnej czeéci wykresu wzgledem osi Ox i zastapienie lewej czeSci wykresu przez odbicie sy-
metryczne wzgledem osi Oy jego prawej czesci lub na odwrét. 9. a) Przesuniecie w prawo o 1, zastapienie
lewej czesci wykresu symetrycznym odbiciem wzgledem osi Oy jego prawej czesci, przesuniecie w lewo o
6;

b) zastgpienie lewej czeSci wykresu symetrycznym odbiciem wzgledem osi Oy jego prawej czesci, prze-
suniecie w prawo o 9, ponowne zastgpienie lewej czeéci wykresu symetrycznym odbiciem wzgledem osi
Oy jego prawej czesci;

¢) przesuniecie w lewo o 3, zastgpienie prawej czedci wykresu symetrycznym odbiciem wzgledem osi
Oy jego lewej czesci, przesuniecie w prawo o 7;

d) przesuniecie w gore o 4, symetryczne odbicie dolnej czeSci wykresu wzgledem osi Ox, przesuniecie
w gore o 1;




e) zastgpienie dolnej czesci wykresu jej odbiciem symetrycznym wzgledem osi Ox, przesuniecie w dét
0 2, zastgpienie gornej czeSci wykresu jej odbiciem symetrycznym wzgledem osi Ox.  2.a) Na przykiad

4x — -x+9
h(x) = x_ b) np. h(x) = ﬁ;

¢) np. h(x) = —.

5’ X+8



