Réwnania i nieréwnos$ci wyktadnicze i logarytmiczne
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Teoria

Poniewaz funkcje wyktadnicza i logarytmiczna zostaly wprowadzone wczeéniej, tutaj przy-
pomnimy tylko definicje logarytmu i jego podstawowe wtasnosci.

Definicja 1. Niechaibbeda dodatnimiliczbami rzeczywistymiiniecha # 1. Logarytmem liczby
b przy podstawie a nazywamy liczbe x spelniajgcg réwnanie a* = b. Piszemy wtedy x = log, b.

Twierdzenie 1. Dia dowolnych a,b,c € Ry, a # 1, mamy:
(a) log(Z 1=0,

(b) log,a® =D,

(c) a8 =p,

(d) log,(b-c) =1log,b+log,c,

(e) log, 2 =log,b—log,c,

(f) log, bk = klog, b dla dowolnego k € R,

(g) log, b= O8D s,

log.a’

Zadania na zajecia

Szanowni Pafistwo, zgodnie z sugestiami w zadaniach 1 i 2 dodalem po jednym tatwym
przykladzie (podpunkty a). Zdaje sobie sprawe, ze w zwigzku z iloScig godzin przeznaczonych
W repetytorium na réwnania i nieréwnosci wykladnicze i logarytmiczne, zadan obowigzkowych
moze by¢ za duzo. Z drugiej strony kazde z nich jest inne, wymaga zastosowania innej metody
postepowania (nie bytem tutaj zbyt oryginalny i czeéciowo wykorzystalem materiaty ze starego
repetytorium), wiec nie chciatbym Zadnego z nich wyrzuca¢. Proponuje zatem, aby do stowa
,,obowigzkowe” podeszli Paristwo w tym przypadku z pewnym dystansem i iloé¢ rozwigzanych
na zajeciach zadan obowigzkowych uzaleznili od swojego wyczucia, mozliwosci grupy itd. itp.
Zadanie 1. Rozwiaz rOwnania:

a) 3*1 = 81

V3 6-5x

b) 835 -0,125 (T) =0,

c)2-16"-17-4* = -8,

d) (\/§+ \/E)ll—x — (\/§ _ \/§)3x—1/

e) 152%+4 = 33x | Ghx—4

Zadanie 2. Rozwigz réwnania:
a)log,(x—5) =2
b) log, ,(x* - 14) = 3,
) logs(x* — 1) —logs(x + 1) = 3,
d) ylog, Vi-1 — \/g’
e) 5log, x — 2log, x = 12.

Zadanie 3. Rozwiaz nieréwnosci:



4x
a) (1) <&
b) 42 —5.2% > -2,
c) log, log;(x +11) > 0,

)logx( —lx)<l

Zadanie 4. Rozwigz réwnania:

87x+5 (\/_995_ 0,

3x
x x+1 _ [ 4
b) (0,125)* - (V2) (ﬁ) ,
Q)41 —5.271 1 4=,
d) 4\/x+2 =10- 2Vx+2
o) (V7)> % = 357,
f) 4x+1 +3. 52x — 52x+1 — 4,

Zadanie 5. Rozwigz réwnanie

2Ly 24 = V3.2w1 g,

Zadanie 6. Rozwigz réwnania:
a)log,.;9=2,
b) log,[log,(log, x)] =
c)1-1log Vx -5+ log \/2x— log 30,
d) log(x +6) -2 = ; log(2x — 3) —log 25,
e) x1°8% = 100x,

f)log,, x + log, x +log, x = 7.

Zadanie 7. Rozwigz réwnania:
a)log|2x — 3| —log|3x - 2| =1,

b) log‘/% "I .. = log(4x - 15).

Zadanie 8. Rozwigz nieré6wnosci:
a) 0,25 . 2+l > 1,
b)3-9¥-28-3*+9<0,
o)logg log, x <
d) log%(x -1)- log%(x +1) <2,
e)log, x> -1

Zadanie 9. Rozwigz nier6wnosé

2logx +4log”x + 8log’ x + ... < log” x.
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Zadania domowe

Zadanie 10. Rozwigz réwnania:

3Vl (4 _ 9
a3 () =%
b) 5¥*+2 — 53x
) 372 4+ 9¥+1 = 81,
d) {50 = 5,

e) 23x . 7x—2 — 4x+1
f) 62x+4 — 33x . 2x+8'

Zadanie 11. Rozwigz réwnania:
a)log, 2(x*+2x-1)=2
b) logs x —logy x* +2 =0
) Tt D =2
d) log(x + %) =log1 —logx
e)log, ..,(9—x%) =0,
f) x + log(5 — 2**1) — xlog 5 — log 2 = 0.

Zadanie 12. Rozwigz nieréwnosci:

x+1

a)5x > V5,

b) 2% 4 221 _px _ 3 <

c) log,(x +3) —log,(x = 1) > 2 —log, 8
d) log,, ;x> 1.
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Wskazéwki

1. W podpunkcie a) zapisz 81 jako 3*, w podpunkcie b) sprowadz potegi w réwnaniu do tych samych
podstaw, z kolei w podpunkcie c) jako wspdlng podstawe przyjmij 4 i podstaw t = 4*, w podpunkcie d)
kluczowsq role odgrywa tozsamoé¢ (V3 + V2)(V3 — V2) = 1, na koniec w podpunkcie e) zapisz liczbe 15
jako 3 - 5 i rozdziel potegi o podstawie 3 i o podstawie 5. 2. Uwaga ogo6lna: pamietaj o wyznaczeniu
dziedziny réwnania. Ponadto, w podpunktach a) i b) skorzystaj z definicji logarytmu, podobnie w pod-
punkcie c) korzystajac najpierw ze wzoru e) z Twierdzenia 1, w podpunkcie d) zlogarytmuj obie strony
réwnania przy podstawie 2, dwa razy wykorzystaj wzor f) z Twierdzenia 1 i w koricu podstaw t = log, x,
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w podpunkcie e) wykorzystaj wzor g) z Twierdzenia 1 3. Uwaga ogdlna: pamietaj, ze funkcje f(x) = a*
oraz g(x) = log, x sg rosnace dla a > 1 oraz malejace kiedy a € (0,1). W podpunkcie a) sprowadz potegi
do tej samej podstawy, w b) podstaw t = 2, w c) skorzystaj dwukrotnie z definicji logarytmu, a w d) roz-
waz dwa przypadki w zaleznoéci od x. Oczywiécie, w podpunktach c) i d) wyznacz najpierw dziedziny
nieréwnosci. 4. Powyzsze réwnania mozna rozwigza¢ analogicznie jak odpowiednie réwnania z
Zadania 1 5. Najpierw wyrazenie po lewej stronie przeksztalcamy wykorzystujac wzér na sume zbiez-
nego szeregu geometrycznego nieskoriczonego, potem podnosimy obie strony réwnania do kwadratu i w
koricu rozwigzujemy réwnanie postepujac analogicznie jak w Zadaniu 1 b) 6. Powyzsze r6wnania
mozna rozwigzaé analogicznie jak odpowiednie réwnania z Zadania 2. 7. W pierwszym réwnaniu
nalezy najpierw , opuéci¢ znaki wartoéci bezwzglednej” i rozwazy¢ odpowiednie przypadki, natomiast w
réwnaniu drugim nalezy najpierw skorzysta¢ ze wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego nie-
skoriczonego. 8. Powyzsze nier6wnosci mozna rozwigzac¢ analogicznie jak odpowiednie nieréwnosci
z Zadania 3. 9. Aby tradycji stato sie zados¢, takze w tym zadaniu nalezy wykorzysta¢ wzoér na sume
zbieznego szeregu geometrycznego nieskonczonego.

Odpowiedzi

lLayx=3,b)x=2,c)x=-1lubx=3,d)x=-5¢e)x=4 2. a)x=14b)x =1+ V2, ¢) x = 126,
d)x=1lubx=8e)x=27 3.a)x € (3,00),b) x € (00, -1) U (1,0), ¢) x € (-11,-103), d) x € (1, %g].
4a)x=-Z byx=1,0x=1lubx=-1,d)x=-22lubx=58,e)x=3%,fx=1. 5.x=1lubx=2.
6.a)x=-2,b)x=8,0)x=6d)x=6lubx=14,e) x = 0,1 lub x = 100, f) x=16. 7.x =2 lubx =2, b)
x=5 8a)xe[-}1]b)xe[-1,2],c)xe 09l d)xe(} o) e)xe(-2+V50). 9.a)xe(L1)
10.a)x=%ﬁlubx=3++@,b)x=111.1bx=2,c)x=2,d)x=log10 \/g,e)x=2,f)x=4. 11.a)x =1
lubx = -11,b) x =3 lub x = 9, ) brak rozwigzan, d) x = %,e) brak rozwigzan, f)x =1lubx =-1.  12.a)
X € (—00,-2) U (0,0),b) x € (—00,0), c) x € (—o0,1) U [5, ), d) x € (2,3).



