Teoria grup

Definicja
1. Ile r6znych dziatari mozna okresli¢ na zbiorze:

(a) 2-elementowym?
(b) 3-elementowym?
(c) n-elementowym?
2. Czy nastepujacy zbidr jest grupa z podanym dziataniem? Czy jest to grupa abelowa?
(a) G=Qaxb=1(a+b),
(b) G=7Z,a%b:=a,
(c) G=Qsp,axb:= Va-b,
(d) G=Rsg,axb:=Va-b,
(e) G={f:R—R|f(x) =ax +b, gdzie a,b € R, a # 0} z dzialaniem skladania funkgji,
f) G=17[3]:= {3F @ a,k € Z} z dzialaniem dodawania,
(g) G=[0,1],zxy:=x+y—[z+y,
(h) G = {5 : k € Z} wraz z dziataniem dodawania,
(i) G = {5* : k € Z} wraz z dzialaniem mnozenia,
(j) G=(1,00) zdzialaniem a xb:=ab—a —b+2,
(k) G = 5Z (liczby podzielne przez 5) z dzialaniem dodawania,
(1) G=Q(?2):={a+b/2:a,bc Q}zdzialaniem dodawania,
(m) G =Q(v2):={a+bV2:a,bc Q} zdziataniem mnozenia.

3. (a) Wykaz, ze (ab)~! = b~'a~! dla dowolnych elementéw grupy a,b € G.
(b) Oblicz (abc)~! dla danych elementéw a, b, ¢ grupy G.

4. Wyznacz grupe izometrii kwadratu. Wskaz element neutralny i elementy odwrotne do wszystkich
elementow.

5. Rozwigz réwnanie ax = b dla danych a,b € G.

6. Niech e bedzie elementem neutralnym grupy G. Wykaz, ze jeli a® = e dla dowolnego elementu a € G,
to grupa G jest przemienna. Czy jezeli grupa G jest przemienna, to a? = e dla dowolnego elementu a?

7. Niech G bedzie grupa. Udowodnij, ze réwnosé (ab)? = a? - b* zachodzi dla wszystkich a,b € G wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest abelowa.

8. Niech G bedzie grupa, za$ g, h € G. Oblicz (ghg™")".



Podgrupy

1.
2.

Czy zbiér {2% : k € Z} jest podgrupa grupy (R*,-)?
Znajdz wszystkie podgrupy grupy:

(a) Z/5, (b) Z/8, (c) Z/12, (d) @(8), (e) ©(5).

Czy zbiory:

(a) Hi={f=az:R— Rla € R,a # 0},
(b) Hy={f=x+b:beR},
(c) Hy={f=—-z+b:beR}

sg podgrupami grupy G = {f : R — R|f(z) = ax+b,a,b € R, a # 0} (z dzialaniem sktadania funkcji)?

Izomorfizmy i homomorfizmy

1.
2.

Czy grupa G = (1, 00) z dzialaniem a x b := ab — a — b + 2 jest izomorficzna z grupa (R4, -)?
Ktére z ponizszych grup sa izomorficzne z Z/6?

o(7), ®(9), grupa izometrii tréjkata rownobocznego, ¢ (12)

Ktoére z ponizszych grup sg izomorficzne z (R, -)?

(R, +), (R*,), (@4, )

Czy grupa 2Z jest izomorficzna z grupg Z?

Niech G bedzie grupa izometrii rombu niebedacego kwadratem. Czy G = 7Z/4?

Czy grupa (Qy, -) jest izomorficzna z (Q, +)?

(Wsk. zatézmy, ze g - Q — Q4 jest izomorfizmem i niech g(xo) = 2 dla pewnego x(. Skorzystaj z tego, Ze 2 nie
jest kwadratem liczby wymiernej)

Czy dana funkgja f : G — H jest homomorfizmem grup?

(a) G=H =R, f(x)=2a?

(b) G=H=R*, fz)=d?,

(c) G={y(z)=ax+b:R—->R|a#0}, H=R*, f(ax+b)=a,
(d) G=R*, H=(0,0), [(z)= ]|,

(e) G=7Z,H=12Z/n, f(x)=2x modn.

Niech G bedzie grupa. Rozwazmy funkde f : G — G, f(g) = g~ . Wykaz, ze f jest homomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest abelowa.



