Materialy do éwiczen prof. Wojciech Gajda
Algebra 2
Zima 2024/2025

Zestaw 1
Cwiczenia 14 pazdziernika 2024 (do Wykladu 1)

Zadanie 1. Dowiesé, ze:
(a) skonczona dziedzina calkowitosci jest cialem,

(b) dziedzina calkowitosci, ktéra jest skoficzenie wymiarowa przestrzenia wek-
torowg nad swoim podcialem k jest takze ciatem.

Zadanie 2. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka.

(a) Dowiesé, ze zbiér macierzy
a b
B.{{_b a}' a,be A}

ze (zwyklymi) operacjami dodawania i mnozenia macierzy jest pierscie-
niem izomorficznym z pierscieniem ilorazowym Alx]/(z%+1).

(b) Dowiesé, ze A jest cialem, wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0 oraz A ma
tylko niewtasciwe idealy (01 A).

Zadanie 3. Niech A bedzie pier§cieniem przemiennym z jedynka. Dowie$¢ (bez-
posrednio !), ze kazdy ideal maksymalny z A jest idealem pierwszym. Ogélniej,
niech a € A oraz niech S = {1,a,a?,...}. Dowies¢, ze jedli I jest idealem z A,
ktory jest maksymalny sposrod wszystkich idealéw roztacznych ze zbiorem S,
to I jest idealem pierwszym.

Zadanie 4. Niech k bedzie cialem oraz A = Z lub A = k[z].

(a) Dowiesé, ze jesli f i g sa dwoma elementami wzglednie pierwszymi z A,
to mamy izomorfizm pierscieni A/(fg) = A/(f) x A/(g). Nie korzystaé z
TCR.

(b) Dowiesé, ze gdy b € k, to istnieja trzy nieizomorficzne pierscienie ilorazowe

k[z]/(x?=b).

(c) Sprawdz, ze 2% + x + 1 jest nierozkladalny w Fy[x] i wykorzystaj ten fakt
do konstrukeji ciala ztozonego z czterech elementéw F4. Podobnie, pokaz,
ze 22 + 1 jest nierozktadalny w F3[z] i zbuduj cialo dziewiecioelementowe
Fy. Sprawdz, ze mnozenie w Fg mozna zadaé¢ wzorem: (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (ad + be)i.

(d) Dowieéé, ze wielomian 2% — 22 + 1 jest nierozkladalny w pierécieniu Fo[z]

i w konsekwencji jest nierozkladalny w pierécieniu Q[z].

Zadanie 5. Niech a bedzie obrazem elementu x w pierscieniu ilorazowym
Qlz]/(z® + 3z + 3). Wyznaczyé elementy 1/a, 1/(1 + a) oraz 1/(1 + a?) w
postaci caa? + cia + ¢, dla ¢; € Q.



