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Zestaw 2
Cwiczenia 21 pazdziernika 2024 (do Wykladu 2)

Zadanie 1. (elementy algebraiczne)
Dowiesé, ze:

(a) jezeli a1, aq,...,a, € K sa elementami algebraicznymi nad podcialem k,

to k[ag, ag, ... an]=k(a1, az, ... an),

(b) jesli K/k jest rozszerzeniem cial, a € K oraz g € k[z] jest wielomianem

stopnia > 1, a b=g(a), to a jest elementem algebraicznym nad ciatem k(b),

(c) jesli f € Kk[z] jest wielomianem minimalnym elementu o € K nad pod-

cialem k oraz b € k, to wyznacz wielomian minimalny elementu S=a—b

nad k.

Zadanie 2. (wielomiany minimalne i stopnie rozszerzen)

(a)

(b)

(c)

Niech f € E[z] bedzie wielomianem minimalnym elementu a € K nad
podciatlem k C K, taki, ze stopien deg f jest liczba nieparzysta. Dowiesc,
ze wtedy k(a)=k(a?). Czy warunek na deg f jest konieczny ?

Niech K=Q(v/2++/5). Obliczyé stopiuen rozszerzenia [K:Q] oraz podaé
baze Q-liniowej przestrzeni K.

Znalez¢ wielomian minimalny liczby algebraicznej v/24+/5 nad cialem Q.

Zadanie 3.

(a)

Niech A = Z[i] oznacza pierscien liczb catkowitych Gaussa poznany na
wykladzie z elementarnej teorii liczb. Niech p bedzie liczba pierwsza, a
p = (p) = pA niech bedzie idealem gléwnym pierscienia A generowanym
przez p. Dowies¢, ze p jest ideatem pierwszym w A, wtedy i tylko wtedy,
gdy p = 3 mod 4.

Wskazéwka. Z teorii liczb (tej elementarnej) wiadomo, ze jesli p = 1
mod 4, to —1 jest reszta kwadratowa. Dla p = 3 mod 4 nalezy wykazac,
ze 2% + 1 jest wielomianem nierozktadalnym w F,.

Troche ogdlniej. Niech p bedzie liczba pierwsza, d € Z liczba, ktéra nie jest
kwadratem liczby catkowitej. W piericieniu Z[Vd] = {a+bVd: a,b€ Z}
rozwazmy ideat gtéwny I = (p) = pZ[Vd]. Dowiesé, ze I jest idealem
pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy klasa d reszt modulo p nie jest kwa-
dratem w ciele F,,.

Zadanie 4.

Niech K/k bedzie rozszerzeniem cial oraz niech o, 8 € K beda takie, ze [k(«) :
k] =m i [k(B) : k] = n. Dowiesé, ze [k(a, 8) : k(8)] = m, wtedy i tylko wtedy,
gdy [k(a, B) : k()] = n. Przeformulowaé ten warunek w terminach wielomia-
néw minimalnych elementu « nad cialem k i nad cialem k(3).



