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Zadanie 1. (Liczby Liouville’a, 1844)

Niech a bedzie liczba algebraiczna nad Q stopnia d. (a) Pokazaé, ze istnieje
wielomian P € Z[X] taki, ze P(a) =01 P'(«) # 0. (b) Za pomoca (a) dowiesé,
ze istnieje liczba rzeczywista ¢ > 0 taka, ze dla kazdej pary liczb catkowitych

(p,q), gdzie g # 0, zachodzi nieréwnosé¢ |a — §| > (c) Dowiesé, ze liczba

rzeczywista o = Y 2 107™ jest przestepnal.

Zadanie 2. Niech K/k bedzie rozszerzeniem cial oraz niech o, € K beda
takie, ze [k(a) : k]=m i [E(B) : k]=n. Dowies¢, ze [k(a, ) : k(B)]=m, wtedy i
tylko wtedy, gdy [k(a, B) : k()] = n. Przeformulowaé ten warunek w terminach
wielomianéw minimalnych elementu « : nad cialem k i nad cialem k(g).

Zadanie 3. Niech K /k bedzie rozszerzeniem cial stopnia n, a p ustalona liczba
pierwsza, ktora nie dzieli liczby n. Dowiesé, ze dla a€k nastepujace dwa warunki
sg réwnowazne:

(a) a jest p—ta potega w ciele k
(b) a jest p—ta potega w ciele K.

Zadanie 4.
Niech char k # 2 i niech L/k bedzie rozszerzeniem cial stopnia 4. Dowie$é, ze
nastepujace dwa warunki sg réwnowazne:

(a) istnieje cialo posrednie k C K C L

(b) L = k(«) dla pewnego elementu algebraicznego «, ktérego wielomian mi-
nimalny nad cialem k jest postaci fo= z*+az?+b.

Zadanie 5*

(a) Niech k = Q(v/2) C R. Dowieéé, ze istnieje homomorfizm ciat ¢ : k — k
taki, ze ¢(v/2) = —/2. Czy ¢ jest funkcja ciagla?

(b) Dowiesé, ze kazdy homomorfizm cial ¢ : R — R jest identycznoscia.
Wskazéwka. Poniewaz z definicji ¢(1) = 1, to powtarzajac argument z
wykladu mozna wykazaé, ze ¢ obciety do ciala Q jest identycznoscig. Dla
wykazania cigglosci funkeji ¢ nalezy znalezé (czysto) algebraiczny warunek
pozwalajacy odrozniaé liczby rzeczywiste dodatnie od liczb rzeczywistych
ujemnych, taki ze zalozenie a > 0 pociagnie nieréwnos¢ ¢(a) > 0. Uwaga.
Wilasnosé (b) homorfizmu ciala liczb rzeczywistych jest bardzo szczegélna,
poniewaz na przyklad, istnieje nieprzeliczalnie wiele homomorfizmoéw cial
¢ : C — C. Czy potrafisz tego dowies¢ ?

1Liczby rzeczywiste, ktérych przestepnosé mozna dowiesé w ten sposéb noszg, nazwe liczb
Liouville’a. Wiadomo, ze zbiér liczb Liouville’a jest nieprzeliczalny i miary zero. Wiadomo
takze, ze ani 7 ani e nie sa liczbami Liouville’a.



