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Cwiczenia 18 listopada 2024 (do Wykladu 5)
Zadanie 1.
Niech ¢€(0,7/2). Dowiedé, ze kat o mierze tukowej ¢ mozna podzieli¢ za po-
mocg cyrkla i linijki bez podziatki na trzy rowne czesci, wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian z3—3x—2cos ¢ jest rozktadalny w pierscieniu wielomianéw

K[z], gdzie K=Q(cos ¢).

Zadanie 2.

(1) Sprawdzié, ze a=2 cos %’T jest pierwiastkiem wielomianu z%+x—1 i wyko-
rzystac¢ ten fakt do dowodu konstruowalnosci 5-cio kata foremnego za pomoca
cyrkla i linijki bez podziatki. (2) Sprawdzié, ze =2 cos 27” jest pierwiastkiem
wielomianu 23422 —22—1 i wykazaé, Ze nie mozna skosntruowaé 7-mio kata
foremnego za pomoca cyrkla i linijki. (3) Wykazaé, ze nie mozna skosntru-
owacé 9-cio kata foremnego za pomoca cyrkla i linijki. Wskazéwka. Zamiast
odwolywania sie do twierdzenia Gaussa z wyktadu 5, prosze przeprowadzi¢
bezposrednie dowody stwierdzen: (1), (2) i (3).

Zadanie 3.

(1) Niech K bedzie ciatem rozktadu wielomianu z4—2 nad Q (to znaczy naj-
mniejszym podciatem w C, ktére zawiera wszystkie pierwiastki wielomianu
r1—2). Wyznaczy¢ stopienn [K:Q) i bazg przestrzeni Q—liniowej K.

(2) Niech K bedzie ciatem rozktadu wielomianu z'2—1 nad Q. Wyznaczy¢
stopien [K:Q)], baze przestrzeni Q—liniowej K oraz dowie$¢, ze K jest takze
ciatem rozktadu wielomianu (z*—1)(2%—1) nad Q.

Zadanie 4. (Wielomiany cyklotomiczne)
Niech @, (z) = Iichen, (n)=1(z — &) bedzie n-tym wielomianem cykloto-
micznym, gdzie &, = exp(22).

(1) Dla n < 12 rozlozy¢ ™ — 1 na czynniki nierozktadalne w Z[z].

(2) Dowiesé, ze ®,(x) = Iy, (x4 —1)HWD  gdzie pu(—) jest funkcja Mobusa
taka, ze pu(l) = 1, u(n) = (—1)" jezeli n jest iloczynem r réznych
liczb pierwszych, i u(n) = 0 w pozostatych przypadkach. Rozpoczaé od
dowodu tozsamosci:

0= pud),  n=Y06d, o) =D du5),

dn din



(6)°

gdzie ¢p(n) = #(Z/n)* jest wartodcia funkcji Eulera na n. Obliczy¢
(I)g()(l’) oraz (I)gl(flf).

Dowieé¢, ze @, (r) = x*™d, (1/x) oraz, ze wspétczynniki wielomianu
®,(x) spelniaja réwnosci: ar = agm)—k dla 0 < k < ¢(n). Wywniosko-
waé z tego, ze wielomian ®,(x) jest catkowicie okreslony przez swoja
klase reszt w pierscieniu ilorazowym Z[z]/(z¢(/2+1)  edzie [a] oznacza
czesé catkowity liczby a.

Pokazac, ze:

o &, (x) = ®,,(z™), gdzie m = rad(n) jest iloczynem wszystkich,
roznych dzielnikéw pierwszych liczby n.

o O, (z) = D,(27) /Py (x), jezeli p nie dzieli n

o &y, (x) = D, (—2x) dla n > 1, nieparzystego.

Korzystajac z powyzszych wtasnosci wielomianéw cyklotomicznych ob-
liczy¢ raz jeszcze Pgo(x), $g1(x) oraz wyznaczyé wielomian ®qo5(x).

Dowies¢, ze ®,€Z|x] oraz, ze wielomian ®,, jest nierozktadalny w pier-
Scieniu Q[z].

Zadanie 5.

Niech F,, = Q(&yn+2) bedzie cialem cyklotomicznym 2" 2-pierwiastkéw z je-
dynki, gdzie n > 0 oraz niech a,, = &oniz+E34, 1 FF = Q(av,) (jest to tzw.
maksymalne cialo rzeczywiste zawarte w F,,).

Dowies¢, ze dla wszystkich n > 0, [F, : Q] = 2" [F, : Ff] = 2,
[Ff:Q]=2"oraz [Ff,: Ff]=2.

Znalez¢ réwnanie kwadratowe (w terminach «,), ktére spelnia &oni2
nad ciatem Ff.

Dowiesé, ze dla kazdego n > 0 mamy o2 ,; = 2+ «, i w rezultacie:

an—\l2+\/2+\/2+\/...\/§ (n razy)

- wyrazenie na (konstruowalny) pierwiastek stopnia 2" z jedynki.




