Zadania do indywidualnego prof. Wojciech Gajda
zrozwigzania za dodatkowe punkty

Algebra I1

Zima 2024/2025

Zasady:

Zadanie 1. (5pts)
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Dowiesé, ze A jest cialem, wtedy i tylko
wtedy, gdy A # 0 oraz A ma tylko niewlasciwe idealy (01 A).

Zadanie 2. (10pts)

Niech p bedzie liczba pierwsza, d € Z liczba, ktéra nie jest kwadratem liczby catkowitej. W
pierécieniu Z[Vd] = {a + bVd: a,b € Z} rozwazmy ideal gtéwny I = (p) = pZ[V/d]. Dowiesé,
ze I jest idealem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy klasa d reszt modulo p nie jest kwadratem
w ciele F,.

Zadanie 3. (5pts)

Niech K/k bedzie rozszerzeniem cial oraz niech «, € K beda takie, ze [k(a) : k] = i
[£(8) : k] = n. Dowiesé, ze [k(a, B) : k(B)] = m, wtedy i tylko wtedy, gdy [k(a, ) : k(a)] = n.
Przeformulowaé ten warunek w terminach wielomianéw minimalnych elementu « nad cialem k

i nad cialem k().

Zadanie 4. (10pts)
Niech k bedzie ciatem. Dowiesé, ze:

(a) jezeli a,bek sa takie, ze a jest kwadratem w k(v/b), to a lub ab jest kwadratem w k,
(Wskazéwka. Rozpisaé (c+dv/b)?)

(b) jesli a, bek, b nie jest kwadratem w k, K=Fk(3) dla 3?=b i jeden z elementéw a+3 lub a—f3
jest kwadratem w K, to kwadratem jest takze drugi z tych elementéw. Wywnioskowaé z
tego, ze c=a’—b jest kwadratem w k,

(c) jesli char k # 2, a,bek i K=k(a, ) dla o®=a, 3?°=b, oraz y=a(B+1), to K=k(v). (Wska-
zéwka. Wyrazié¢ a i 8 za pomoca v) Wlasno$é (a) pozwala rozstrzygnaé kiedy [K:k]=1,2
lub 4. Wyznaczy¢ wielomian minimalny elementu v nad k& w kazdym z tych przypadkéw.

Zadanie 5. (10pts) (Liczby Liouville’a, 1844)

Niech « bedzie liczba algebraiczna nad Q stopnia d. (a) Pokazaé, ze istnieje wielomian P € Z[X]
taki, ze P(a) =01 P'(«) # 0. (b) Za pomoca (a) dowie$¢, ze istnieje liczba rzeczywista ¢ > 0
taka, ze dla kazdej pary liczb catkowitych (p, q), gdzie ¢ # 0, zachodzi nier6wnosé |a — %\ > q%.

(c) Dowie$é, ze liczba rzeczywista a = Y oo, 107™ jest przestepnal.

Zadanie 6. (10pts)

(a) Niech k = Q(v/2) C R. Dowiegé, ze istnieje homomorfizm cial ¢ : k — k taki, ze ¢(v/2) =
—V/2. Czy ¢ jest funkcja ciagla? (b)]|Dowieéé, ze kazdy homomorfizm cial ¢ : R — R jest
identycznoscia. Wskazéwka. Poniewaz z definicji ¢(1) = 1, to powtarzajac argument z wykladu
mozna wykazaé, ze ¢ obciety do ciala Q jest identycznoscia. Dla wykazania ciagtosci funkcji ¢
nalezy znalez¢ (czysto) algebraiczny warunek pozwalajacy odrézniaé liczby rzeczywiste dodatnie
od liczb rzeczywistych ujemnych, taki ze zalozenie a > 0 pociagnie nier6wnosé ¢(a) > 0. Uwaga.
Wilasnosé (b) homorfizmu ciala liczb rzeczywistych jest bardzo szczegélna, poniewaz na przyklad,
istnieje nieprzeliczalnie wiele homomorfizméw ciat ¢ : C — C. Czy potrafisz tego dowie$¢ ?

1Liczby rzeczywiste, ktérych przestepnosé mozna dowieéé w ten sposéb nosza nazwe liczb Liouville’a. Wiadomo,
ze zbidr liczb Liouville’a jest nieprzeliczalny i miary zero. Wiadomo takze, ze ani 7 ani e nie sg liczbami Liouville’a.



Zadanie 7. (10pts)

(1) Dowiesé, ze @, (z) = 2?(M®,,(1/z) oraz, ze wspélezynniki wielomianu ®,,(x) spetniaja réw-
nosci: ar = agm)—k dla 0 <k < ¢(n). Wywnioskowaé z tego, ze wielomian ®,,(z) jest catkowicie
okreslony przez swoja klase reszt w piericieniu ilorazowym Z[z]/(z[#(™/2141) gdzie [a] oznacza
czedé catkowita liczby a. (2) Pokazaé, ze:

o &,(x) = ®,,(z"/™), gdzie m = rad(n) jest iloczynem wszystkich, réznych dzielnikéw
pierwszych liczby n.

o &, (z) =D, (aP)/D,(x), jezeli p nie dzieli n
o Oy, (x) = &, (—2) dla n > 1, nieparzystego.

Zadanie 8. (10pts)

Sprawdzié, ze wielomian ##+1 jest nierozktadalny w Q[xz]. Dowies¢, ze dla kazdej liczby pierwszej
p, redukcja modulo p wielomianu z*+1 jest wielomianem rozkladalnym w F,[z]. Sprawdzié
podobny fakt dla z8+1.

Zadanie 9. (10pts)

(a) Niech a, b€k oraz c=a®—b. Zalézmy, ze zaden z elementéw: b, ¢, be nie jest kwadratem w ciele
k. Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu f=(z2—a)?—b. Dowie$é, ze [K:k]=8. (b) Niech
a, b€k i zalézmy, ze wielomian f=x*—2ax?+b? jest nierozkladalny w pierscieniu wielomianéw
klx]. Dowiesé, ze jesli a€L jest pierwiastkiem wielomianu f w pewnym rozszerzeniu cial L/k,
to b/« jest pierwiastkiem wielomianu f. Wywnioskowaé z tego, ze K=k(«) jest cialem rozkladu
wielomianu f nad k.

Zadanie 10. (10pts) (pierscieri liczb dualnych)

(a) Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka oraz niech B=A[e] bedzie zdefinio-
wany w nastepujacy sposéb: B jest zbiorem par (a,b), gdzie a,b€A, z dodawaniem po
wsp6lrzednych i mnozeniem zadanym wzorem (a, b)(c, d)=(ac, ad+bc). Dowiesé, ze B z tak
okreélonymi dziataniami jest pierécieniem przemiennym oraz, ze istnieje e€ B, taki, ze e2=0
oraz kazdy element z B mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci a+be, dla pewnych a, be A.
Wskazéwka. Poréwnaj B z pierscieniem ilorazowym A[z]/(z?).

(b) Niech k bedzie dowolnym ciatem, A=k[z] oraz niech B bedzie pierdcieniem z (a) utworzo-
nym dla A. Dla fek[z] zapisujemy f(x+e)=f+0(f)e€B. Sprawdzié, ze w ten sposéb defi-
niujemy funkcje k—liniowa 6 : k[z] — k[z] taka, ze 6(a)=0 dla a€k i §(fg)=f(g)+9d(f)
dla f, gek[z], zgodna z pochodna formalng wielomianéw z wykladu 8.

Zadanie 11. (10pts)

(a) Niech p # 2 bedzie liczba pierwsza i niech AGl;(F,) oznacza zbiér funkeji afinicznych
Yij : Fp — Fp, gdzie (i,j) € F) x F zadanych wzorami v; j(x) = iz + j. Dowies¢,
ze zbiér AGly(F,) ze skladaniem funkeji jest grupa, ktéra jest izomorficzna z iloczynem
pélprostym grup Z/(p—1) 1 Z/p.

(b) Dowiesé, ze stopien rozszerzenia E/Q, gdzie E jest cialem rozkladu wielomianu z? — 2 nad
Q, wynosi p(p — 1).

(c) Dowiesé, ze przy oznaczeniach z (a) i (b), zachodzi izomorfizm grup Gal(E/Q) = AGl (Fp).
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